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Concavo  (Geom.  e Oli.).  Superficie  concava,  si  chiama  cosi  la  superficie  curva 
interna  di  un  corpo  vuoto.  Quest’  espressione  applicasi  particolarmente  agli  spec- 
chi e ai  vetri  d'ottica,  fedi  Leste  e Specchio. 

CONCENTRICO  (Geom.).  Si  chiama  cosi  ciò  che  ha  nn  medesimo  centro.  Due 
circoli  o due  curve  qualunque  che  hanno  un  medesimo  centro  (vedi  questa  pa- 
rola), si  chiamano  concentriche.  Vedi  Ciecolo,  Pomgoso,  Coeve. 

CONCOIDE  ( Geom.  ) (da  Kòyyr: , ijf , conca).  Curva  inventata  dal  geometra  greco 
Nicomede,  per  risolvere  i problemi  della  duplicazione  del  cubo  e della  trise- 
zione deir  angolo.  Ecco  la  sua  costruzione. 

Dal  punto  A (Tav.  XXXV, Jig.  4),  preso  al  di  fuòri  di  una  retta  indefinita 
MN , avendo  tirato  le  rette  AB,  Ab,  Ab,  Ac,  Ad,  ee.  Se  prendiamo  le  parti 
C B,fa,  gb,  he , id,  ec. , tutte  eguali  fra  loro  ; la  curva  B abede,  che  passa  per 
le  estremità  B,  a,  c,  d,  »,  ec. , è la  concoide.  Siccome  possiamo  effettuare 
questa  costruzione  tanto  al  di  sottò  quanto  al  di  sopra  della  retta  MN,  cosi  ab- 
biamo due  specie  di  concoidi.  La  prima  EBe  si  chiama  concoide  ulteriore , e la 
seconda  RFO,  concoide  citeriore.  La  retta  MN  è un  asintoto  ad  ambedue  le 
concoidi. 

Queste  due  curve  possono  facilmente  descriversi  per  mezzo  di  un  moto  conti- 
nuo, facendo  girare  AB  intorno  del  punto  A , in  maniera  che  CD  o CS  siano 
sempre  della  medesima  grandezza,  allora  il  punto  B traccerà  la  concoide  ulte- 
riore, e il  punto  F la  concoide  citeriore. 

Per  trovare  l'equazione  della  concoide,  prendiamo  AB  per  asse  delle  ascisse,  o 
facciamo 

AC  sa  , AD  = x , ED  s y , CBsQEai,  e 
CD  = AD — ACsi — a. 

Il  triangolo  rettangolo  AED  dà 


ossia 


AE*s  AD*-t-  ED* 

( 

A*=^V. 
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Ma  i triangoli  AQC,  AED  sono  simili:  si  ha  perciò  \ 

AE  : QE  ::  AD  : CD, 

vale  a dire  , . 

yjx'+f'  : b x : (x-o) 

e elevando  al  quadrato 

(xM-jy»)  : i»  ::  x»  : (x-o)».  r 
Da  quest'  ultima  proporzione  si  ricava 

(x»-4-j-»)-x»  : x»  ::  4*-(x-o)»  : (x-o)». 

Donde 

x»[4»-(x— a)»] 

7 (*-«)* 

equazione  che  conviene  egualmente  alla  concoide  citeriore,  prendendo  CF=BC=A 
Quest*  ultima  può  avere  delle  forme  differenti,  secondo  il  rapporto  di  CF  ad 
AC,  F essendo  il  punto  che  descrive  la  curva,  come  lo  vedremo  altrove.  Vedi 
Nodo,  Posto  coniugato. 

L’ equazione  potare  delta  concoide  è molto  più  semplice  dell'  equazione  a 
coordinate  rettangolari , si  ottiene  direttamente  considerando  solamente  il  trian- 
golo rettangolo  variabile  ACQ  ; poiché  indicando  con  y l'angolo  variabile  BAE,  e 
con  a la  retta  variabile  AE  o AR,  avremo 

AQ=-^=^-. 

, cosy  coi» 

Ma  AE  = AQ-t-CB  e AR  = AQ— CF  ; cosi  abbiamo 


cosy 

Il  segno  -f-  servendo  per  la  concoide  ulteriore , e il  segno  — per  la  concoide 
citeriore.  Vedremo  alle  parole  Dcflicaziobe  e Taiseziona  1’  uso  che  gli  antichi 
facevano  di  queste  corvè,  delle  quali  alcnni  geometri  dell'  ultimo  secolo  si  sono 
ancora  occupati.  Vedi  Memorie  dell'  Accademia  delie  Science  di  Parigi  1708, 
1783,  1734  e 1735.  Newton,  Aritmetica  universale. 

CONCORRENTI  (Mec.)  Si  chiamano  potente  concorrenti  quelle  le  di  cui  dire- 
zioni non  sono  paralelle,  o concorrono  a produrre  un  effetto.  Si  distinguono  così 
delle  potenze  opposte  le  quali  tendono  a produrre  effetti  eontrarii,  e che  si 
chiamano  potente  cospiranti.  Vedi  Foazz. 

CONCORRERE  ( Geom.  ).  Due  linee  o due  piani  concorrono  allorquando  si  ta- 
gliano, o che,  senza  tagliarsi,  sono  tali  che  essendo  sufficientemente  prolungati 
possono  incontrarsi. 

CONCORSO  (Geom.).  Il  punto  di  concorso  di  diverse  linee  è quello  ove  esse  ef- 
fettivamente si  tagliano,  ovvero  quello  ove  esse  si  taglierebbero  tutte,  te  fossero 
sufficientemente  prolungate.  Il  centro  di  un  circolo  è il  punto  di  concorso  di 
tutti  i suoi  raggi. 

CONCRETO  ( A rii . ).  Si  chiama  numero  concreto  quello  che  si  considera  come 
rappresentante  una  collezione  di  oggetti  determinati.  Cosi  5 metri,  8 litri  , 60 
gradi,  ec. , 'sono  numeri  concreti,  perché  5 , 8 e 60  non  esprimono  in  questo 
caso  unità  astratte,  ma  oggetti  convenzionali;  cioè  metri,  litri  e gradi.  Vedi 
Abitmetica,  C. 
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COSO  AMINE  (Caalo-Mazia  La),  membro  delI'AccaiIemi.t  «Ielle  Sciente,  dell’Ac- 
cademia francese,  della  Società  Reale  di  Londra,  e delle  Accademie  di  Berlino, 
di  Pietroburgo  e di  Cortona,  nacque  a Parigi  il  28  Gennnjo  1701.  Sebbene  non 
porta  citarsi  nè  come  un  dotto  nè  come  un  letterato,  La  Condamine  ha  avuto 
nella  società  i più  brillanti  successi,  ed  ba  goduto  di  tutta  la  gloria  che  può 
meritare  la  scienta  ed  il  genio.  Si  diceva  di  lui  che  all’  Accademia  francese  era 
considerato  come  un  dotto  , e all'. Accademia  delle  Sciente  come  un  letterato.' 
La  verità  è che  La  Condamine,  dotato  di  uno  spirito  vivo  e penetrante,  e so- 
prattutto inspirato  da  un  irresistibile  sentimento  di  curiosità,  era  natural- 
mente disposto  ad  occuparsi  di  tutto  ciò  che  può  eccitare  1’  emulatione  del  sa- 
pere e 1'  ardire  dell*  intelligema.  Da  giovine  si  fece  militare,  come  in  seguito  si 
fece  dotto,  per  sola  curiosità.  Poco  mancò  che  all'assedio  di  Rosea  non  si  facesse 
uccidere  per  l’ imprudenza  cagionata  da  questa  sua  passione  dominante.  Era  sa- 
lito sopra  un’  altura  per  esaminare  la  fortezza  più  da  vicino,  e stava  osservando 
con  un  canocchiale  il  servizio  di  una  batteria  di  cui  le  palle  gli  cadevano  d’in- 
torno senza  ebe  se  ne  accorgesse.  Convenne  ordinargli  di  scendere  ed  avvertirlo 
che  il  mantello  di  scarlatto  cui  portava  1'  aveva  reso  il  punto  di  mira  degli  asse- 
diati. Fattasi  la  pace.  La  Condamine  non  potendo  sperare  nella  carriera  militare  che 
un  lento  avanzamento  ed  una  vita  monotona,  entrò  neU'Accadcmia  delle  Scienze 
in  qualità  di  chimico  aggiunto. 

Incapace  di  una  occupazione  seria  e prolungala,  la  sua  curiosità,  che  a tutto  si 
estendeva  e tutto  risvegliava,  gli  teueva  luogo  di  un  più  nobile  ardore  per  lo  stu- 
dio. Così,  sebbene  potesse  dirsi  eh’ ei  non  avesse  cognizioni  profonde  nelle  scien- 
ze, era  pur  vero  che  tutte  erangli  pressoché  famigliari  : s' ei  non  coutribul 
direttamente  al  loro  avanzamento,  servì  a renderle  più  diffuse.  Poco  dopo  il 
suo  ricevimento  nell'Accademia,  s'imbarcò  sulla  squadra  di  Duguaj-Trouin  e per- 
corse, nel  Mediterraneo,  le  coste  dell’Asia  e dell’Affrica.  Al  suo  ritorno  in  Francia, 
trovò  I’  Accademia  occupata  di  un  progetto  di  viaggio  all’  equatore  per  determi- 
nare la  grandezza  e la  figura  della  terra.  Egli  propose  tosto  di  unirsi  alla  spedizione, 
ed  è noto  che  fu  in  gran  parte  per  la  sua  influenza  presto  Maurepat,  ebe  qué- 
sto ministro  approvò  tale  viaggio  scientifico  e somministrò  i mezzi  per  eseguirlo. 
Partì  con  Bouguer  e Godin,  altri  due  membri  dell’Accademia.  Le  pene,  le  fati- 
che e le  calamità  che  ebbero  a sopportare  non  saprebbero  concepirsi.  Si  sa  che 
tale  spedizione  durò  dieci  anni , e dobbiamo  dire  che  se  La  Condamine  era  in- 
feriore ai  snoi  colleghi  nel  rapporto  della  scienza,  gli  ajutò  potentemente  con  altri 
mezzi  secondar),  senza  i quali  la  loro  operazione  non  avrebbe  potuto  aver  luogo. 
La  Condamine,  abituato  alia  gran  società  e a tutti  i godimenti  del  mondo,  non 
solo  sopportò  con  un  coraggio  e con  una  rassegnazione  degna  di  elogi  i pericoli 
e le  fatiche  di  quell’  utile  impresa,  ma  seppe  ancora  cattivarsi  l’animo  degli 
abitanti,  farsi  ascoltare  dalle  autorità,  sormontare  gli  ostacoli  ognora  rinascenti, 
cui  un  popolo  ignorante  e superstizioso  oppone  sen\pre  agli  stranieri  , farsi  ri- 
spettare ed  imporre  ai  malevoli , a fona  di  coraggio  e di  perseteranza.  Tante 
cure,  laute  pratiche,  tante  inquietudini  avrebbero  stancalo  l’attività  di  qualun- 
que altro;  ma  egli,  quando  poteva  sottrarvisi , andava  tosto  ad  assistere  nei  la- 
vori astronomici  i suoi  colleglli,  ai  quali  colla  sua  inesauribile  ilarità  fece  spesso 
dimenticare  i dispiaceri  di  nn  lungo  esilio,  e le  privazioni  che  dovettero  soffri- 
re in  un  paese  in  cui  anche  oggigiorno  la  civiltà  ha  fatto  sì  poco  progresso. 

Al  suo  ritorno  in  Europa , La  Condamine  pubblicò  la  relazione  del  suo  viag- 
gio, che  dal  pubblico  venne  accolta  con  straordinario  favore.  Bouguer,  creden- 
dosi privato  di  una  gloria  sì  laboriosamente  acquistata , attaccò  con  calore  e con 
asprezza  il  tuo  compagno,  che  rispose  scherzando;  e il  pubblico,  incapace  di 
giudicare  delia  sostanza  della  questione,  diede  ragione  a chi  lo  divertiva.  Appena 
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fu  sbarazzalo  da  tal  disputa,  La  Coniiamiae  si  applicò  ad  un  progetto  che  lun- 
go tempo  I’  aveva  tenuto  occupato , cioè  l’ istituzione  di  una  misura  universale  : 
a tale  oggetto  proponeva  di  scegliere  per  unità  la  lunghezza  del  pendolo  che  bat- 
teva i secondi  sotto  I'  equatore.  Scrisse  con  successo  in  favore  della  pratica  allora 
nascente  deU'innoculazione  del  vajuolo,  ed  ebbe  il  piacere  di  vedere  che  egli  aveva 
contribuito  efficacemente  a propagarla.  Viaggiò  in  seguilo  in  Italia  e in  Inghil- 
terra. Sembrava  che  la  sua  curiosità  ridotta  ai  solo  senso  della  vista,  mentre  nel 
suo  viaggio  al  Perii  era  divenuto  sordo,  non  fosse  divenuta  che  più  attiva.  La 
sua  morte  fu  cagionata  appunto  da  un’  imprudenza  commessa  per  questa  sua 
passione.  Poco  tempo  dopo  il  suo  ritorno  dall’  Inghilterra , era  stato  assalito  da 
una  paralisia  quasi  totale  e da  diverse  altre  gravi  infermità.  Siccome  non  poteva 
più  andare  all'  Accademia,  ai  faceva  portare  i registri  delle  tornate  c ragguagliare 
delle  memorie  di  maggiore  importanza.  Apprese  in  tal  modo  che  un  giovine  chi- 
rurgo aveva  allora  proposta  un’  operazione  molto  ardita  e nuova  per  una  delle 
malattie  da  cui  era  attaccato.  Lo  fa  tosto  chiamare  e gli  propone  di  ripetere  so- 
pra di  lui  la  sua  esperienza,  nòia  se  ho  la  disgrazia  di  non  riuscirvi?  — Che  im- 
* porta?  disse;  non  ne  risulterà  nessuno  inconveniente  per  voi.  Io  sono  vecchio 
„ ed  ammalato:  si  dirà  che  la  natura  vi  ha  mal  secondato.  Al  contrario,  se  mi 
n guarirete,  io  stesso  renderò  esatto  conto  del  vostro  modo  di  operare  all’  Ae- 
vi endemia , e ciò  vi  frutterà  un  grandissimo  onore  n.  Il  giovine  acconsente,  e dà 
principio  all’operazione:  ma  il  curioso  ammalato  non  contentavasi  di  soffrire, 
voleva  vedere  ancora  come  si  eseguiva  l’operazione,  n Andate  dunque  pian  piano, 
- vi  prego,  lasciatemi  vedere.  . . Ma,  se  non  osservo  il  vostro  modo  di  operare, 
„ non  potrò  mai  renderne  conto  ali’  Accademia  n.  La  Condaraine  non  potè  resi- 
stere alle  conseguenze  di  questa  opeiazione,  e mori  ai  4 Febbrajo  ijj4,  conser- 
vando fino  all'  ultimo  momento  la  sua  ilarità  , il  suo  coraggio  e la  sua  filosofia. 
Le  sue  opere  scientifiche  di  maggior  rilievo  sono:  I The  dislance  of  thè  tropici s, 
ij38,  in-8;  Il  Estrato  de  observaciones  en  al  viage  del  Rio  de  Amazonas , 1 745, 
iu  ta;  III  Relation  abrdgee  d'  un  voyage  fait  dans  T interinar  de  l' Amtrique 
meridionale,  Parigi,  1745,  in-8  : tradotto  in  inglese  e in  olandese;  IV  La  figure 
de  la  terre , determinile  par  les  observations  de  MSI.  La  Condamine  et  Bou- 
gucr,  Parigi,  1749»  ’n_i  ì V Mesure  des  trois  premiers  degres  du  mdridien  dans 
rhdmisphbre  o astrai,  Parigi,  1751,  in*4  ; VI  Journal  du  voyage  fait  par  ordre 
du  Roi  à T èquateur , Parigi , 1751  , in-.}  ; questo  giornale  fa  parte  ancora  delle 
Memorie  dell’Accademia  delle  Scienze.  Nel  1753,  La  Condamine  vi  uni  un  Snp- 
plìmento , nel  quale  tcovasi  la  sua  risposta  a Bouguer.  Si  hanno  inoltre  di  La  Con- 
damine parecchie  lettere  e memorie  sopra  varj  soggetti  scientifici  nelle  Memorie 
dell’Accademia  delle  Scienze  e nel  Mercurio  di  Francia. 

CONDIZIONE  ( Equazione  di).  Le  equazioni  di  condizione  sono  nn  metodo  che 
viene  adoperato  in  fisica  e specialmente  in  astronomia  per  correggere  gli  errori 
che  si  commettono  nella  determinazione,  per  mezzo  dell’osservazione,  delle  co- 
stanti che  entrano  in  un’equazione  che  appartiene  ad  un  fenomeno  fìsico. 

Questo  metodo  riposa  sopra  il  seguente  principio  generale  che  si  usa  in  Astro- 
nomia. Allorché  più  cause  di  variazioni  piccolissime  influiscono  sopra  un  ri- 
sultomento , basta  di  calcolare  i loro  effetti  isolatamente , e la  somma  di 
questi  effetti  parziali  comporrà  V effetto  totale. 

Premesso  ciò,  supponiamo  che  F (x,y  ....  a,  b . . . . ) — o sia  1’  equazione  de- 
dotta dalla  legge  che  regola  un  fenomeno  fisico,  nella  quale  le  costanti  a,  A,  e.  .. 
sono  incognite,  e *,  y,  z . . . . sono  grandezze  variabili  secondo  le  circostanze 
del  fenomeno.  Per  determinare  a,  b , c ....  si  ricorra  all'  esperienza  calcolando 
de1  valori  simultanei  di  x,y,  z e sostituendoli  nell’ equazione  F'=o;  ri- 
petendo quindi  l'esperienza  si  osservano  aliti  valori  per  x,  yt  dai  quali 
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ricavasi  altre  eluizioni  Hi  condizione  fra  le  costanti  incognite  a,  4,  c . . . ec. 
col  mezzo  dell'  eliminazione  si  arriva  inseguito  a conoscere  queste  costanti. 

Ma  i valori  clic  si  ricavano  dall'  osservazione  h -n  essendo  mai  esatti , i mimen 
o',  b ' c*  . . , ,,  che  si  ottengono  con  questo'  mM*»do  per  a,  A,  c . . . . , debbono 
riguardarsi  come  'approssimati  solamente:  ri  dere  perciò  porre  nell' equazione 
K = o.  a = </-*- A,  AssA'-fr-B,  c=c'-t-C  . ..,  e determinare  gli  errori  A,  B , C 
dai  quali  le  costanti  a , A,  c . . . . sono  affette;  siccome  però  A,  B , C,  . . . sono  1 
piccolissime  quantità,  siamo  j>erciò  iu  diritto  di  trascurare  le  potenze  superiori 
alla  prima:  così  IV quazione  F=jo  non  contiene  le  incognite  A,  B,  C*  . che 
a)  primo  grado. 

Si  supplisce  allora  all’ im pei  lezione  delle  misuie  di  a?,  r,  * . . . . r I numero 
delle  osservazioni.  Ripetendo  le  osservazioni  si  formano  tante  equazioni  di  condi- 
zione, nelle  quali  x % y%  sono  cognite;  quindi  si  combinano  successivamente 

10  maniera  da  ricavarne  altre  che  siano  le  piò  favorevoli,  che  sia  possibile,  alla 
determinazione  di  ciascuna  rodante,  vale  a dire,  che  si  aggiungono  insieme,  o 
rbe  si  sottraggono  de  une  dalle  altre,  io  modo  da  dedurne  altre  equazioni,  orile  < 
quali  il  coefficente  numerico  dall'errore  dovuto  a questa  costante  sii  il  piu  grande 
possibile,  nel  mentre  che  quelli  dell' altre  costanti  sono  i meno  considerabili. 

Si  sente  infatti,  che  l'errore  cercalo  essendo  eguale  alla  somma  degli  altri  termini 
dell'equazione,  divisi  pel  coefficiente  numerico  che  lo  moltiplica,  più  questo  deno- 
minatore sarà  grande  rapporto  agli  altri  termini,  più  gli  errori  di  questo  sarano 
di  poca  importanza.  Fatta  questa  osservazione  il  processo  analitico,  clic  bi-ogna 
impiegare  per  ottenere  direttamente  l’equazione  più  favorevole  a ciascuna  co- 
stante « si  presenta  da  se  medesimo.  Si  dispongono  tutte  le  equazioni  in  guisa  che 

11  coefficiente  delPeiTore  dovuto  a questa  costante  sia  positivo  in  tuite.  Questo  è 
sempre  possibile  cangiando  con  venientemente  i segni  di  tutti  i termini  che  lo  com- 
pongono; quindi  si  fa  la  somma  di  tutte  le  equazioni  cosi  preparale.  In  questa 
somma  l'errore  della  costante  che  si  è favorito  ha  il  massimo  coefficiente  possibile, 
poiché  esso  è moltiplicato  dalla  somma  di  tutti  i coefficienti  particolari  che  lo  af- 
fettano, invece  che  i coefficienti  degli  alici  errori  si  sono  io  parte  aggiunti,  c in 
parte  sottratti,  secondo  la  disposizione  casuale  de' loro  segni.  Quando  abbiamo 
formato  tante  di  queste  equazioni  speciali  quanti  errori  abbiamo  da  determinare, 
si  determina  ciascuno  di  questi  col  processo  ordinario  dell'  eliminazione,  È facile 
di  vedere,  che  in  questa  operazione,  ciascuna  delle  incognite  conserva  nella  sua 
equazione  il  vantaggio  che  il  suo  gran  coefficiente  gli  dà.  Mentre  se  prendiamo 
il  valore  di  una  di  queste  incognite,  di  A,  per  esempio,  nell’  equazione  ov'  e<sa 
è favorita,  i coefficienti  numerici  di  questo  valore  saranno  tulle  frazioni  minori 
dell' unità.  Per  conseguenza,  se  si  sostituiscono  in  tutte  le  altre  equazioni  , essi 
indeboliranno  il  coefficiente  che  A aveva  io  ciascuna  di  loro:  e cosi  i termini  che 
risulteranno  non  potranno  distruggere  la  superiorità,  che  aveva  in  ciascuna  equa* 
zinne  il  coefficiente  di  una  dell'  altre  incognite. 

Si  deve  arrivare  con  questo  processo  a conoscere  con  la  piu  grande  esattezza 
le  correzioni  simultanee  delle  costanti.  Queste  correzioni  essendo  conosciute,,  si 
applicano  alle  costanti  precedentemente  adottale,  e si  hanno  cosi  i loro  valori 
definitivi. 

Siccome  questo  metodo  è importantissimo  in  astoonomia,  applichiamolo  ad  un 
esempio,  onde  rendere  più  chiara  la  teoria. 

Supponiamo  che  si  abbiano  un  gran  numero  di  osservazioni  del  sole  che  possiamo  * 
riguardare  come  esattissime.  Se  ne  deduranno  le  longitudini  del  sole,  c paragonan- 
dole a quelle  che  danno  le  tavole,  le  differenze  saranno  gli  errori  di  queste  tavole. 
Errori  che  rappresenterò  con  C , C' , C". 

Dii.  di  Mnt.  frof.  ///.  a 
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Siccome  le  perturbazioni  possono  supporsi  mattamente  conosciute  dalla  teoria, 
e rbe  abbiamo  dovuto  tenerne  conto  nei  calcoli,  gli  errori  restanti  debbono  ri- 
sultare da  tutti  quelli  che  abbiamo  potuto  fare  sopra  gli  elementi  ellittici  ; è 
necessario  quindi  di  separarvi  ciò  che  appartiene  a ciascuno  di  essi. 

Consideriamo  prima  di  tutto  il  luogo  del  perigeo.  Si  calcolerà  l'effetto  che  un 
minuto  di  cangiamento  nella  tua  posizione  produrrebbe  sopra  la  longitudine.  Per 
far  ciò  bisogna  avere  delle  tavole  del  sole.  Prendiamo  quelle  di  Delambre,  che 
sono  calcolate  in  misure  sessagesimali. 

in  queste  tavole  si  è dato  al  perigeo  una  data  posizione,  secondo  la  quale  si 
sono  calcolate  le  anomalie,  sottraendo  la  longitudine  del  perigeo  dalla  longitudine 
del  sole.  Per  conseguenza  un  minuto  di  cangiamento  sopra  il  luogo  del  perigeo, 
cangia  di  un  minuto  l’anomalia  corrispondente  a ciascuna  longitudine.  Supponiamo 
dunque  che  la  longitudine  che  ha  dato  1’  errore  C risponda,  per  esempio,  a 198° 
sessagesimali  d’anomalia,  contata  dal  perigeo.  Questo  sarà  sei  segni  e dieiotto  gradi , 
o 6’,  i8°,  secondo  la  maniera  di  contare  degli  astronomi;  ciascun  segno  essendo 
valutato  3o°  sessagesimali.  Si  troverà  nella  tavola  dell’equazione  del  centro  che  a 
questo  punto  dell’orbita,  10  minuti  di  aumentazione  sopra  l'anomalia  , produ- 
cono sin  accrescimento  di  18",  8 sopra  1*  equazione  dal  centro,  donde  ne  segue 
che  ou  minuto  produce  1",  88;  e siccome  a questo  punto,  l'equazione  del  cen- 
tro S'Tt'  (Tat>.  LXXX , Jìg.  3)  è sotlrattiva,  la  longitudine  ETS'  sì  trova  di- 
minuita della  medesima  quantità.  Ora  aumentare  I’  anomalia  o I'  angolo  ottuso 
ETV  dì  un  minuto,  è lo  stesso  che  di  mandare  indietro  il  perigeo  di  altrettanto, 
poiché  la  longitudine  ETS'  deve  restare  la  medesima.  Per  conseguenza  la  dimi- 
nuzione di  un  minuto  aopra  la  longitudine  del  perigeo,  produce  a questo  grado 
d’anomalia  1",  88  di  diminuzione  sopra  la  longitudine  vera  del  sole. 

Si  calcolerà  egualmente  1*  effetto  di  un  cangiamento  arbitrario  nel  valore  della 
più  grande  equazione  del  centro.  Per  facilitare  questa  ricerca,  conviene  di  sce- 
gliere la  diminuzione  secolare  17",  18  (o®,  oo53)  l’ influenza  della  quale  si  trova 
tutta  calcolala  nella  medesima  tavola  per  ciascun  grado  d’  anomalia.  Si  supporrà 
dunque  che  la  più  grande  equazione  sia  aumenta  di  17",  18. 

Re  risulterà  a 198®  d’anomalia,  un'aumentazione  di  5",  io  sopra  l'equazione 
del  centro  ciò  che  darà  5",  10  di  diminuzione  sopra  la  longitudine. 

Finalmente  potrà  ancora  esservi  qualche  errore  sopra  la  longitudine  media  del 
sole  indicata  dalle  tavole  per  un  istante  dato,  per  esempio  pel  primo  gennaio  a 
mezza  notte.  Questa  longitudine  media,  che  gli  astronomi  chiamano  l’ epoca,  è an- 
cora nno  degli  elementi  che  s’ impiegano  per  i calcoli  delle  osservazioni  relative 
ad  un  altro  istante  dato  ; poiché  si  parte  da  ciò  per  calcolare  quale  sarà , per 
questo  nuovo  istante,  la  longitudine  media  del  sole,  e a questo  effetto,  ti  ag- 
giunge all'epoca  il  medio  moto  del  sole,  dal  primo  gennaio  a mezza  notte,  fino 
all’  istante  dell’  operazione  che  si  calcola.  Non  può  esservi  errore  io  questa  ri- 
duzione, perché  il  medio  moto  é perfettamente  conosciuto;  ed  é perciò  sopra  la 
longitudine  media  che  serve  d'origine,  vale  a dire,  sopra  V epoca  , che  il  so- 
spetto di  errore  deve  portarsi  ; supponiamo  che  essa  abbia  bisogno  di  essere  au- 
mentata di  un  numero  s di  secondi , dimodoché  il  suo  errore  , espresso  in  secondi, 
sià 

Indichiamo  ancora  per  -t-x  1‘  aumentazione  che  bisogna  fare  alla  longitudine 
del  perigeo,  e per  -hjr  quella  che  bisogna  fare  alla  più  grande  equazione  del  cen- 
tro ; queste  correzioni  essendo  ancora  espresse  in  secondi  come  la  prima  ; e cal- 
coliamo I'  effetto  che  va  a multare  sopra  le  longitudini  dedotte  dalle  tavole. 

Poiché  un  accrescimento  di  un  minuto  sopra  la  longitudine  del  perigeo  nc  pro- 


duce uno  di  i",88  sopra  la  longitudine,  x secondi  daranno 


x . i"88 
60 


o xX°i  3 1 33 
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l»ichè  questi  cangiamenti  «Minio  piccolissimi  , possono  senza  errore  sensibile, 
supporsi  proponionali  fra  loro. 

Egualmente,  1' aumentazione  ,y  Jella  più  granile  equazione  darà,  nell’espres- 
sione della  longitudine , la  correzione , 

-r  ■ 5",«o 

"./V  8 ' ° -J'  0-a969 

E siccome  le  tavole,  se  fossero  perfettamente  corrette,  dovrebbero  soddisfare 
alle  osservazioni , avremo 

Longitudine  osservata  = longitudine  calcolata +x . o,3i33— y- . 0,2969-t-s. 

Ora,  abbiamo  trovalo 

Longitudine  osservata — longitudine  calcolata  = C. 

Si  avrà  perciò  1'  equazione 

C =:  *•*•*  . o,3 1 33  —y  . 0,8969 , 

che  sari  un’ epilazione  di  condizione , fra  le  tre  correzioni  x,  y,  z. 

Se  C fosse  conosciuto  con  un  rigore  geometrico,  tre  equazioni  simili  baste- 
rebbero per  determinare  queste  tre  incognite.  Ma  gli  errori  inevitabili  delle  osMr- 
vazioni  esigono  che  se  ne  impieghi  un  maggior  numero.  Si  combinano  queste  come 
1*  abbiamo  insegnato  di  sopra , in  modo  da  ricavarne  tre  equazioni  ove  i coeffi- 
cienti di  x,  y , e z siano  successivamente  tanto  grandi,  quanto  4 possibile  com- 
parativamente a quelli  dell’  altre  incognite.  Queste  tre  equazioni  risultanti  dan- 
no le  tre  incognite  cou  nn’ esattezza  tanto  più  grande,  quanto  più  grande  è il 
numero  delle  osservazioni  impiegate.  Si  riportano  i loro  valori  al  mezzo  dell'in- 
terrallo  che  le  osservazioni  comprendono,  il  che  suppone  che  esse  non  siano 
troppo  lontane  le  une  dall’ altre,  e che  il  moto  medio  sia  abbastanza  esattamente 
conosciuto.  Mentre  questa  conoscenza  è indispensabile  per  trasportare  le  longitu- 
dini medie,  dall’istante  che  serve  d’epoca  alle  tavole,  fino  a quello  delle  diffe- 
renti osservazioni.  Nello  stato  attuale  dell'  astronomia  , queste  supposizioni  sono 
più  che  permesse;  ma  se  si  trattasse  di  un  nuovo  pianeta  ove  si  temerebbe  ad 
ammetterle  , s’introdurrebbe,  invece  di  z,  una  quantità  variabile. 

J-+-  nt 

1 % ’ • , • 

n essendo  la  correzione  del  moto  annuale,  e 1 il  numero  d’  anni  passati  da 
un'epoca  fissa,  ma  arbitraria  che  si  prenderebbe  per  origine. 

Determinando  i valori  di  x,  y , z per  due  epoche  lontane , per  eMmpio,  verso 
il  1756,  con  le  osservazioni  di  firadley,  e verso  il  1800  con  quelle  di  Maskeline, 
si  vedrà  se  i medii  movimenti  del  sole,  il  dislocamento  dell'  apogeo  e le  varia- 
zioni della  più  grande  equazione,  supposte  nelle  tavole,  si  accordano  coll'  espe- 
rienza. , ... 

Combinando  le  equazioni  di  condizione,  come  abbiamo  detto,  si  presenta  al- 
cune volle  un  caso  in  cui  si  potrebbe  esMre  imbarazzali.  Egli  è quello  ove  due 
delle  incognite  avessero  in  tutte  le  equazioni  de'  coefficienti  con  segui  eguali 
proporzionali  fra  loro.  Allora  infatti  non  si  potrebbe  favorire  una  di  queste  in 
cognite  senza  favorire  ancora  l'altra.  In  questo  caso,  non  vi  è che  da  conside- 
rare la  riunione  di  questi  due  termini  come  una  sola  incognita,  che  procure- 
remo di  eliminare;  poi  qnando  le  altre  incognite  saranno  determinate,  mettere- 
mo 1 loro  valori  nelle  prime  equazioni  di  condizione,  allora  tutto  sarà  conoscili 
to  in  queste,  eccettualo  la  somma  dei  due  termini  che  abbiamo  riuniti  in  un  solo. 
Ciò  fatto  divideremo  la  somma  delle  equazioni  di  condizione  in  due  gruppi,  ap. 
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* pre»s«»  a poco  egu  d. nenie , avremo  cosi  «lue  eluizioni  per  determinare  ciascun 
termine  iu  particolare. 

Il  metodo  che  abbiamo  spiegato  fu  immaginalo  dal  celebre  astronomo  Tobia 
M'jer,  che  fu  il  primo  ad  usarlo  per  la  formazione  delle  sue  tutolo  della  luna. 
Esso  è stato  quindi  impiagato  in  tulle  le  determinazioni  astronomiche  col  quale 
abbiamo  ottenuto  una  grande  esattezza,  e bisogna  rouTenire  che  esso  solo  può 
dar  loro  1'  ultima  perfezione.  Questo  metodo  servii  ebbe  egualmente  alle  ricerche 
della  fìsica  c della  chimica;  in  generale  esso  può  servire  tutte  le  volle  che  trat- 
tasi di  rappresentare  un  gran  numero  di  osservazioni  per  mezzo  di  formule  ana- 
litiche di  cui  la  forma  è data. 

Le  equazioni  di  condizione  possono  ancora  combinarsi  per  mezzo  di  un'altro 
principio  che  per  la  prima  volta  fu  usato  dal  Legendre,  e che  egli  ha  chiamalo 
il  principio  dei  minimi  quadrati.  ( Vedi  Miniasi  Quadrati  ). 

CONDORCET  ( MAaiA-GiovAaifi-AnToino-NiccoLÒ  Caritat,  Marchese  di)  mem- 
bro celebre  dell'  Accademia  delle  Scienze  e dell' Accademia  francese,  nacque  nel 
1743  a Ribemonl  presso  Saint-Quenlin  , in  Piccardia.  Fece  i suoi  sludj  uel  col- 
legio di  Navarra , ove  era  stato  collocato  dal  vescovo  di  Lizieux , suo  zio.  I 
suoi  genitori  credettero  di  riconoscere  in  lui  un'atlitodine  particolare  per  le  roa- 
lemaliche  e direnerò  io  conseguenza  i suoi  studj  verso  questa  scienza,  intorno 
•Ila  quale  sostenne,  <in  età  di  sedici  anni  , una  tesi  che  riscosse  gli  applausi  di 
d* Alembert  , di  CUiraut,  e di  Konlaine,  in  presenza  dei  quali  fu  sostenuta.  Un 
tal  successo  decise  delta  sua  sorte,  e fin  d' allora  prese  la  risoluzione  di  darsi 
allo  sludio  di  una  scienza  , nella  quale  l'approvazione  di  dotti  cosi  distinti  do- 
veva veramente  sembrargli  di  un  favorevole  augurio.  Ma  sventuratamente  Con- 
dorret  non  si  limitò  ad  effettuare  questa  risoluzione  ; invidiò  una  gloria  forse 
più  brillatile  ma  meno  durevole,  e si  getlò  con  ardore  in  una  carriera  nella 
quale  dovè  soccombere,  vittima  dei  falsi  principj  che  egli  slesso  aveva  poten- 
temente contribuito  r far  trionfare. 

Uscendo  dal  collegio  , Condorcet  venne  a fermare  stanza  a Parigi,  ove  la  pro- 
tezione del  duca  di  La  Rochefoucanlt  gli  procacciò  i mezzi  di  prodursi  ouorc- 
volmente  nella  società.  Strinse  allora  amicizia  coi  più  celebri  geometri  di  quel 
tempo  e particolarmente  con  Fontaine,  di  cui  si  propose  di  estendere  le  idee  nel 
su»  Saggio  sui  calcolo  integrale , cui  pubblicò  nel  17G5.  Questa  memoria,  pre- 
sentata all'  Accademia  delle  Scienze  Odo  dall'anno  precedente,  fu  giudicata  de- 
gna di  entrare  nella  raccolta  dei  lavori  de' dotti  stranieri,  non  che  quella  che 
scrisse  nel  1767  sul  Problema  de'  tre  Qorpi : e questi  primi  saggi  gli  aprirono 
l'adito  a quella  dotta  Società,  nella  quale  fu  ricevuto  nel  1769.  Fu  allora  che 
Condorcet  ài  legò  più  talunamente  coi  membri  principali  della  setta  enciclope- 
dica, della  quale  divenne  iti  breve  uno  degli  adetti  più  appassionali.  Egli  era 
abbastanza  giovane  per'jiótef  raccogliere  1'  eredità  de' suoi  maestri,  che,  più  fe- 
lici di  lui  , non  videro  le  procelle  che  la  popolarità  «Iella  loro  sciagurata  filo, 
sofia  suscitò  in  Francia.  Condorcet  fu  infatti  1'  ultimo  scrittore  di  qualche  vaglia 
intellettuale,  che  1' empirismo  filosofico  del  XVIII  secolo  conservasse  nell’  Ac- 
cademia delle  Scienze.  Senza  dubbio  il  suo  spirito  non  vi  è morto  con  lui;  e*so 
vi  ha  ancora  numerosi  partigiani:  ma  la  loro  collera  impotente  male  vi  protegge, 
crnifrò  i progressi  tttieeoìi  della  ragione,  una  filosofìa  desoialriee,  la  cui  fune*!;» 
missione  $ fortunatamente  terminata.  Sulle  rovine  intorno  ad  essa  ammassale,  lo 
spirito  umano  getta -oggi  le  basi  di  un  monumento  più  durevole.  La  sua  impresa 
sarà  forse  lunga  c penósa  , erudii  che  apportano  a questo  gran  lavoro  la  porzione 
del  lóro  iMentò  e della  loro  generosa  convinzione  debbono  anticipatamente  conoscere 
le  difficoltà  dell’opera  alla  quale  si  sono  dedicarti'.  Infatti  , la  filoso’};»  del  XVIII 
secolo,  che,  pretendendo  di  esercitare  1' autorità  de*  noi  precetti  soltanto  contro 
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T ignoranza  e contro  i pregiudizi , ha  vilipeao.  le  credenze  più  rispettabili , con- 
fuso i principi  di  tutte  le  cote , e gettata  I’  umanità  in  un  falto  sentiero,  non  ha 
oggi  altro  refugio  che  nell'  ignoranza  e nei  pregiudizi- 

I lavori  scientifici  di  Condorcet  non  sono  di  primo  ordine  : ha  scritto  parec- 
chie memorie  su  varie  parli  di  analisi,  le  quali  dimostrano  un  ingegno  perspica- 
ce, ma  trascurò  sempre  di  dar  loro  applicazioni  utili,  contentandosi  di  presen- 
tar belle  formule,  senza  parlicolarizzarle  ; cosi  è stato  detto  non  senza  ragione 
da  uno  de' suol  contemporanei,  che  le  tue  vedute  hanno  potuto  esser  nuove  senza 
aver  prodotto  alcnna  scoperta;  poiché  egli  si  i limitato  quasi  interamente  a con- 
siderazioni generali,  che  hanno  avuto  anch’  esse  bisogno  di  essere  sviluppate.  Il 
soggetto  di  cui  si  è maggiormente  occupalo  è il  calcolo  differenziale  e inte- 
grale, nel  quale  ha  cercato  di  sostituire  varie  considerazioni  di  un  genere  affatto 
nuovo  all'ipotesi  degl' infinitamente  piccoli.  Nelle  memorie  dell’Accademia  di 
Parigi,  di  Berlino,  di  Pietroburgo,  di  Torino  e dell’Istituto  di  Bologna  si  leggono 
parecchi  suoi  scritti  sull’  applicazione  delle  serie  alla  risoluzione  di  ogni  specie  di 
equazioni  differenziali , sull’  integrazione  delle  equazioni  a differenze  e differen- 
ziali, culla  resistenza  dei  fluidi,  siri  metodi  di  approssimazione  v e sulle  condi- 
zioni d'  integrabilità.  Nel  1777  riportò  il  premio  dell'  Accademia  di  Berlino  sulla 
teoria  delle  comete.  >'■  Condorcet  si  i acquistata  una  maggior  celebrità  per  gli 
elogi  degli  accademici  che  egli  ha  composto  , e per  altri  lavori  di  letteratura  e 
di  economia  politica  di  cui  non  ci  è permesso  di  occuparci. 

È noto  che  Condorcet  si  avvelenò  nel  38  Marzo  1794'  per  sottrarsi  alla  scare 
rivoluzionaria.  I suoi  errori  furono  troppo  crudelmente  espiati  coi  suoi  infortuni 
per  potergli  ricusare  una  lacrima  di  pietà.  Dotato  di  uno  spirilo  vivace  e pene- 
trante , di  una  istruzione  profonda,  di  una  facilità  straordinaria  al  lavoro,  era 
chiamato  dalle  più  felici  disposizioni  ad  occupare  tra  i geometri  un  seggio  più 
distinto  di  quello  nel  quale  è collocato.  1 suoi  principali  scritti  scientifici  sono: 
I Essai  d'analyse , Parigi,  1768,  in  4 ! quota  raccolta  comprende  il  suo  Traiti 
da  calcai  integrai,  e la  sua  memoria  Sur  le  problimc  des  trois  corpS,  scritti  che 
erano  stati  già  pubblicati  separa lamente;  Il  Essai  sur  1'  application  de  l'ano- 
lyst  ause  probabilités  des  décisions  rendues  à la  pluralità  des  voix , Parigi, 
1785,  in-4  ; questo  scritto  è stato  rifuso  interamente  e pubblicato  di  nnovo  col 
seguente  titolo:  Élémens  du  calcul  des  probabilités  et  son  application  aux  jeax 
de  basarli , à la  loterie  et  aa  jugernent  des  hommes , uose  un  discours  sur  les 
avantages  des  mathématiques  soci  al  es,  et  ime  notice  sur  M.  de  Condorcet , 
Parigi,  1804,  in-8;  III  Moyen  d' apprendre  à compier  surement  et  avec  faciliti, 
Parigi,  anno  VII  (1799),  in-ta:  opera  nuova,  profonda,  e di  eccellente  logica. 
L'autore  vedendo  quanto  nna  nomenclatura  metodica  aveva  facilitalo  i progressi 
della  chimica  moderna,  volle  procurare  il  medesimo  vantaggio  all'aritmetica;  ma 
le  sue  innovazioni  non  furono  adottale,  e zi  continuò  ad  usare  le  parole  vingt , 
quatre-vingts  e quatre-vingt-dìx,  invece  di  duante,  octantc  e nonante , cui  vo- 
leva sostituirvi.  Si  trovano  di  lui  ancora  molli  articoli  nell’  Enciclopedia , nel 
Giornate  if  Istruzione  pubblica  , nel  Magazzino  enciclopedico  t in  altre  rac- 
colte. Si  rinverranno  altre  notizie  intorno  alla  sua  vita  ed  ai  suoi  scritti  nella 
Biografa  universale  e nella  Francia  letteraria  di  Quérard. 
CONFIGURAZIONE  ( Astron .).  Situazione  dei  pianeti  gli  uni  rapporto  agli  altri. 
Fedi  Aspetto. 

Questa  parola  si  applica  principalmente  ai  satelliti  di  Giove,  che  non  potreb- 
bero distinguersi  gli  uni  dagli  altri  senza  il  soccorso  di  una  figara  in  cui  fusscro 
indicale  le  loro  posizioni  respettive.  L'almanacco  intitolato:  La  Connuissancc  des 
temps  contiene  le  configurazioni  dei  satelliti  di  Giove  per  ogni  giorno  dell’anno. 

Una  volta  ti  faceva  uto  di  ono  strumento  chiamato  Giovilabio  (Si  veda  nel 
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Dizionario  quota  parola),  per  trovare  queste  configurazioni , ma  Dalambre  ha 
dato  nella  Connaissance  dee  temps  per  l'anno  1808  delle  tavole  che  somministrano 
il  metro  di  far  di  meno  di  questo  strumento. 

l.alao  Je  ha  immaginato  uno  strumento  simile  al  giovilabio,  per  trovare  le  con- 
figuraxioni  dei  satelliti  di  Saturno  : ti  trova  esso  descritto  ed  incito  nel  suo 
Trattato  di  dstronomia. 

CONGIUNTA.  Her.oL*  coboiohia  ( dritta.).  Operazione  il  di  cui  oggetto  è quello  di 
determinare  il  rapporto  di  due  numeri,  i di  cui  rapporti  con  altri  numeri  tono 
conosciuti. 

La  regola  congiunta  4 ancora  un’  applicazione  delle  proprietà  dei  rapporti  geo- 
metrici , e il  seguente  esempio  ci  farà  comprendere  il  suo  metodo  e la  tua  ese- 
cuzione. 

ESEMPIO 


Si  domanda  36  lese  inglesi  a quanti  metri  sono  equivalenti.  Si  sa  che  59  tese 
francesi  eguivalgono  a st5  metri,  e che  76  tese  francesi  tono  equivalenti  a 81 
lese  inglesi. 

Per  risolvere  questa  questione,  vediamo  che  basta  di  cercare  il  rapporto  della 
tesa  inglese  al  metro,  poiché  conosciuto  una  volta  questo  rapporto,  moltiplican- 
dolo per  36  avremo  il  valore  di  36  tese  espresse  in  metri. 

Ora , 76  tese  francesi  valgono  81  tese  inglesi  ; il  rapporto  della  tesa  francese 
alla  tesa  inglese  è perciò  eguale  a 76  : 81 , o,  ciò  che  è la  medesima  cosa. 


una  tesa  francese  vale  — tese  inglesi. 

76 

D'altra  parte , il  rapporto  della  tesa  inglese  al  metro  essendo  quello  di  59:115, 
ancora 


, ”5 

1 tesa  francese  vale  — — metri. 

59 

Ma  i valori  della  tesa  francese  dovendo  essere  equivalenti  fra  loro,  si  ha 


81  . , . . . n5 

tese  inglesi  sono  equivalenti  a — — metri. 
76  5g 


Dunque  il  rapporto  della  tesa  inglese  al  metro  è quello  dei  numeri  ^ ; 


ovvero,  ciò  che  significa  la  medesima  cosa,  una  tesa  inglese  vale 


76X1  '5 

5gX8i 


metri. 


Bisogna  dunque 


moltiplicare  36  per 


76Xm5 

5gX8i 


per  avere  il  valore  di  36  tese 


inglesi  in  metri. 

Per  il  consueto,  si  dispongono  i rapporti  come  segue,  x essendo  il  numero 
cercato. 


x metri  : 36  tese  inglesi  , 

81  lese  inglesi  : 76  tese  francesi, 

5g  tese  francesi  : s ■ 5 metri. 

Vale  a dire  che  ciascuno  antecedente  deve  essere  della  medesima  specie  del 
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conscguente  del  rapporto  precedente.  Ora  il  prodotto  degli  antecedenti  è eguale 
a quello  dei  conseguenti,  perché  questi  rapporti  danno  le  proporxioni 


i metro 

1 tesa  inglese  : 

1 x : 

36 

1 tesa  inglese 

1 tesa  francese  : 

: 81  ; 

76 

1 tesa  francese 

1 metro  : 

: 69  : 

1 1 5 

il  prodotto  delle  quali  dii 

i : i ::  xX8iX5g  : 3GX76Xm5. 

Si  ha  dunque 

xX»iX59  — MX7<»X«'5. 

Donde  si  conclude 

36X7GXm5 
X~  8iX5q 

ed  eseguendo  i calcoli  x = 66  metri,  con  piccola  diSerenia.  » 

La  regola  consiste  perciò  a disporre  i rapporti  in  modo  che  dopo  arerò 
scritto  subito  quello  che  sogliamo  trovare , ciascuno  antecedente  del  rapporto 
seguente  sia  della  medesima  specie  dell'ultimo  conseguente;  ciò  fatto,  si  forma 
il  prodotto  di  tutti  gli  antecedenti  e quello  di  tutti  i conseguenti,  quindi  si  di- 
vide l'ultimo  prodotto  pel  primo:  il  quoziente  della  divisione  è il  numero  do- 
mandato, o il  primo  antecedente  della  serie  dei  rapporti 

I negozianti  usano  frequentemente  la  regola  congiunta  nelle  operazioni  di  cam- 
bio; e quantunque  possano  presentarsi  una  moltitudine  di  casi  differenti,  un 
esempio  basterà  per  indicare  il  metodo  sempre  uniforme  di  questi  calcoli. 

ESEMPIO 

Un  negoziante  di  Colonia  vuole  rimettere  sooo  franchi  a Parigi,  e non  tro- 
vando u Colonia  della  Lettera  sopra  a Parigi  ad  un  conveniente  interesse,  vuole 
comprarla  a Francfort.  Il  cambio  di  Francfort  sopra  a Parigi  è a 76;  e la  Let- 
tera sopra  Francfort  perde  a Colonia  j per  cento.  Si  sa  di  più  che  il  rixdaler 
di  F'rancfort  è diviso  in  90  kreutters , e che  1 38  ireutzers  vagliono  11S  stavers 
di  Colonia,  che  fn  quest’ ultima  città,  60  sluvers  vagliono  un  rixdaler ; e che 
infine  80  franchi  sono  equivalenti  a 81  Lire  torneai.  Si  domanda  quanti  rixdalers 
il  negoziante  deve  rimettere  a F'rancfort  per  pagare  1000  franchi. 

Dopo  avere  osservato  che  il  cambio  di  Francfort  per  Parigi  è a 76,  ciò  signi- 
fica che  100  scudi  tornesi  o 3oo  lire  torneai  equivalgono  a 7C  rizdalers,  e che 
dopo  la  perdita  del  j per  cento  della  Lettera  di  Francfort  sopra  Colonia,  100 
rixdalers  di  Francfort  non  ne  vagliono  che  99  5 « Colonia;  quiudi  disporremo 
i nostri  rapporti  come  segue  per  la  regola  data  di  sopra. 


x rixdalers  di  Colonia 

= 

1000  franchi. 

80  franchi 

= 

81  lire  tornesi. 

3oo  lire  toniesi 

=3 

96  rixdalers  di  Francfort. 

100  rixdalers  di  FVancfort 

SS 

99,5  a Colemia. 

1 rixdaler  di  Francfort 

= 

90  kreutiers. 

■ 38  krentxers 

= 

i*5  stuvers. 

60  sturers 

; 

1 rixdaler  di  Colonia. 
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Eseguendo  te  moltiplicazioni  , e dividendo  il  prodotto  de^li  antecedenti  per 
quello  dei  conseguenti»  avremo 

1000X8»  X76X90^X9<>X  t'5Xi 

X BoX^ooXiooX  »X  i^Xtìo 

Donde  ,z  = 3ig  rixdalers  e 1 $ stovers:  tele  è dunque  la  somma  con  la  quale 
il  negoziante  avrà  a Francfort  1000  franchi  sopra  Parigi.  Questi  calcoli  che  sono 
quasi  sempre  di  all'eccessiva  lunghezza,  si  ridurrebbero  a semplici  addizioni,  se 
si  volesse  impiegare  i logaritmi,  ma  l'uso  del  commercio  è più  furie  della 
ragione. 

CONGIUNZIONE  (Astro*.).  Incontro  di  due  astri  odi  due  pianeti  in  uno^stesso 
punto  dell'  rccliltica. 

La  congiuntone  può  essere  o vera  o apparente.  È vera , quando  i due  astri 
hanno  una  stessa  latitudine  ed  una  stessa  longitudine  : è apparente,  quando,  aven- 
do la  stessa  longitudine,  le  loro  latitudini  sono  differenti.  Si  dividono  pure  le 
congiunzioni  in  eliocentriche  e in  geocentriche.  Le  prime  sono  quelle  che  si 
osserverebbero  se  fossimo  nel  sole*,  le  seconde  sono  le  congiunzioni  vedute  dalla 
terra. 

Le  conghinzioni  geocentriche  dei  pianeti  sono  inferiori  o superiori  ; le  prime 
avvengono  quando  i pianeti  sono  tra  la  terra  e il  sole,  le  seconde  quando  il  sede 
è tra  la  terra  e i pianeti.  È evidente  che  i soli  pianeti  Mercurio  e Venere,  es- 
sendo  più  vicini  al  sole  di  quello  che  lo  è la  terra , possono  avere  delle  congiun- 
zioni superiori  e dello  congiunzioni  inferiori ; mentre  che  gli  altri  pianeti  non 
hanno  che  congiunzioni  superiori. 

Le  grandi  congiunzioni  sono  quelle  in  cui  più  pianeti  sono  veduti  , se  non 
nel  medesimo  punto  dello  zodiaco,  almeno  molto  vicini  l'uno  all'altro.  Tale, 
per  esempio,  fu  quella  che  ebbe  luogo  uel  Febhrajo  i5aij:  Venere,  Marie , Gio- 
ve • Saturno  erano  vicinissimi  1'  uno  all'altro,  e Mercurio  non  era  distante  da 
questo  gruppo  che  di  16".  il  1,  Marzo  1725,  Mercurio,  Venere,  Marte,  e Giove 
erano  Unto  prossimi  che  potevano  sorgersi  insieme  collo  stesso  telescopio. 

La  congiunzione  è il  primo  aspello  (Si  veda  nel  Dizionario  questa  parola), 
come  1'  opposizione  è 1’  ultimo. 

Le  osservazioni  delle  congiunzioni  di  Mercurio  e di  Venere  col  sole  sono  im- 
portantissime per  l'astronomia.  Se  ne  è fatto  oso  vantaggiosamente  per  deter- 
minare con  esattezza  la  parallasse  del  sole  e per  conseguenza  la  sua  disianza 
dalla  terra.  Vedi  Passaggi  sul  Som. 

La  luna  si  trova  tutti  i mesi  in  congiunzione  col  Sole,  ed  a questa  congiuu* 
rione  si  dà  il  nome  di  novilunio  o luna  nuova.  Quando  la  congiunzione  è per- 
fetta, vale  a dire  quando  essa  ha  luogo  nei  nodi  dell’  eccliftica , o in  vicinanza 
di  questi  nodi,  vi  è fedisse  di  sole,  perchè  la  terra,  la  luna  e il  sole  si  trovano 
io  un«  stessa  linea  retta.  Per  la  stessa  ragione,  se,  nel  momento  dell'opposizio- 
ne, vale  a dire  nel  tempo  del  plenilunio  o della  luna  piena , essa  si  trova  ia 
vicinanza  dei  nodi,  vi  è et  disse  di  luna  ( Vedi  Ecclissr).  Le  congiunzioni  e le 
opposizioni  della  luna  prendono  il  nome  comune  di  Sizigie. 

I Chinesi  hanno  nei  loro  annali  un  racconto  di  una  congiunzione  di  cinque 
pianeti  avvenuta,  secondo  essi  , a5i  4 anni  avanti  l'era  cristiana.  Essi  danno  que- 
llo fatto  tome  una  prova  della  remota  antichità  del  loro  impero  e dcl'a  loro 
scienza  astronomica.  1 calcoli  di  Cassini  avevano  collocato  questa  congiunzione 
nel  numero  delle  favole:  ma  altri  calcoli  fatti  in  seguito  da  Muller,  Desv ignote*, 
Kirch,  cc.  sono  più  favorevoli  alla  pretensione  chinese*,  ne  risulta  che  circa 
z^5q  anni  prima  di  Gesù  Cristo,  la  Luna,  Giove,  Saturno,  Marte,  e Mercurio 
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ti  trovavano  1’  uno  in  vicinanza  dell’  altro  nella  costellazione  de’  Peaci.  Più  re- 
centemente si  è trovato  , facendo  uso  di  tavole  più  corrette,  che  questa  congiun- 
zione ha  dovuto  aver  luogo  effetti  va  mente  il  di  8 Febbrajo  i/jffi  avanti  G.  Cri- 
sto. É dunque  certo  che  il  fatto  riferito  dai  Chinesi  é realmente  accaduto  presso 
a poco  nell'epoca  in  cui  viene  da  essi  fissato.  Ma  non  è egli  molto  più  probabile  il 
credere  che  l’ inserzione  che  essi  ne  hanno  fatto  nei  loro  annali  dipenda  piuttosto 
da  un  calcolo  che  da  un'osservazione?  E nota  l’importanza  che  questo  pn|iolo 
annette  alla  sua  pretesa  antichità , e se  la  congiunzione  fosse  stata  veramente  os- 
servata non  potrebbe  trovarsi  una  differenza  di  53  anni  tra  I’  epoca  ebe  essi  as- 
segnano e l’ epoca  reale. 

CONGRUENZA  ( Alg . ).  Nome  dato  da  Gauss  alla  relazione  di  due  numeri  ine- 
guali, la  di  cui  differenza  è multipla  di  un  numero  intero.  I numeri  paragonati 
si  chiamano  congrui , e il  numero  intero  che  divide  esattamente  la  loro  diffe- 
renza si  chiama  il  modulo. 

Cosi,  il  e ai  sono  congrui , rapporto  al  modulo  5,  perchè  la  differenza 
ai — li,  o io,  è un  multiplo  di  5.  Essi  sono  al  contrario  incongrui  rapporto  ad 
un  altro  modulo  7. 

Ciascuno  dai  numeri  paragonati  prende  il  nome  di  residuo  rapporto  all'  altro, 
allorché  questi  numeri  sono  congrui,  e di  non~residao  nel  caso  contrario:  per 
esempio,  n è residuo  di  ai  rapporto  ai  modulo  5;  ed  esso  è non-residuo  rap- 
porto al  modulo  7. 

Il  seguo  della  congruenza  si  compoue  di  tre  lineette  orizzontali  = ; così 

A=B 

significa  che  A è congruente  con  B,  o che  la  differenza  di  questi  numeri  A — B, 
c multipla  di  un  modulo  sottinteso  che  indicheremo  con  M.  Se  dunque  questa 
differenza  è »M,  n essendo  un  numero  intero  qualunque,  la  congruenza  prece- 
dente equivale  all*  eguaglianza 

A-B=nM; 

aggiungendo  però  la  condizione  espressa  che  i quattro  numeri  A , B , n , M sono 
numeri  interi , condizione  che  il  segno  ^ contiene. 

I numeri  paragonati,  sempre  interi,  possono  essere  positivi  o negativi;  ma  il 
modulo  deve  prendersi  in  una  maniera  assoluta  , vale  a dire  senza  segno. 

Allorquando  è necessario,  si  scrìve  fra  due  parentesi  il  modulo  accanto  alla 
Congruenza,  io  questa  maniera 

A ~ B {mod.  M). 

Esponiamo  attualmente  i principii  fondamentali  delle  congruenze;  priucipii  so- 
pra i quali  riposa  tutta  la  Teoria  dei  numeri.  Pedi  questa  parola. 

1.  Due  numeri  differenti  e congruenti  nel  medesimo  tempo  ad  un  terzo  nu- 
mero, sono  congrui  fra  loro,  il  modulo  essendo  sempre  il  medesimo. 

Infatti  le  due  congruenze 

*EC,  B = C 

sono  la  medesima  cosa  che  le  eguaglianze 

A-CcanM,  B — CaffiU, 

n ed  m essendo  numeri  interi;  ma  sottraendo  la  seconda  dalla  prima,  ab- 
biamo r 

A — B = ( n — ;«)M 

Dii.  di  Mat.  Voi  III.  3 
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A = B, 

poiché  n—m  è necessariamente  do  mimerò  intero. 

a.  I!  modulo  «opponendosi  il  medeiimo,  «e  li  hanno  più  congruenze 
A = B,  C = D,  F , ec. 

la  loro  tonni  tara  egualmente  una  congruenza;  tale  a dire  che  atremo 
A-+-Cf  E-t-  ec.  — B-t-D  rF  + ec. 
teriU  che  li  dimostra  facilmente. 

Si  atri  egualmente 

A-C  = B-D 

A— C— E — ec.  = B— D— F — ec. 

3.  Allorché  ti  moltiplicano  i due  termini  di  una  congruenza  per  un  medeiimo 
numero  intero,  i prodotti  «ooo  ancora  congrui.  Coti,/)  estendo  un  numero  in- 
tero qualunque,  la  congruenza 

A = B 

dà  un’altra  congruenza 

pA=pB, 

aeguendo  il  medesimo  modulo 

4-  Se  ti  moltiplicano  più  congruente  termine  a termine  i prodotti  saranno  con- 
grui. Siano 

A = B,  CED, 

atreroo  , 

AXC=BXD. 

Infatti,  indicando  eoo  m ed  n i fattori  che  danno 
A — Bxnl,  C— D sanM, 

•i  ha 

ìsB-hdU,  CsbDh-sN 

e moltiplicando 

AXC =(B+mllI)(D+nM) , 

onero 

AXC  =a  BX  D-t-B/iM-t-DmM-r-m/iMM, 

Quest'  ultima  eguaglianza  dà 

A XC — BXD  ae  (Ban-Dm-i-mn  M)  M. 

Ora , la  quantità  racchiusa  fra  le  pareotesi  estendo  necessariamente  un  numero 
intero,  si  ha  definiti  vomente 

AXC=BXD- 

5.  Seguirebbe  lo  stesso  per  un  numero  qualunque  di  congruenze,  sale  a dire, 
che  avendo 

A = B , C — - D . E E F , G = H , ec. 

si  ha  ancora 

A^CXE^G,  ec  , =BXf*XFXH  «• 
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6.  Prendendo  latti  i nomeri  A , C , E , G , ec. , eguali  fr*  loro  , come  pure 
tolti  i numeri  B , D , F , H , ec.  Si  ha 

A*'  = B* 

i e «rendo  il  numero  intero  che  e «prime  la  quantità  dei  fattori  uguali.  Coll,  quan- 
do due  numeri  ano  coogrui , tutte  le  poterne  di  queati  numeri  lo  aono  egual- 
mente. > 

•).  Indicando  per  a,  b,  e,  d , ec. , dei  numeri  interi  poaitiri,  e per  X una 
funtione  qualunque  della  Tariabile  x , di  cui  la  forma  aia 

Ax‘*-+-Bx*-t-Cx*-t-Dx--l-  ec. 


A,  B,  C,  D,  ec. , eaaendo  numeri  interi  qualunque  poaitiri  o negatiti,  ae  in 
luogo  di  x ai  mettono  «ucceaairamente  dei  numeri  interi  congrui  fra  di  loro  ae- 
condo  lo  atcaao  modulo,  i valori  che  ne  riaulteranno  per  X aarannn  congruenti 
fra  loro. 

Poiché  dopo  ciò  che  precede  ( n.‘  3 e 6 ) p e y eaaendo  numeri  congrui,  ai  ha 
Ap“=A?“,  Bp4  = By4 , Cp*  = Cy‘,  ec. 

•i  (n.°  a), 

Ap*-t-Bp4-t-Cp*-+-  ec  . . . — - Aya-v-By4-+-Cyr  -+-  ec. 

8.  In  ogni  congruente  poetiamo  aggiungere  o togliere,  tanto  dai  due  termini 
nel  medeeimo  tempo;  qvanto  aolamente  da  uno  di  loro,  dei  multipli  qualunque 
del  modulo,  vale  a dire  avendo  la  congruenta 

A = B 

e p e y eaaendo  dei  numeri  interi,  i numeri  compreai  «otto  le  forme  A-t-pM, 
A— pM,  da  una  parte,  e B-v-yM,  B— yM  , dall'altra,  aono  tutti  congruenti  fra 
loro. 

9.  Le  congruente  ai  riattano  come  le  equatiooi,  fecondo  il  paia  alto  grado 
delle  indeterminate  che  entrano  nella  loro  compoaitione  : eoa)  jr  eaaendo  un  nu- 
mero intero  indeterminato, 

ArEB, 

é la  forma  generale  delle  congruente  del  primo  grado. 

Rito! vere  una  congruenta,  aignifica  trovare  il  valore  o i valori  dell'indeter- 
minata che  posaono  aoddiafarla , coai  SI  eaaendo  il  modulo , e x un  numero  in- 
tero, ticcome  queata  congruenta  equivale  all' equatiooe 

A/— B = xM, 

donde  ai  deduce 


Ap-B 


= x, 


coti  tutti  i numeri  interi,  che  measi  in  luogo  di  j , daranno  per  x un  numero 
egualmente  intero,  riaolveranoo  la  coogrueota.  Dunque  trovare  la  radice  della 
congruenta 

Ar=B, 

e ritolvere  1'  equatiooe  iodeterminata 

Aj-BjcxM, 

aono  una  medeaima  co«a,  allorché  non  conai<leriamo  che  numeri  interi  poaitivi 
o negativi  i quali  aoddiafauno  all*  equatione. 
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io.  L1  equazione  indeterminata  precedente  che  equivale  a 
ky  = xM+B , 

non  è generalmente  risolubile  in  numeri  interi,  che  allorquando  i fattori  A e«l 
M sono  primi  fra  loro.  Se  questi  fattori  avessero  un  divisore  comune,  l'equa- 
zione  non  ammetterebbe  più  una  soluzione  generale,  se  non  che  nel  caso  in  cui 
il  termine  assoluto  B fosse  questo  medesimo  divisore:  allora  dividendo  tutti  i 
termini  dell’ equazione  per  B,  si  riporterebbe  al  raso  in  cui  i fattori  delle  in- 
determinate sono  primi  fra  loro. 

Infatti,  se  A e M non  sono  primi  fra  loro,  sia  D il  massimo  corauue  divisore 
di  questi  due  numeri,  avremo 

A = pii , e M=:yD. 

p e q essendo  numeri  primi  fra  di  loro  ; V equazione  diverrà  dunque 
pDy  ss 

ovvero 


py=-9*  + 


B 

V ’ 


ed  è evidente  che  x ed  y non  potranno  essere  numeri  interi,  quando  non  lo 

g 

sia  ancora  — , vale  a dire  quando  B non  aia  divisibile  per  D.  In  quest' ultimo 
B 

raso,  sia  — =r,  l'equazione  sarà  riportata  a 

py—qx-^-r, 

caso  del  quale  diamo  la  soluzione, 
li.  Sia  l’equazione  generale 

N/  = MaH-0 

nella  quale  N ed  M sono  numeri  primi  fra  loro  e tali  che  N<M  ; trasformia- 
mo^ in  frazione  continua  ( Vtdi  Costumo),  avremo 


M 

K~a* 


«ii+ec. 


Costruiamo  con  le  quantità  a,  , o3,  e c a,*  i due  sistemi  delle  quantità 


P 1 = 0. 

P»=  ajP,-i-i 
Pj  = OjP^-t-P, 

P4  = a,Ps-t-P, 

cc.  = ec. 

Pj*  — fl|P,'— i^t-P  a 


<?.  = « 

Q»  = °a 

Qs=°sQa-+-Q. 

Qi=0«Qs+Q» 

cc.  = ec. 

Qi==«,Q/-i*t-Q/-a 
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I valori  delle  indeterminate  x ed  y saranno 

x=  *QI-K*(_10(-i)*+' 

r = »Pr+-Pi_I0-i),r' 

* essendo  an  numero  intero  arbitrario. 

La  deduzione  di  questi  valori  è troppo  lunga  per  poter  trovar  luogo  qnl  ; ma 
si  verificano  in  una  maniera  generale  e senza  alcuna  difficoltà,  poiché,  moltipli- 
cando la  prima  per  P,-  e la  seconda  per  Q,-,  si  ottiene 

P<*=PiQi*-+-P«-  Qì-,0(-.)*>' 

Q/r=  p.Q.  iQ.°(— ' ),+I 

e sottraendo  la  seconda  egualianza  dalla  prima, 

P,x-Q.r=  [P.d3._,  -P,v.,Q.]0(  - .)'+■• 

Ora  dalle  proprietà  delle  frazioni  continue,  si  ha 


P,  = M,  Q,=N 

e 

P.Q.-i—P.-, Q.  = (-i)'. 

Sostituendo  questi  valori  nell'ultima  eguaglianza,  essa  diventa 
Mx-Ny  =0(-  !)»'+■ , 

ma  qualunque  sia  »,  ai-M  è un  numero  impari,  e perciò  (— i)a,+,=  — i. 

Cosi  i valori  generali,  dati  per  x ed/,  riportano  all’equazione 

N/izzMx-t-O  , 

e conseguentemente  la  risolvono  in  tutta  la  sua  generalità. 

la.  Per  far  conoscere  l'applicazione  di  queste  formule,  proponiamo  le  seguent  i 
questioni. 

Problema  I.  Trovare  un  numero  tale  che  dividendolo  per  39,  si  abbia  16 
per  resto , e che  dividendolo  per  56  si  abbia  a/. 

Indicando  con  x ed  y i quozienti  interi  del  numero  domandato  diviso  succes- 
sivamente per  39  e per  56,  avremo,  questo  numero  essendo  indicato  con  X. 

X = 39/-+- 16 , e X = 56x-t-a/  . . . (a) 

e per  conseguenza , 

3f)/-t- 1 6 = 56x-t-a/. 

Sottraendo  16  dai  due  membri  di  questa  equazione,  per  riportarla  alla  forma 
generale  del  numero  precedente,  essa  diventerà 


ed  avremo 


39/  = 56x-+- 1 1 
N = 39,  M=56,  Ossi.. 


trasformando  — 0 — , in  frazione  continua,  troveremo 


56 

r-  = i,  resto  17;  donde  o,  = i 


3g 

— = a , resto 

*7 


5 ; donde  a*  ss  2 
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fj 

j-«J,  redo  a ; donde  i,a3 
5 

— se  a,  reato  i ; donde  o(=:a 


i 

r 


a,  retto  o;  donde  os  sa  a 


da  ciò  otterremo 

P,  = . Q,»« 

P1=s3  Q.ssa 

P,=  to  Qs  = 7 

P,asa3  Q,=*i6 

P,  s=  56  Q,s33 

e infine 

ara=  39»-»- 176 
j = 56t-t-a53 

Ma  x ed  y tono  in  quetto  roto  delle  incognite  aotiliarì , e per  avere  il  ver® 
numero  domandato,  bisogna  toitituire  nell’ «quattoni  (a),  per  x ed  y i loro  va- 
lori. Avremo;  fervendoci  aolamenle  della  feconda 
X = 56(39»-+- 1 76) -+-2  7 

e riducendo 

X = a 1 8(t+9B83. 

a «tendo  un  numero  intero  qualunque , poniamo  dargli  tutti  i valori  politivi 
da  1 fino  all'  infinito  , ed  otterremo  per  X dei  numeri  ÌDteri  i quali  soddiafa- 
ranno  all'  enunciato  del  problema  ; ma  te  diamo  a a dei  valori  negativi,  non  po- 
tremo luperare  —4;  poiché  facendo  a sa — 5,  il  valore  di  X farebbe  negativo. 
Ora  facendo  x s — 4 > **  *>a 

X=m47 

dunque  1147  è il  più  piccolo  de’ numeri  che  risolvono  il  problema. 

PaoBLeita  II.  Risolvere  la  congrue  11  va 

5ay^  — 3a  (mod.  60). 

Questa  congruente  è la  medesima  cosa  dell’  equnione  indeterminata 
5a/'-t-3a  se  6ox 

ovvero 

5af  s 60* — 3a 

riportandola  alla  forma  generale. 

I fattori  di  x e di  y non  estendo  primi  fra  loro,  cerchiamo  il  loro  massimo 
eomon  divisore  ( l edi  quota  parola  ) ; questo  divisore  è 4>  c^a  divide  egual- 
mente il  numero  assoluto  3a  : cosi  I'  equaiione  è solubile  io  numeri  interi.  Di- 
videndo tutti  i termini  per  4>  essa  diventa 

1 ijr  = iSa  — 8 
,5 

operando  sopra  — , troveremo  s1ssla>st,(i1sa,  e quindi 


P.  = 1 Qi  = 1 

P,=E7  Q,  = 6 

Pa=l5  Q(=sl3 
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Abbiamo  dunque,  a molilo  di  Osa  — 8 e di  (— 
xx  ij»— 48 
y — i5*— 56. 

Se  non  Togliamo  avere  per  * ed  y che  numeri  interi  e positivi,  non  biso- 
gna prendere  per  * che  numeri  positivi  maggiori  di  3,  facendo  dunque  succes- 
si  va  mente  z=  4 > ama  5,  asx6,  cc. , avremo  la  serie  dei  valori 

x=  4,  r=  4 

* = i7i  r=< 9 • 

*=s3o,  rs=34 

*as43,  >-“=49 

ec et. 

dei  quali  ciascuna  coppia  soddisfa  aU'eqnaiione  5a/smfio* — 3a. 

fe  facile  accorgersi  che  i valori  successivi  di  x ed  y formano  delle  progressioni 
aritmetiche,  e che  basta  conoscere  due  di  questi  valori  per  avere  la  differenza 
della  progressione,  e continuarla  all'  inffnito  con  semplici  addixiooi. 

■ 3 Le  congruente  del  primo  grado  possono,  come  le  equazioni,  contenere  piti 
incognite,  e per  risolverle,  bisogna  allora  avere  tante  congruenze  indipendenti 
quante  incognite.  Uà  questa  risoluzione,  ebe  forma  la  parte  piii  importante 
dell'  analisi  indeterminata  ( Vedi  IanrrzaaiaaTo  ) , non  può  entrare  nel  piano 
di  questo  Dizionario.  Manderemo  perciò  alla  Teoria  dei  numeri  di  Legendrc,  e 
soprattutto  alle  Ricerche  aritmetiche  di  Gauss.  Dobbiamo  a quest'ultimo  geome- 
tra l' introduzione  nella  scienza  della  notaziooe  e dell'  idea  delle  congruenze  ; egli 
è ancora  il  primo,  che  abbia  dato  una  forma  sistematica  a questa  branca  impor- 
tante dell’algebra,  chiamata  Teoria  dei  numeri  [Fedi  questa  parola),  nella 
quale  egli  ha  fatto  numerose  e importanti  scoperte. 

CONICO  ( Geom.).  Si  chiama  cosi  tutto  quello  che  ha  rapporto  al  cooo : superficie 
conica,  aratone  tonica , ec. 

Sezioni  conicaa.  Linee  curve  che  danno  le  sezioni  di  un  cono  per  mezzo  di  un 
piano.  La  scoperta  delle  sezioni  coaiche  attribuita  per  molto  tempo  a Platone 
sembra , secondo  il  professor  Libri  histoire  det  Sciences  malhdmatiques  en 
Italie  Parigi  i838,  debba  piuttosto  esser  divisa  fra  Eudosso  di  Cojde  e Archita, 
▼i  tono  quattro  specie  differenti  di  sezioni  cooiche,  sono  il  circolo  , Y tllis  • 
re,  la  parabola  e Y iperbole. 

Si  chiama  cono  retto  la  superficie  generata  da  una  retta  indefinita,  che 
gira  intorno  di  una  retta  fissa , senza  cessare  di  passare  per  un  medesimo  punto 
di  questa  linea , e di  fare  con  essa  il  medesimo  angolo.  La  retta  mobile  si  chia- 
zua  la  generatrice  del  cono,  la  retta  fissa  ne  è Porre,  e il  punto  pel  quale 
passa  costantemente  la  generatrice  ne  è il  vertice.  Siccome  la  generatrice  è illi- 
mitata da  eiascun  lato,  ne  segue  che  la  superficie  conica  è composta  di  due  parti 
o nappe  perfettamente  simili , situate  da  una  parte  e dall’  altra  del  vertice. 

Dalla  generazione  del  cono  risulta  che  ogni  piano  perpendicolare  all’  asse  ta- 
glia questa  superficie  seguendo  un  circolo,  e che  ogni  piano  condotto  per  l'asse 
la  taglia  seguendo  due  generatrici , che  fanno  fra  loro  un  angolo  doppio  dell’an- 
golo costante  formato  dalla  generatrice  eoli’ asse. 

Lasciando  da  parte  tutti  i casi  particolari,  cioè  quando  si  ottiene  un  triangolo, 
il  che  ha  luogo  tutte  le  volte  che  il  piano  secante  pasta  pel  verlire,  e un  punto, 
il  che  ti  ottiene  quando  il  piano  secante  passa  pel  solo  vertice , proponiamoci  di 
ricercare  le  differenti  curve  che  si  ottengono  tagliando  un  cono  retto  per  mezzo 
di  un  piano,  e le  quali  si  chiamano  tt Aloni  coniche. 


Digitized  by  Google 


24  CON 

Sia  MAN  ( 7W.  LXXX,  fig.  4)  la  curva  della  quale  si  traila  : per  PasseVV' 
conduciamo  un  piano  perpendicolare  a quello  di  questa  curva  ; esso  taglierà  il 
cono  seguendo  due  generatrici  opposte  RSR',  TST',  e il  piauo  di  MAN  seguendo 
una  retta  Ax  che  prenderò  per  la  linea  delle  ascisse.  Da  un  punto  qualunque 
dell»  curva  abbasso  V ordinata  rettangolare  MP  : indico  AP  per  x,  MP  per/, 
si  traili  di  trovare  una  relazione  fra  x ed  y. 

Vi  sono  tre  casi  da  considerare,  secondo  che  Ax  incontra  la  generatrice  TT' 
sopra  la  medesima  nappa  di  RR',  o che  rincontra  sopra  la  nappa  opposta  , o 
che  gli  è paralella. 

i.*  Caso.  Per  i punti  A e B,  ove  Ax  incontra  le  due  generatrici  SR , ST, 
si  couduca  AC,  RI),  perpendicolari  all’  asse  SV,  e si  faccia  AB  = aa,  BD=2C, 
AC=2 d.  Pel  punto  P conduco  ancora  KF.  Questo  piano  sarà  perpendicolare  al- 
l'asse, e taglierà  per  conseguenza  il  cono  seguendo  un  circolo  EMF,  che  avrà 
EF  per  diametro. 

L'ordinata  MP  essendo  perpendicolare  ad  Ax , e situata  nel  piano  MAN  per- 
pendicolare al  piano  ASB,  dev’essere  essa  medesima  perpendicolare  a quest'ul- 
timo piano;  dunque  essa  fa  un  angolo  retto  col  diametro  EF;  si  ha  perciò 

ja=EPxPF. 

Ma  i triangoli  simili  AEP,  ADB,  danno 

EP  : x : : ac  : aa , 


donde 


EP^: 


i triangoli  simili  BFP  BCA,  danno 

PF  : 2a  ^x  : : id  ; za, 


donde 


PF  = 


«f(ao— x) 


Per  conseguenza  1'  equazione  della  sezione  conica  , sarà 

cd 

T1  = -i  (aa*-*1)  ; 


dunque  quella  lezione  conica  è un'  ellisse  ( Vedi  Ellisse). 

Ossee v Azioni.  I.  Indicando  il  grand' awc  di  un' ellisse  per  aA,  e il  piccolo  asse 
per  aB,  se  si  riporta  quest'  ellisse  al  suo  grand’  asse  e ad  una  perpendicolare 
elevata  da  uno  de’  vertici,  l'equazione  di  questa  curva  è ( Vedi  Ellisse). 

B1 

r*=  (aAx-x*). 

Paragonandola  alla  precedente , vediamo  che  il  grand'  asse  della  sezione  coni- 
ca è eguale  ia , che  il  piccolo  asse  è eguale  a 3 yj cd , e che  per  conseguenza 

la  distanza  dei  due  fuochi  è a\fo2— cif. 

Si  abbassi  AG  perpendicolare  «opra  BD;  ti  avrà  BGe=c-t-d,  e il  triangolo 
ABD  darà 


AD  =4a*-t-4c* — 4c(c-M)=4a* — \cd\ 
dunque  ADzsaVo2— cd , distanza  eguale  a quella  dei  fuochi. 
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Co»),  cor  viene  osservare  cAp,  nei  V ellisse  risultante  dalla  sezione  ilei  cono  y 
il  grand ' asse  è eguale  AB,  cAe  1/  piccolo  asse  è medio  proporzionale  fra  ÀC 
e BD  , e che  C eccentricità  è eguale  ad  AD 

II.  S'inscriva  un  circolo  nel  triangolo  ASB,  e sieno  II  , I , e Jv , i punii  di 
contatto  con  i tre  lati.  E facile  vedere  che  si  ha 

AH  = AI , BH=BK,  SI  =sSK. 

Quindi  si  ha  CR  = AI  = AH.  Ora  BR  — CR  = BC  ; dunque  BH — AH  = BC  ; 
dunque  ancora,  prendendo  BH'=^AH,  si  avrà  BH — BH'=HH'=BC.  Siccome 
abbiamo  veduto  che  la  disianza  de' due  fuochi  dell' ellisse  è eguale  a BC  o AD; 
perciò  i punti  H e H'  sono  i due  fuochi. 

Del  rimanente,  il  fuoco  1/  e ancora  determinato  dal  circolo  descritto  al  di 
sottodi  AB  tangenzialmente  alle  tre  medesime  linee  AB,  AR,  BT.  Infatti  se 
supponiamo  che  1/,  I',  R',  siero  i punti  di  contatto,  si  ha  Bli' = BR' DI'. 
Per  conseguenza  AH'  — BH'  = Al'  — D1'=AD;  dunque  R'  è l'altro  fuoco. 

Se  si  conduce  IL  parulella  ad  AC,  il  triangolo  A IL  sarà  simile  ad  ABD  , ed 
avremo 

AL  : AB  ::  AI  : AD. 

Sia  O il  mezzo  di  AB  : si  ha  AB=aOA,  AD  = aOH,  AI=aAll  ; dunque, 
invece  della  precedente  proporzione  , possiamo  scrivere 
AL  : OA  ::  AH  : OH, 


ovvero,  componendo 
donde 


OL  : OA  ::  OA  ; OII, 
OLxOH  s UÀ  *. 


Similmente,  se  si  conduce  R'L'  parateli*  a BD,  si  trova  OI/xOH#  = OÀ  . 

Altura,  confrontando  questi  risttltaruenti  con  quelli  ottenuti  nell'  ellisse  ( Vedi 
Ellisse),  si  conclude  che  i punti  L e L'  sono  i piedi  delle  due  direttrici 

III.  Se  il  piano  secante  si  ruuo\e  paralellameute  a se  mede  imo,  i !riang<  U 

A DB,  ACB,  conserveranno  i medesimi  angoli;  dunque  il  rapporto  , che  è 

a 

quello  degli  assi  dell’ ellisse  rin  arra  costante.  Ed  è in  questo  che  consistono  le 
ellissi  simili . 

IV.  Quando  il  cono  e l'elli:se  sono  dati  separatamente,  si  conoscono  i lati  AB 
ed  AD  del  triangolo  ABI),  come  pure  l'angolo  D.  Infatti,  AB  è il  grand'auge 
dell*  ellisse,  AD  è la  distanza  dei  fuochi,  e l'angolo  D è il  complemento  del- 
l'angolo formalo  dalla  generatrice  «t«  I cono  con  l'asse.  Possiamo  dunque  costrui- 
re il  triangolo  ABD,  e aver  quindi  il  punto  S elevando  sul  mezzo  di  BD  la 
perpendicolare  SV.  Allora  è evidente  che  il  cono  retto  generalo  dalla  rivoluzio- 
ne di  SR  intorno  di  SV  è eguale  al  cono  dato  , e che  il  piano  condotto  per  AB, 
perpendicolarmente  al  piano  RSV,  taglia  questo  cono  secondo  h ellisse  dal  a ; duci  - 
que  qualunque  ellisse  può  essere  situata  sopra  un  cono  dato. 

Per  la  natura  dell’  ellisse , A D è <AB;  d’altra  parte,  l'angolo  ADB  è acuto; 
dunque  il  triangolo  ADB  è sempre  possibile,  c la  precedente  conclusione  non  è 
soggetta  ad  alcuna  eccezione. 

a.°  Caso.  ( Ta%\  LX\X,#yfg.  5).  Facendo  la  me  Icsima  costrnzione  che  nel 
primo  raso,  c conservando  le  medesime  denominazioni,  abbiamo  sempre 


>•*=  5TP*=  KP  U’I'. 

Dii  rii  J tal.  Voi.  HI. 


4 
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Dal  paragone  de'  triangoli  limili  AEP,  ADB,  e da  quella  dei  triangoli  BFP, 
BCA  , che  sono  ancora  simili,  si  trova 

EP=",PF  = J(latf>, 

a a 

• quindi , viene 

ed 

r = (aoz-Kr*)  : 

dunque  la  sezione  conico  è un'  i per  boi  a ( Vedi  Iperboli). 

Osservazioni*  ! Ponendo  P origine  al  vertice,  P equazione  dell’ iperbola  è 
( treài  Iperbola). 

B1 

r*=  (aAx-hx*). 

Da  ciò  si  vede  , che  nell' iperbola  situata  sul  cono,  il  primo  asse  è eguale  a 

aa,  che  il  secondo  è eguale  a a-^cd,  e che  l1  eccentricità  è a-pa'M-c d. 
Conducendo  AG  perpendicolare  sopra  BD  si  trova  facilmente. 

AD  =4aM-4c» — 4c(c-d)  = 4aM-4cd; 


dunque  AD  = ay a2-t-cd,  ciò  prova  che  la  distanza  AD  è eguale  alP  eccentricità. 

11.  Siano  H,  I,  K , e IP,  P,  K' , i punti  di  contatto  delle  linee  x'x,  RR'  , 
TT',  con  i due  circoli  tangenti  a queste  linee,  e compresi  fra  le  generatrici 
RR'  e TT',  avremo  All  = AI  =: CR , e quindi  BHh-àH=: BK-+-CK ^=BC.  Ora 
la  linea  AD  o BC  è eguale  alla  distanza  de’ fuochi  della  curva;  dunque  il  punto 
H è un  fuoco.  Si  ha  ancora  BH'=BR'=DI',  e quindi  AU'-f-BH';=Ar-+-Dl'=ÀD; 
dunque  il  punto  H'  è /’  altro  fuoco. 

Tiriamo  IL  e K/L'  paralelle  a BD.  I triangoli  simili  ÀIL,  ADB,  danno 
AL  : AB  : : Al  o AH  : AD  o HIP.  . 

Sia  O il  mezzo  della  distanza  AB:  questa  proporzione  equivarrà  alla  seguente: 
AL  : OA  ::  AH  : OH. 

Per  conseguenza  si  ha , dividendo, 

OL  : OA  : : pA  : OH , 

donde 

OLX  OH  = OA  *. 

Similmente,  si  troverebbe  OL'XOII'  = OA  ; dunque  ( Vedi  Iperbola)  / pun- 
ti L ed  L'  sono  i piedi  delle  due  direttrici. 

ili.  Per  le  sezioni  paralelle  il  rapporto  de’ due  assi  rimane  costante, 

a 

ed  è per  questo  che  le  iperbole  si  dicono  simili. 

Dal  rimanere  costante  questo  rapporto,  ne  segue  che  le  iperbole  risultanti  da 
queste  sezioni  hanno  i loro  asintoti  paralelli.  È facile  riconoscere  ancora  che  la 
sezione  paralella,  fatta  pel  vertice  del  cono,  dà  due  generatrici  paralelle  a que- 
sti asintoti. 
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IV.  Se  Togliamo  lituare  un’ipcrbola  sopra  un  cooo  dato,  li  costruisce  il  trian- 
golo ADB,  nel  quale  si  conosce  l'angolo  acuto  D,  il  Iato  AD  eguale  alla  distan- 
za de’ fuochi  dell' iperbola , c il  lato  AB  eguale  all' asse  traverso  ; si  eleva  quindi 
la  perpendicolare  SV  sul  mezzo  di  BD.  Il  cono  retto  che  ha  SV  per  asse  e SA 
per  generatrice  è eguale  al  cono  dato,  e il  piano  condotto  per  AB,  perpendico- 
larmente al  piano  ASV  , taglia  questo  cono  segnendo  l’ iperbola  data. 

Ma  il  lato  AB  essendo  più  piccolo  di  AD,  il  triangolo  ADU  non  £ possibile 
che  nel  caso  in  cui  AB  non  sia  minore  della  perpendicolare  AG.  Ora  il  trian- 
golo ADG  dà 

AG= AD  sen  ADG  = aD  cos  ASV; 
dunque  bisogna  avere 

ADX  cos\SV<AB, 

donde 

AB 

cos  AS  V<  — - , 


il  segno  < non  escludendo  1'  eguaglianza.  Ma  nell'  iperbola  data  , il  rapporto 
AB 

£ eguale  al  coseno  dell'angolo  formalo  dall'  a.intoto  col  primo  asse  ( Vedi 

Iperbole);  indicando  quest'  angolo  con  p , si  ha 

cos  ASV  < co s/r, 

donde 

ASV>p  e aASV>a p. 

Dunque  un'  iperbola  può  situarsi  sopra  un  cono  dato,  purché'  l' angolo  delle 
due  generatrici  opposte  non  sia  minore  di  quello  degli  asintoti  dell'  iperbola. 
3.®  Caso  (Tav.  L XXX, Jig.  6).  Servendosi  sempre  delle  medesime  costru- 
zioni si  ha  ancora  y%  = EPXPF. 

kx  essendo  paralella  ad  ST,  si  ha  PF  = AC  — arf  ; e i triangoli  AEP,  SAC, 
essendo  simili,  si  ha,  facendo  AS=y, 

EP  : * : : a d : f, 

donde 

a dx 


EP  = 


/ ’ 


quindi,  l’equazione  della  curva  £ 

.r*= 


— — X • 


Dunque  la  selione  conica  è una  parabola  ( Vedi  Parabola). 

' 4 <f» 

Osserv azioni  I.  Il  parametro  di  questa  parabola  è eguale  a —j~.  Ora,  se  dal 

mezzo  di  AC,  si  conduce  GII  perpendicolare  sopra  kx,  il  triangolo  AGH  sarà 
simile  ad  AGS,  ed  avremo 

AH  : d ::  d f, 

donde 


A1I  = 


f 


\ 
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AH  è perciò  il  quarto  ilei  parametro,  e per  conseguenza  il  punto  H è il  fuooo 
il  eli  a parabola. 

li.  Da  ciò  si  deduce  che  questo  fuoco  è precisamente  il  punto  di  contatto 
della  linea  x'x  col  circolo  descritto  fra  le  generatrici  RR'  e TT’,  tangen- 
zialmente a queste  due  generatrici  ad  alla  retta  x'x. 

Di  più,  è facile  di  rilevare  che  se,  pel  punto  di  contatto  di  RR'  col  mede- 
simo circolo,  si  conduce  IL  paralella  ad  AC,  avremo  AL  = AH;  dunque  la  di- 
rettrice passa  pel  punto  L. 

III.  Non  è necessario  osservare  che  le  parabole  date  da  piani  paralelli  sono  si- 
mili , per  la  ragione  che  tutte  le  parabole  devono  essere  considerate  come  si- 
mili. Ciò  si  fonda  sopra  la  seguente  verità  che  , in  due  parabole  qualuuque  , le 
vette  condotte  dai  vertici,  ed  egualmente  inclinate  sopra  gli  assi,  sono  sempre 
proporzionali.  La  dimostrazione  è troppo  facile  perchè  sia  necessario  darla. 

IV.  Una  pai x boia  essendo  data,  per  metterla  sopra  un  cono  dato,  si  costruirà 
il  triangolo  rettangolo  GAH,  di  cui  si  conosce  il  tato  AH  e l’angolo  GAH; 
quindi  eleveremo  GS  perpendicolare  sopra  AG,  e si  farà  l'angolo  GAS  = GÀIf. 
La  superfìcie  descritta  dalla  rivoluzione  di  SA  intorno  di  SG  sarà  quella  del  co- 
lio dato,  e il  piano  condotto  da  AH  perpendicolarmente  al  piano  ASG  taglierà 
questo  cono  secondo  la  parabola  data.  Dunque  tutte  le  parabole  possono  essere 
situale  sopra  un  tono  dato. 

(Quello  che  siamo  principalmente  io  diritto  di  concludere  da  tutto  quello  che 
precede,  si  è che  le  sezioni  coniche  sono  curve  del  second'ordinc  ; e reciproca- 
mente, che  le  curve  del  secoud'  ordine  sono  sezioni  coniche . 

Tossiamo  ancora  cercare  le  sezioni  coniche  con  un  altro  metodo,  che  farà  tro- 
vare le  tre  curve  in  una  sola  equazione. 

Avendo  fatto  le  medesime  costruzioni  che  in  principio,  scegliamo  i dati  che 
convengono  egualmente  a tutte  le  posizioni  della  linea  Ax  ( Tav.  LWX  ^ fig.  7); 
e prendiamo 

SA  = d , SAx  = a,  RSV  = y. 

Ciò  premesso;  il  circolo  EMF  dà  ja=:EPxPF. 

Nel  triangolo  APE  , si  ha 

EP  : x : : sen  PAE  : seri  PE 
Ora  , seu  P A K ss icn  « , sen  PEA  = 0017;  dunque 


EP==f  — 

« OS  v 

Conduciamo  AC  paralella  ad  EF , e PH  paralella  a SF  : il  triangolo  APH  dà 
AH  : x ::  sen  APH  : senAHP. 

Ora,  sen  APH  xz  sen  ( st  -t-  a y ) e sen  AHP  = cos^  ; dunque 

x sen  ( a-t-ay  ) 

cos  y 

U Insinuilo  SAG  d*  a AG  = AC  = 21/ sen  y ; t sottraendo  AH  da  AC  sieue 

. x sen  ( a -4-  a * ) 

I r — 21/  sen  y — i —L 

COS  v 
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Finalmente , sostituendo  invece  (li  EP  e PF  i valori  troviti,  si  li* 


scn  x sen  ? 
coi  ? 


x 


sen  x scn(  x-s-av)  „ 

j * 1 

coi*? 


Dunque  le  seiioni  coniche  sono  curve  del  second'  ordine. 

Per  dimostrare  la  proposizione  reciproca , bisogna  osservare  in  primo  luogo 
che  prendendo  delle  coordinate  rettangolari  e ponendone  l'origine  ad  nn  vertice, 
le  tre  curve  del  second'  ordine  sono  contenute  nell'  equazione 
yx=.upx-h-nxx  . • . . (a) 

up,  indicando  il  parametro  della  curva,  ed  n il  quadrato  del  rapporto  del  se- 
condo asse  al  primo  (astrazione  fatta  dal  segno).  Allora  la  questione  riducesi  a 
dimostrare  che  le  quantità  p , n,  ?,  essendo  date,  si  può  determinare  per  le 
incognite  d ed  a de' valori  reali  rhe  rendano  le  equazioni  (i)  e (a)  identiche. 
Eguagliando  respettivamente  i coefficienti  di  a;  e di  x1  nelle  due  equazioni,  viene 


d sen  a sen  ? 
cos? 


— P 


(3). 


sen  «sen  ( «-+-  a ?)__  ^ ^ 

COS1? 

1/  equazione  (3)  dà  per  d un  valore  reale  quando  a è egualmente  reale.  Ma  la 
forma  dell' equazione  (4)  non  è comoda  per  far  conoscere  quest' angolo;  questo  è 
il  motivo  perchè  la  canneremo. 

Se  prendiamo  le  formule  trigonometriche 

cos  ( A-t-B)  = rns  A cos  B — sen  A sen  B 
ros(  A— B)  = cos  A cos  Bh-  scn  A sen  B, 
sottraendo  la  prima  dalla  seconda,  si  trova 

a sen  Asen  B = cos(A— B ) — cos(A-t-B). 

Si  faccia  Axj  + jj,  e Bs=a,  questa  formula  dà 

asen  xsen(  a-+-a  y ) = cos  a y — cos(aa-t-a  y). 

Per  conseguenza , 1'  equazione  (4)  diviene  cos  a y — cos  ( a a -t-  a y ) sa  — un  cos1?, 
donde 

cos  (a  a -t-a?  ) = cosa?-t-  un  cos1?. 

Ora,  cosa  ysscos1?  — sen^sxaeos1?  — i ; dunque  finalmente 
cos  (a  x-+-  a ?)  = a (H-n)cos1? — i. 

Nell'ellisse,  il  rapporto  n è negativo  e <«.  Perciò  ne  segue  che  il  valore 
precedente  è compreso  fra  -t-i  e — i;  dunque  l’arco  acr-t-2?  è reale,  e perciò 
lo  è ancora  a ; dunque  un  cono  retto  essendo  dato , si  può  sempre  tagliarlo  se- 
guendo un'  ellisse  data. 

Nell’  iperbola  , n è positivo  e può  avere  qualunque  grandezza.  Se  il  valore  3i 
cos  (a  x -4-a  ? ) è negativo,  è evidente  che  esso  sarà  più  piccolo  dell'unità,  e per 
conseguenza  a sarà  reale.  Ma  non  segue  lo  stesso  allorché  questo  valore  è positi- 
vo; in  quest'ipotesi  è necessario  avere 

afi-t-njcos1?  — i<i  , 

donde 


eos?< 


V TT7 
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Per  inlerpelmre  questa  condizione,  rimettiamo  invece  di  n il  quadrilo  del  rep- 
porto  degli  assi;  essa  diventa 


co»  y — . 

Ora,  se  indichiamo  per  0 l'angolo  degli  asintoti  con  l'asse  traverso,  abbiamo 
ancora 


"Y*  <1**4- A* 

dunque  cos?<cos9;  dunque  ?>0  e ay>a9.  Cori  ritroviamo  questa  condizio- 
ne  che,  per  mettere  un’  iperbola  «opra  uq  cono  retto,  bijogna  che,  in  fuetto  ca- 
so , / angolo  al  vertice  sia  almeno  eguale  a quello  degli  asintoti. 

Nella  parabola  n = o,  e allora  l’equazione  ($)  dà  icna  = o o »en ( a -t- a y)=o. 
Il  primo  valore,  non  è ammi.sibile : poiché  mettendolo  nell’  equazione  (3)  ai 
avrebbe  p = o,  e P equazione  (a)  non  rappresenterebbe  più  una  parabola.  Doh- 
b.amo  dunque  prendere  sen  («H-3?)  = o.  Ora  deve  essere  <36«»,  dun- 

que  bisogna  fare  a -*-2^=30,  ovvero  a «4-  2 y c=  1 8o°. 

Poistamo  trascurare  l’eguaglianza  3-t-a?=o,  poiché  essa  darebbe  a negativo; 
J’“t0  «IP  eguaglianza  «-4-ap=  180",  essa  fa  conoscere  che  la  linea  Ax  (Tav. 
U1f’  -Af-  7)  dev’essere  paralella  ad  ST  : questo  è infatti  quello  che  deve 
succe  ere  nel  caso  della  parabola.  Cosi  tutte  le  parabole  possono  trovarsi  ta- 
gliando un  medesimo  cono  retto  con  piani.  1 

Del  rimanente  tratteremo  particolarmente,  alle  parole  Ellisse,  Ipeebole  , e 
1 AB0LA  » 1 queste  curve  celebri,  di  cui  le  numerose  proprietà  formano  una 

ticlle  jwrti  più  interessanti  dell' estensione. 

Passiamo  attualmente  a parlare  di  una  sezione  anti-paralella  del  cono  obliquo. 
, e acciaino  muovere  una  retta  in  modo  che  essa  si  appoggi  sempre  sopra  un 
circo  o,  e che  passi  costantemente  per  un  punto  dato,  essa  genera  un  cono,  che 
a per  base  il  circolo , per  vertice  il  punto  dato  , e per  asse  la  retta  condotta 
pe  vertice  , e pel  centro  della  base.  Il  cono  è retto  o obliquo,  secondo  che  l’as- 
se é perpendicolare  o obliquo  alla  base. 

Un  piano  condotto  per  1'  asse  di  un  cono  obliquo  perpendicolarmente  alla  sua 

sei  tag  la  il  cono  e la  sua  base  secondo  uu  triangolo  che  chiamasi  la  sezione 
principale.  B 

ni />! • r°n°  egualmente  del  cono  retto,  è tagliato  secondo  dei  circoli,  da 

^ e i a a sua  base;  ma  esso  gode  inoltre  della  proprietà  di  essere  an- 
cora incontrato  seguendo  circoli  da  altri  piani. 

auo  /nMP  ,SAB  {T°9-  LXXX’  A-  8)  1.  sezione  principale  di  un  cono  obli- 
ne  ’ !ic  , « C'ir*3  prodotta  dall’intersezione  di  questo  cono  con  un  piano 

EPE  DaraleU*  *1  l't*10  Avendo  condotto  MP  perpendicolare  sopra  CD,  ed 

la  base  del  “ * ’ **  con^uc*  pev  EE  ed  MP  un  piano  che  sarà  paralclto  al- 

cono , c che  taglierà  il  cono  secondo  un  Circolo  EMF.  E facile  ve- 
dere che  MP  é perpendicolare  al  diametro  EF;  dunque  Mp\=EPxPF. 

upponiamo  che  la  curva  DMC  sia  un  circolo:  la  retta  DC  sarà  un  diametro 

di  questo  circolo,  ed 
ovvero 


avremo  ancora  MP  =DPxPC;dunque  EPxPF=DP^PC, 


SP  : DP  : : PC  : PF. 
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1 due  triangoli  EDP,  CPF , hanno  dunque  un  angolo  eguale  fra  lati  pro- 
porzionali; per  conseguenza  essi  sono  simili,  e l’angolo  SCD en SEF  = SAB. 
Quando  questa  condizione  è adempita  , egli  è evidente  che  la  sezione  è un 
circolo. 

Si  conosce  ancora  la  nuova  direzione  che  bisogna  dare  ai  piani  secanti  perchè 
le  sezioni  del  cono  obliquo  siano  ancora  dei  circoli.  Queste  sezioni  sono  quelle 
che  indichiamo  sotto  il  nome  di  anti-paralelle. 

Osservazione.  Qualunque  sia  la  posizione  delle  linee  CD  ed  EF,  purché  esse 
sieno  paralelle  a quelle  che  rispondano  alle  due  serie  delle  sezioni  circolari,  è 
evidente  che  i due  triangoli  EPD  e CPF  saranno  ancora  simili;  dimodoché 
avremo  sempre  EPXPF  = DPX PC.  Da  ciò  con  facilità  si  conclude  che  CD  ed  EF 
sono  le  corde  di  un  medesimo  circolo,  e che  le  due  sezioni  circolari,  che  hanno 
queste  linee  per  diametri,  sono  situale  sopra  una  medesima  sfera  della  quale  il 
circolo  massimo  è precisamente  quello  che  contiene  le  corde  CD  ed  EF. 

CONIO.  ( Vedi  Cuneo,  Zeppa,  Bietta.) 

CONIUGATE  ) Ov ali ).  Supponiamo  che  l'equazione  di  una  curva  sia  tale  da  po- 
tersi ridurre  alla  forma  qy* — apy-i-r  = o , con  p , q,  ed  r funzioni  reali  e razio- 
nali di  x,  se  la  risolviamo,  e che  sostiluiamo  per  x in  p9 — qr  — o i valori  o,  >, 
a,  ec. , quando  incontreremo  zero;  il  che  seguirà  per  tutti  i valori  di  x che 
sono  radici  reali  dell’equazione  p*—qr=zo,  avremo  un'ordinata  unica,  la  quale 
non  potendo  in  tal  caso  attraversare  hi  curva  dovrà  essetle  tangente.  E siccome 
i valori  di  x che  sono  radici  reali  ed  ineguali  dell' equazione  s’incontrano  ad 
ogni  cambiamento  di  segno  dato  dalle  successive  sostituzioni  ( Vedi  F.quaziqsiz  ) , 
cosi  ogni  porzione  di  curva  seguita  e preceduta  da  interruzione  terminerà  o co- 
mincerà  con.  un’  ordinala  tangente.  A queste  separate  porzioni  di  curva  è stato 
dato  il  nome  di  ovali  cosiucate.  . j 

CONIUGATO  ( Geom.).  Asse  coniugato  dell’ ellisse  o dell’  iperbola.  Vedi  Assi. 

Diametro  coniugato  di  una  sezione  conica,  l edi  Diametro. 

Ovale  coniugata.  Vedi  Coridgate  ovali , e Ovale. 

Coniugalo  PC  aro.  Si  chiama  così  quel  punto  ehe  rimane  del  tutto  isotato  dalla 
curva,  questo  è ciò  che  succede  allorché  le  radici  di  un’equazione  appartenente 
ad  uua  curva  sono  immaginarie,  il  che  significa  che  vi  sarà  un  punto  senza  tan- 
gente e per  conseguenza  del  tutto  isolato  dai  rami  della  curva.  Vedi  Posti 
multipli. 

CONO  (Geom.).  Si  chiama  cosi  uno  dei  tre  corpi  rotondi  dei  quali  si  occupa  la 
geometria  elementare.  Vedi  Nozioni  prelimikazi.  n.°  55. 

Si  chiama  cono  retto,  il  solido  formato  dalla  rivoluzione  di  un  triangolo  ret- 
tangolo ABC  ( Tav.  LXXX , fig.  9)  attorno  di  uno  de’  suoi  lati  , come  AC.  In 
questa  rivoluzione  , il  lato  CB  descrive  un  circolo  BDE  , che  chiamasi  la  base 
del  cono,  e l'ipotcnusa  AB  ne  descrive  la  superfìcie  convessa. 

Per  estendere  questa  definizione  ai  cono  obliquo  , si  generalizza  dicendo  : un 
cono  qualunque  è prodotto  dalla  rivoluzione  di  una  retta  soggetta  a passare  per 
un  punto  fìsso  A ( Tav.  LXXX  , fig.  9 e io)  strisciando  intorno  di  nn  circo- 
lo BDE. 

Se  si  concepisce  quesa  retta  indefinitamente  prolungata,  essa  descriverà  nel 
suo  molo  due  superfìcie  convesse  opposte  al  vertice,  come  nella  fìg.  11. 

1.  Risulta  immediatamente  dalla  costruzione  del  cono  retto  che  tutte  le  se- 
zioni fatte  da  piani  paralelli  alla  base,  sono  circoli  i di  cui  raggi  diminuiscono 
dalla  base  fino  al  vertice,  nel  rapporto  medesimo  delle  loro  distanze  a questo 
vertice. 

a.  Tutte  le  sezioni  falle  seguendo  l’asse  AC  sono  triangoli  isosceli,  come  BAE, 
doppi  del  triangolo  generatore. 
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3.  Tutte  le  sezioni  folle  nel  cono  da  piani  che  non  sono  paralelli  alla  base, 
nè  secondo  l'asse,  sono  linee  curve  conosciute  sotto  il  nome  di  Sezioni  coliche. 

Veti  questa  paro'a. 

4.  Si  chiama  cono  tronco  una  porzione  di  cono  dalla  quale  si  è tolto  la  parie 
superiore,  tagliandola  con  un  piano  paralello  alla  base.  ACDB,  ( Tao.  l.XXX, 
fig-  >*)  s è un  cono  tronco.  Possiamo  concepirlo  come  formato  dalla  rivoluzione 
del  trapezio  AFCG  attorno  del  suo  lato  FG. 

5.  Un  circolo  dovendo  considerarsi  come  un  poligono  regolare  di  un  numero 
infinito  di  lati,  tutte  le  proprietà  de*  coni  posano  dedurti  da  quelle  delle  pi- 
ramidi ; e questa  è P unica  maniera  diretta  per  arrivare  alla  conoscenza  di  que- 
ste proprietà  : mentre  cominciare  dai  supporle  , come  si  f.i  nell1  opere  elemen- 
tari , quindi  a dimostrarle  per  mezzo  di  una  conclusione  all’ assurdo  ( Vedi  As- 
sordo ) , non  fa  conoscere  in  veruti  modo  Ih  generazione  Jell’idec,  che  le  hanno 
fatte  scoprire.  In  questo  punto  raderebbe  forse  in  acconcio  d’indicare  i difetti 
degli  Elementi  di  Geometria  adottati  pel  pubblico  insegnamento,  difatti  il 
più  essenziale  di  questi  difeiti  è quello  di  ritenere  costantemente  lo  spirilo  de- 
*u  alunni  incatenato  dalle  medesime  forme  di  ragionamento , di  modo  che  Io 
studio  di  questa  scienza,  lungi  dal  concorrere  a sviluppare  l’ intelligenza  , arre- 
sta il  suo  slancio,  e paralizza  le  sue  facoltà.  La  maggior  parte  dei  geometri,  in- 
tieramente estranei  ad  ogni  idea  fil<  sofie*  , hanno  credulo  di  portare  un  gran 
rigore  nelle  loro  dimostrazioni,  allontanando  con  premura  le  considerazioni  del- 
Vimfinito,  e sostituendovi  un’  infinità  di  argomenti  e di  costruzioni,  le  quali  però 
non  avrebbero  alcuna  significazione  senza  questo  infinito,  che  essi  si  sforzano  sì 
sconciamente  di  allontanare.  Alcuni  autori  elementari  si  sono  immaginati  di  di- 
mostrare gli  assiomi , senza  accorgersi  che  i loro  argomenti  erano  molto  meno 
evidenti  che  gli  oggetti  in  discussione;  e possiamo  dire  lo  stesso  di  autori  molto 
stimabili  d’  altra  parte,  i quali,  dopo  aver  passato  una  gran  parie  della  loro  vita 
a fare  e disfare  la  teoria  xlelle  para/elle , hanno  presentato  quindi  come  una  bella 
scoperta  una  pretesa  dimostrazione  dell1  eguaglianza  dei  tre  angoli  di  un  trian- 
golo a due  angoli  retti,  fondata  sopra  una  costruzione  successiva  di  triangoli, 
V ultimo  dei  quali  deve  avere  due  angoli  infinitamente  piccoli  ! (Vedi  Geome- 
tria di  Legendre).  Ma  in  altra  parte  ritorneremo  sopra  tutte  queste  questioni 
le  quali  reclamano  una  coroplela  riforma.  Vedi  Geometri*  e Filosofia  delle 
Matematiche. 

6.  Teorema.  La  superficie  convessa  del  cono  retto  è eguale  alla  metà  del 
prodotto  della  circonferenza  della  sua  base  per  il  tato  del  cono. 

Si  chiama  lato  del  cono  qualunque  retta  condotta  sopra  la  superficie  convessa 
dal  vertice  alla  base. 

La  superficie  di  una  piramide  regolare  ( Vedi  Piramide)  senza  comprendervi 
la  base,  è eguale  alla  metà  del  prodotto  del  perimetro  della  base  per  l’apotema. 
Ora,  più  la  piramide  ha  lati,  e più  la  differenza  fra  la  sua  Costola  e il  suo  apo- 
tema  diviene  piccola;  e quando  il  numero  di  questi  lati  è infinitamente  grande, 
caso,  in  cui  la  piramide  diviene' un  cono,  la  costola  e Papolema  si  confondono 
e divengono  l1  una  e l'altro  il  lato  del  cono:  dunque  la  superficie  convessa  del 
cono  è ancora  eguale  al  semiprodotto  del  perimetro  o della  circonferenza  della 
sua  base  per  il  suo  lato. 

Se  indichiamo  con  r il  raggio  della  base  di  un  cono  retto,  e con  h l'altezza 
di  questo  cono  , il  suo  lato  sarà. 

poiché,  nel  triangolo  generatore  ( 7W.  LXXX  . fig.  9)  ABC,  abbiamo 
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» — » — a 

AB  = BC  -+■  AC  . Se  dunque  ir  esprime  la  semicirconferenza  il  di  cui  raggio  è 
1'  unità,  2xr  sarà  la  circonferenza  il  di  cni  raggio  è r , o la  circonferenza  della 
base  del  cono,  e 

rtr\h%-+-r* 

sarà  la  sua  superficie  convessa. 

La  superficie  convessa  del  cono  obliquo  è 1’  oggetto  di  un  problema  difficilis- 
simo che  abbisogna  dei  soccorsi  del  calcolo  differenziale.  Vedi  Quadratosi. 

•).  Teorema.  La  superficie  convessa  del  cono  tronco  ACBD  (Tav.  LXXX  , 
fig.  la)  i eguale  al  prodotto  del  suo  lato  AC  per  ta  semisomma  delle  circon- 
ferente delle  due  basi. 

Infatti,  la  superficie  convessa  del  cono  intero  AEB  è,  per  ciò  che  precede, 
eguale  a 

— cir.  AFXAE, 

2 


cir.  AF  indicando  la  circonferenza , di  cui  AF  è il  raggio,  o la  circonferenza 
della  base.  Egualmente  la  superficie  convessa  del  cono  tolto  CED  è eguale  a 

— cir.  CGXCE. 

2 

Dunque  la  superfìcie  contessa  del  cono  tronco  ACDB',  differenza  fra  la  superfì- 
cie contessa  del  cono  intero  e quella  del  cono  sottratto,  è eguale  a 

— cir.  AFXAE  — — cir.  CGXCE. 
a a 


Ora,  AE=  AC-t-CE,  possiamo  mettere  perciò  quest' ultima  espressione  sotto  la 
forma 


cir.  AFXAC-f-  j [cir.  AF  — cir.  CGJXCE  . . . . (i)  ; 


Ma  abbiamo,  a motivo  de’ triangoli  simili  AFE,  CGE, 
AF  : CG  : : AE  : CE 

e per  conseguenza 


cir.  AF  : cir.  CG  : : AL  : CE , 
proporzione  donde  si  ricava 

cir.  AF  — cir.  CG  : cir.  CG  : s AE  • — CE  t CE , 


e,  quindi 

[cir.  AF  — cir.  CG]XCE=acir.  CGXAC. 

Sostituendo  questo  valore  nell’ espressione  (i),  avremo  per  la  superficie  oonveua 
del  cono  tronco  1’  altra  espressione 

j[cir.  AF-t-cir.  CG]XAC 

dunque,  ec. 

Di*,  di  Mai.  Voi.  Ili.  5 
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8.  Teoremi.  Il  volume  del  cono  è eguale  al  tcYzo  del  prodotto  della  sua 
base  per  la  sua  altezza.  V tdi  Piramide. 

Indicando,  come  «opra  , per  r il  raggio  della  fuse,  e per  h la  «ita  altezza, 
la  quale,  nel  cono  retto  è la  medesima  dell'asse,  avremo,  V essendo  il  volume, 

\=Lrr*/i. 

q.  Corollario.  Il  volume  di  un  cilindro  essendo  eguale  al  prodotto  della  sua 
base  per  la  sua  altezza  [Vedi  Ciliudbo),  un  cono  è il  terzo  del  cilindro  della  me- 
desima base  e della  medesima  altezza. 

io.  Teorema.  R essendo  il  raggio  della  base  inferiore  di  un  cono  tronco , 
r il  raggio  della  base  supcriore  e H /'  altezza  del  tronco,  il  volume  del  cono 
tronco  è eguale  a 

mentre,  se  h indirà  l'altezza  del  cono  totale,  h — H sarà  quelle  del  cono  sot- 
trailo, e » volumi  di  questi  coni  saranno 

Y ir  R*/i  , y r*(A- H). 

Così  il  volume  del  cono  tronco,  essendo  la  differenza  di  questi  due  volumi, 
sarà 


I-  n R*A  — j ir  r»(A — H) , 

OTTtrO 


•j  [u  R’A — sr’i+s/'HJ  . . . . (a)  ; 


ma  le  circonferenza  delle  bari  stanno  fra  loro  come  le  aliene  dei  coni  ; abbiamo 
perciò 

rH  : rrr  : : A : h— H , 

proporzione  che  dò 


e quindi 


n rA  = ir  R A — ir  RH , 


R/i  ss  RH-wA. 


Sostituendo  nell' espressione  (a),  in  luogo  di  irr*A  , la  quantità  uRrA  — ir  R/-H  , 
che  4 eguale,  e riduccndo,  si  ottiene 


j ir  [R(RlI—rA)— R/-A-t-R/-H-*-r*n], 

ovvero 


j ir  [R’H-t-R/-H-+-r*H  ] , 

il  che  è la  medesima  cosa  della  proposizione  enunciata. 

Risulta  ancora  dai  teoremi  precedenti: 

i*°  Cta  i coni  della  medesima  base  stanno  come  le  respeltirc  altezze; 
a.”  Che  i coni  delle  medesime  altezze  stanno  come  le  respeltive  basi. 
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ii.  S»  chiamano  ermi  simili , quelli  i di  cui  ani  stanno  come  i diametri  delle 
basi  rispettive. 

I volumi  di  due  coni  simili  stanno  nel  medesimo  rapporto  dei  cubi  delle  rc- 
spettive  altezze,  o dei  cubi  dei  diametri  delle  basi  respettive. 

CONOIDE.  (Geom.).  Solido  formato  dalla  rivoluzione  di  una  sezione  conica  in- 
torno del  suo'  asse.  Questi  corpi  hanno  diverse  denominazioni  secondo  la  natura 
della  curva  che  gli  genera;  cosi,  la  conoide  parabolica , che  chiamasi  ancora 
paraboloide  (Vedi  questa  parola),  risulta  dalla  rivoluzione  della  parabola;  la 
conoide  ellenica,  o sferoide  ( Vedi  questa  parola)  risulta  da  quella  dell’  elisio, 
e la  conoide  iperbolica  (Vedi.  Ifebuomca)  da  quella  dell’  ipcrbola. 

CONONE  di  Samo,  astronomo  e geometra  celebre  deU'antichiUi,  viveva  verso  la  CXX 
o ia  CXXX  Olimpiade,  circa  260  o 3oo  anni  avanti  Gesù  Cristo.  Nessuno  degli 
scritti  di  Conone  è giunto  fino  a noi,  ma  le  testimonianze  onorevoli  di  Seneca,  di 
Virgilio,  di  Callimaco  o di  altri,  e soprattutto  il  rammarico  espresso  da  Àrchimode 
per  la  morte  prematura  di  Conone,  gli  assegnano  un  posto  distinto  nella  storia 
della  scienza,  c fanno  riuscir  grave  la  perdita  delle  sue  opere.  Si  rileva  dalla 
prefazione  del  Trattato  delle  spirali  che  Archimede  gli  aveva  mandato  parecchi 
teoremi  sulla  sfera  e sul  cono,  c sebbene  Conone  non  ne  avesse  indovinate  le 
dimostrazioni,  il  grande  arolù letto  di  Siracusa  cosi  si  esprime  a di  lui  riguardo: 
» EgK  le  avrebbe  certamente  trovate  se  fosse  abbastanza  vissuto,  vi  avrebbe  ag- 
» giunto  nuovi  teoremi,  ed  avrebbe  fallo  avanzare  la  scienza,  poiché  aveva  una 
*»  sagacità  straordinaria  ed  un  grande  amore  per  V applicazione  ».  Cominciando 
il  Suo  Trattato  della  quadratura  della  parabola , Archimede  esprime  ancora  la 
sua  opinione  sul  sapere  c sul  carattere  di  Conone:  » Era  rato  amico,  dice  egli, 
» ed  era  un  uomo  ammirabile  nelle  matematiche  ».  Apollonio  gli  è meno  favorevole 
nel  IV  libro  delle  sue  Setioni  Coniche.  Si  rileva  da  esso  che  Conone  aveva  determi- 
nato il  numero  dei  punti  che  possono  esser  comuni  ad  un  circolo  0 ad  una  sezione 
conica,  ovvero  a due  sezioni  coniche,  senza  che  le  due  curve  si  confondano;  ma  si 
era  ingannato  nella  dimostrazione  del  suo  teorema.  Nicotelc  di  Cirene  aveva  scrii  lo 
contro  Conone  per  provare  il  suo  errore;  ma,  trasportato  dalla  nimicizia , aveva 
dello  non  esservi  nulla  di  utile  nell’opera  di  Conone.  Apollonio  trova  questo 
giudizio  troppo  severo,  e pensa  che  se  i teoremi  di  Conone  non  sono  di  una  ne- 
cessità indispensabile  possono  almeno  abbreviare  molle  dimostrazioni.  Finalmente 
si  scorge  nella  proposizione  XVIII  del  libro  IV  delle  Collezioni  matematiche 
di  Pappo,  che  Conone  aveva  proposto  ai  geometri  di  trovare  la  teoria  della  spi- 
rale, e che  forse  tal  circostanza  ha  dato  origine  al  Trattato  sulle  Elici  di  Ar- 
chimede. Questo  è quanto  si  sa  di  Conone  come  geometra. 

Come  astronomo,  vediamo  clic  un  commentatore  di  Tolomeo,  in  una  nota  ag- 
giunta oll'opereUa  sulle  apparizioni  delle  stelle  fisse,  cita  Conone  tra  quelli  clic 
hanno  fatto  le  loro  osservazioni  in  Italia.  Seneca,  nelle  sue  Questioni  naturali 
(VII,  3),  ci  dice  che  aveva  raccolto  gli  eccitisi  solari  osservati  in  Egitto.  Virgulto 
lo  ha  nominato  in  questi  versi  della  terza  egloga: 

In  medio  duo  tigna:  Canon , et,  quis  fuit  alter , 

Descripsit  radio  totum  qui  gentibus  orberà  , 

Tempora  quae  messor , quae  curvus  arator  haberet. 

Ma  ciò  che  soprattutto  farà  vivere  il  suo  nome  è il  poemcllo  di  Callimaco  sulla 
chioma  di  Berenice,  tradotto  da  Catullo,  e al  quale  diede  occasione  l’improv- 
visa sparizione  del  riccio  di  capelli  consacralo  a Venere  da  Berenice  sorella  c mo- 
glie di  Tolomeo  Evcrgcte  al  ritorno  da  una  guerra  che  questo  principe  aveva 
vittoriosamente  sostenuta  in  Asia.  Il  poeta  finge  che  Venere  V avesse  fatto  rapire 
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da  Pegaso  per  collocarlo  in  cielo,  siccome  Bacco  ri  aveva  collocalo  Arianna.  Cal- 
limaco in  appoggio  della  sua  finzione  cita  la  testimonianza  di  Conone,  il  quale 
aveva  veduto  brillare  in  cielo  la  nuova  costellazione  ; e per  dare  anche  più  cre- 
dilo a tale  testimonianza  rammenta  con  enfasi  i varj  lavori  dell'  astronomo.  I 
versi  di  Callimaco  non  sono  giunti  fino  a noi,  ina  tutti  conoscono  la  bella  tradu- 
zione che  ne  ha  fatta  Catullo: 

Omnia  qui  magni  dispexit  lumina  mundi. 

Qui  steli  arum  ortus  comperit  atque  orbitai  : 

Flammeus  ut  rapidi  solis  nilor  obscuretur 
Ut  cedant  certis  riderà  temporibus , 

Ut  Triviam  J'urtim  sub  Latmia  saxa  relegans 
Dulcis  amor  gyro  devocet  aerio: 

Idem  me  ille  Conon  coeletti  lamine  vidi t 
E Bereniceo  vertice  caesariem  ' 

Fulgentem  dare: 

È da  credere  che  Conone  non  sia  autore  di  questa  metamorfosi  poetica , e 
che  Callimaco  si  valesse  del  suo  nome  senza  consultarlo.  Non  pare  però  che  la 
nuova  costellazione  venisse  tosto  adottata  dagli  astronomi  |di  Alessandria.  Erato- 
stene  che  viveva  verso  quell'epoca  ne  fa  menzione  di  volo  ne'suoi  Caratterismi 
in  seguito  alla  costellazione  del  Lione;  ma  tale  opuscolo  viene  generalmente  con- 
siderato come  apocrifo.  Tolomeo,  che  viveva  circa  trecento  anni  dopo  Conone,  non 
ne  cita  che  due  o tre  stelle  che  pone  come  informi  in  seguito  alla  costellazione 
del  Lione.  Egli  le  indica  colla  parola  sràózauo;  (riccio);  era  questa  la  parola 
usata  da  Callimaco,  che  Catullo  ha  tradotta  per  caesariem.  Le  carte  moderne 
rappresentano  una  chioma  tutta  intera;  ma  non  era  che  un  riccio,  il  che  è pro- 
vato da  queste  parole  di  Catullo 

Abjunctae  paulo  ante  comae  mea  fata  sorores 
Lugebant , , . . 

Non  si  avverti  punto  a tale  particolarità,  e si  fece  attenzione  soltanto  al  titolo 
dell'elegia.  De  coma  Berenìces. 

CONRAD  ( BsLDsssaaaz) , gesuita,  nato  nel  1 55q , a Neiss  nella  Slesia,  professore 
di  matematiche  nell'  università  di  Olmutz,  morto  nel  :(ì6o,  ha  pubblicato:  I No- 
va tabularum  chronographicarum  ratio , edita  ad  specimen  tabularum  utrius- 
que  hemisphaerii , in  cono  rectangulo , cujus  basis  est  aequator  terrae,  vertex 
vero  polus , Praga,  i63o,  II  Propositiones  physico-mathematicae , de  fiamma 
viridi , de  ortu  et  interitu  flammae , Olmutz,  i63g,  in-4-  Lavorava  ad  una 
grand’opera  di  fisica  intitolala  : Telcdioptricae , sulla  quale  aveva  consultato  i 
primi  matematici  del  suo  tempo;  mori  prima  che  ne  avesse  terminato  gli  ultimi 
capitoli. 

CONSEGUENTE  (Aritm.).  Si  dà  questo  nome  al  secondo  termine  di  un  rap- 
porto , cioè  a quello  col  quale  si  paragona  l'antecedente.  Vedi  Aktscedektb,  R ac- 
corto e Propohzione. 

CONSEQUENTIA  ( Astron.).  Parola  latina  usata  in  astronomia  per  esprimere  il 
moto  reale  o apparente  di  un  astro  secondo  l'ordine  dei  segni  dello  zodiaco,  cioè 
da  occidente  in  oriente.  Cosi  si  dice  che  una  stella,  un  pianeta  o una  cometa  si 
muove  o pare  che  si  muova  in  consequentia,  quando  si  muove  o pare  che  si 
muova  da  occidente  in  oriente.  Questa  parola  è opposta  ad  antecedenlia.  Vedi 
Anticumwtii. 
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CONSERVAZIONE  DEL  CENTRO  DI  GRAVITA’.  ( Mec ...  Se  consideriamo  due 
corpi  qualunque  come  formanti  un  sistema,  il  di  cui  centro  di  gratili  aia  aituato 
•opra  la  retta  immaginaria,  che  possiamo  supporre  condotta  dal  centro  di  graviti 
di  uno  di  questi  corpi  o dal  cestro  di  gratili  dell'altro,  questo  centro  comu- 
ne di  gratili  gode  di  una  proprietà  degna  d'  osservazione,  ed  è che  il  molo  che 
esso  può  avere , secondo  che  uno  dei  corpi  si  muove  o che  tutti  due  si  muova- 
no tanto  nella  medesima  direzione  quanto  in  direzioni  opposte,  non  prova  nes- 
sun cangiamento  dall’  urto  di  questi  corpi.  Questa  proprietà  che  in  meccanica 
viene  indicata,  sotto  il  nome  di  principio  deila  conservazione  del  molo  del 
centro  di  gravità  nell'  urto  de'  corpi , può  dimostrarsi  assai  semplicemente  co- 
me segue.  i 

Siano  M ed  M’  ( Tav.  LXXXI,  Jig.  i.)  i due  corpi,  B e C le  posizioni  de’lo- 
ro  centri  respettivi  di  gravità  un  momento  avanti  l’urto,  e G quello  del  centro 
di  gravità  del  sistema  nel  medesimo  momento.  Prendiamo  un  punto  qualunque 
A sopra  la  direzione  de'  mobili,  e indichiamo  AB  con  o,  AG  con  x e AC  con 
b ; se  consideriamo  la  massa  di  ciascun  corpo  come  se  fosse  riunita  al  suo  centro 
di  gravità,  e la  massa  totale  del  sistema  M-t-M'  come  similmente  riuoita  al  suo 
centro  comune  di  gravità,  avremo  in  virtù  della  teoria  de’  momenti  ( Vedi  que- 
st a parola  ) 

{ M-t-M')x  = Mo-t-M' A 

poiché  le  masse  sono  proporzionali  ai  pesi,  e M-+-M'  è la  risultante  di  M e di 
M'.  Le  quantità  a,  6,  x,  variando  col  tempo  del  moto,  sono  funzioni  di  que- 
sto tempo,  cosi,  differenziando  l’equazione  precedente  rapporto  al  tempo  t , 
verrà 


- »,  d x da  »,  db 

(M-t-M', 

da  db  dx 

ma  e rappresentando  le  velocità  de’  mobili  dopo  il  tempo  r,  e — 

quelle  del  centro  di  gravità  del  sistema,  perciò,  chiamando  V,  V',  ss  queste 
velocità  avanti  l'urto  e v,  S u’  quelle  dopo  l’urto,  avremo,  avanti  l’urto 


e quindi 
doode 


(M-+-M,)u=MV-+-M,V', 


MV+ll'V' 
M==  M-+-M' 

Dopo  1’  urlo  le  velocità  essendo 


(<). 


, dx  da  t db 

de  ’ de  ’ dt 


troveremo  egualmente 

, Mv+BV 
u ~ M-t-M'  (2)- 

Per  paragonare  adesso  i valori  di  « e di  bisogna  osservare  che  se  i corpi 
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ion  duri  la  lorn  velocità  è la  tleiu  dopo  I’  urto,  e clic  questa  velocità  lu  per 
«pressione  ( Fedi  U«to) 


MV-r-M'V' 

M-+-M' 


(S) 


in  questo  coso,  os=e>'  e per  conseguents 


, Mo-t-MV 

fi'-—  — Lf. 

31-+-M' 

Ora  il  valore  (3)  di  v è precisamente  quello  che  abbiamo  trovalo  di  sopra  per 
ri,  dunque  ej'c=;<*,  vale  a dire  che  quando  i corpi  son  duri,  la  veloci  là  del  cen- 
tro di  gravità  è la  medesima  avanti  e dopo  I*  urto. 

Se  1 corpi  sono  elastici  abbiamo  : 

_ MV-M'V-t-2M'V' 

V M-t-M'  ■’ 


, M'V'--MV'-4-2MV 

V * "“M-t-M' 

sostituendo  questi  valori  nell’ equazione  (2),  viene 

MV-+-M'V' 

" M-JhM'- 


donde  si  conclude  sempre  usa.  Cosi  qualunque  sia  la  natura  de’  corpi  il  prin- 
cipio enunciato  ha  luogo. 

CONTATTO  (Geom.)  11  punto  di  contatto  chiamasi  quello  in  cui  una  linea  retta 
tocca  una  linea  curva,  o quello  nel  quale  due  lince  curve  si  toccano. 

v.  I problemi  relativi  ai  contatti  dei  circoli  tra  loro  o con  rette,  e «he  per 
conseguenza  sono  risolubili  per  mezzo  di  costruzioni  elementari  possono  dividersi 
in  due  classi 

i.*  Classe.  Quando  si  tratta  di  condurre  una  retta  tangente. 

a.*  Classe.  Quando  si  vuol  descrivere  un  circolo  tangente. 

a.  Ter  determinare  una  retta  sono  necessarie  e bastano  due  condizioni. 

Nei  problemi  della  prima  classe  con  i quali  in  sostanza  non  si  cerca  che  di 
determinare  una  retta  potranno  aversi  perciò  le  seguenti  condizioni. 

Che  essa  sia  tangente  a un  circolo. 

a.*  Che  passi  per  un  punto  doto. 

3.*  Che  faccia  un  ongolo  con  uua  retta  data. 

3.  Parimente  per  determinare  un  circolo  sono  necessarie  c bastano  tre  con- 
dizioni. 

Dunque  nei  problemi  della  seconda  classe,  nei  quali  in  sostanza  non  si  cerca 
che  di  determinare  un  circolo,  potranno  aversi  perciò  le  seguenti  condizioni. 

1. *  Che  sia  di  raggio  dato. 

2. "  Che  il  centro  sia  in  un  punto  dolo. 

3*  Che  passi  per  un  punto  dato, 

4 " Che  sia  tangente  a una  retta 

5."  Che  sia  tangente  a un  circolo. 

4<  Dalla  combinazione  fra  loro  di  queste  condizioni  risultano  i diversi  problc- 
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mi  che  si  possono  formare  sopra  i contai  li»  e che  esporremo  io  questo  articolo, 
servendoci  delia  geometria  elementare  per  alcuni  problemi , e della  geometria 
anolitica  per  altri. 

Prima  Classe 

5.  Problema.  Condurr 0 una  retta  tangente  a un  circolo  e che  patti  per  un 
punto  dato. 

Sia  T il  punto  dato  ( fai».  LXXXI,yJg.  2)  etl  O il  centro  della  circonferenza. 
Unisco  il  punto  T col  centro  O,  suppongo  condotta  la  tangente  , e sia  TA  con- 
duco il  raggio  OA  al  punto  di  tangenza  che  prolungo  di  una  lunghezza  ÀP=OA, 
le  rette  TA  e OA  saranno  perpendicolari  fra  loro,  avremo  perciò  TO=TP,  e la 
tangente  TA  dividerà  la  retta  OP  in  due  parti  eguali  nel  punto  A.  Da  ciò  dedu- 
ce*! il  seguente  modo  di  condurre  la  tangente  da  un  punto  dato  ad  una  cir- 
conferenza. 

Fatto  centro  in  T e con  un  raggio  eguale  TO  descrivo  una  circonferenza 
che  taglierà  il  circolo  dato»  quindi  fatto  centro  in  O o con  un  raggio  eguale  al 
diametro  della  circonferenza  data,  segno  un  punto  P sopra  la  circonferenza  de- 
scritta col  raggio  TO,  unisco  il  punto  O col  punto  P e unisco  il  punto  A ove 
la  retta  OP  taglia  la  circonferenza  OA  col  ponto  dato  T,  e TA  sarà  la  tangente 
domandata.  Infatti  dalla  costruzione  che  abbiamo  fatta  TA  divide  in  duo  parti 
eguali  la  corda  OP,  dunque  essa  è perpendicolare  sul  mezzo  della  corda  OP,  c 
perciò  TA  è una  perpendicolare  all' estremità  del  raggio  OA  ; dunque  essa  è 
tangente. 

Perchè  le  circonferenze  TO  ed  OA  si  taglino  , vale  a dire  affinchè  il  trian- 
golo POT  sia  possibile  bisogna  avere  PO<PT-i-TO«CaTO,  cioè  OA<TO:  ciò  è lo 
stesso  che  dire  che  il  punto  T dev’essere  fuori  del  circolo  OA.  Di  più  siccome 
allora  vi  sono  necessariamente  due  punti  d’intersezione  P,  P' , ne  risulta  ancora 
due  punti  di  tangenza  A,  A# , e due  tangeutf  TA,  TA',  le  quali  risolvono  egual- 
mente il  problema. 

Se  TO  = OA,  vale  a dire  se  il  punto  T è sopra  la  circonferenza  data,-)*  due 
circonferenze  TO  ed  OA  sono  allora  eguali,  la  conia  OP  diventa  un  diametro  e 
si  confonde  con  OT , e per  conseguenza  il  punto  A col  punto  T,  la  costruzione 
non  dando  più,  pel  punto  di  tangenza  cercato,  che  il  medesimo  punto  T,  non 
indica  niente:  il  che  proviene  da  volere  applicare  al  caso  in  cui  il  punto  dnto 
sia  sopra  la  circonferenza  , un  modo  di  risoluzione  che  non  è stato  trovato  che 
nell’ipotesi  in  cui  questo  punto  fosse  esterno.  Del  rimanente  non  dobbiamo  in 
questo  caso  per  risolvere  tl  problema,  che  elevare  una  perpendicolare  all’estre- 
mità del  raggio  OT  ( Vedi  Circolo  n.°  49  )• 

Finalmente  non  vi  è alcuna  soluzione  possibile  se  il  punto  T ò nell’ interno 
del  circolo  OA , perchè  le  circonferenze  OT  ed  OA  non  hanno  in  questo  caso 
verun  punto  comune. 

G.  Problema.  Condurre  una  retta  tangente  a due  circoli. 

Si.ino  O eil  O'  (Tao.  LXXXI ,Jig.  3)  i circoli  dati.  Supponiamo  condotta  la 
Ungente  comune  ai  due  circoli  e sia  questa  TT',  e di  cui  il  prolungamento  in- 
contri in  B la  retta  MS  condotta  per  I centri  O ed  CX,  so  il  punto  B fosse  co- 
nosciuto, la  questione  si  ridurrebbe  a condurre  da  questo  punto  una  tangonte 
ad  uno  dei  circoli , questa  retta  sarebbe  tangente  ancora  all*  altro.  Basta  perciò 
di  determinare  la  distanza  OB.  Per  arrivarvi , si  tira  una  paralella  O'P  » BT 
* TnS%'1  , O T'  essendo  perpendicolari  alla  tangente  BT  sono  paralelli  , e i 
triangoli  simili  OPCX , OTB,  danno 

OP  : OT  : : 00'  : OB , 

0T’er0  OT— O'T'  : OT  ::  00'  : OB  . . . . (i) 
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Ora,  »i  conoscono  i raggi  OT,  O'T*  e la  distanza  OO'  dei  centri,  perciò  la  pro- 
porzione (i)  determinerà  OB. 

Condncendo  pel  ponto  B due  tangenti  BT,  Br , ad  uno  dei  circoli , esse  sa- 
ranno tangenti  all’altro  circolo. 

La  proporzione  che  dà  OB  , esprime  solamente  che  i raggi  OT,  O'T'  , sono 
parateli).  Per  conseguenza  se  si  tira  una  retta  dalie  estremità  D,  d di  due  raggi 
parateli!  qualunque  OD,  O'd  situali  da  una  medesima  parte  di  MN  , questa 
retta  incontrerà  SIN  al  medesimo  punto  che  la  tangente  comune  ai  due  circoli. 
Infatti  tirando  la  paralella  ()'//  a D d i triangoli  simili  OyO' , ODB  danno 

0</  : OD  ::  OO'  : OB, 

ovvero 

OD-O'd  : OD  ::  OO’  : OB (a), 

e le  proporzioni  (i)  e (a),  danno  evidentemente  Io  stesso  valore  di  OB.  Osser- 
vazione cho  somministra  uo  modo  facilissimo  per  costruire  il  punto  B. 

£ facile  di  vedere  che  possiamo  ancora  condurre  due  altre  tangenti  comuni 
TB'r,  T'BV  ( Tao.  LXXXI , Jlg.  ^),  ai  circoli  dati.  Per  trovare  il  punto  B' 
ove  la  tangente  taglia  la  retta  C c che  unisce  i centri  C,  e.  Si  condurrà  la  retto 
CTA,  e ti  condurrà  una  paralella  cE  a <T  ; i trianfc  K simili  Cpc,  CTB'  daranno 

■Cp  : CT  ::  Cc  : CB', 

ovvero 

CT-t-cr  : CT  : : Ce  : CB' 

Quest’ ultima  proporzione  determinerà  l’incognita  CB'. 

Vedremo,  con  ragionamenti  analoghi  a quelli  che  abbiamo  fatto  di  sopra,  che 
per  costruire  il  punto  B' basta  di  tirare  una  retta  Dd,  per  le  estremità  D,  d, 
di  due  raggi  paralclli  qualunque  CD,  cd  , situati  da  una  parte  e dall’altra  della 
retta  MN  ; questa  retta  incontrerà  SIN  al  punto  B'  cercato;  e tirando  da  que- 
sto punto  due  tangenti  Tt,  TV,  ad  uno  dei  circoli,  esse  saranno  tangenti  an- 
cora all’  altro  circolo. 

Premesso  ciò  : quando  i circoli  sono  esterni  1’  uno  all’  altro  e non  hanno  al- 
cun punto  comune,  le  precedenti  costruzioni  determinano  le  quattro  tangenti  co- 
muni che  possiamo  condurre  a questi  due  circoli. 

Se  quindi  concepiamo  che  i circoli  si  muovano  in  maniera  che  i loro  centri 
c,  C,  si  avvicinino,  i circoli  diverranno  tangenti  esternamente,  e le  due  tan- 
genti TB'r,  T'B si  riuniranno  in  una  sola;  quindi , i circoli  tagliandosi , non 
esisteranno  che  due  tangenti  comuni,  i centri  continuando  ad  avvicinarsi,  i cir- 
coli diverranno  tangenti  internamente  , e le  duo  tangenti  precedenti  si  confon- 
deranno; finalmente,  quando  i circoli  saranno  l'uno  nell' altro,  essi  non  avranno 
più  veruna  tangente  comune. 

Rimarrebbe  per  completare  la  prima  classe  dei  problemi  sopra  i contatti , 
il  problema  di  condurre  una  retta  tangente  a un  circolo  e c/le  faccia  un  angolo 
dato  con  una  retta , ma  veduto  come  si  risolvano  tali  problemi  per  mezzo 
della  Geometria  elementare,  è meglio  di  nuovamente  risolverli  coll'aiuto  del- 
l'applicazione dell’ algebra  alla  Geometria,  metodo  soggetto  ad  una  maggior 
generalità. 

7.  PaoBLtsA  1.  Per  un  punto  dato  (*,  y ) , condurre  una  tangente  ad  un 
circolo , 

Supponiamo  ebe  il  circolo  sia  riportato  ad  assi  rettangolari  che  passino  pel  suo 
centro. 
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L'  equazione  del  circolo  essendo 

y*+x*  = r» (i) 

quella  della  retta  cercata  è della  forma 

y-y'  x=a(x— x')  ....  (a) 

(Tedi  Applicszionb  dell’  Algebba  a li.  a Gbombtkia  n*  59.). 

Per  esprimere  prima  ili  tutto  che  il  circolo  e la  retta  ai  tagliano,  bisogna  com- 
binare le  loro  equaxioni , supponendo  che  le  * e le  y fieno  le  medesime.  Ora 
l'equaxione  (a)  dì 

y = ax+-y' — ax'  ; 

donde,  sostiuendo  nell’equazione  (1)  e riducendo, 

(a*y-i)x*y-2a(y‘  — <zx')x-l  (y' — ax')*— r*  = o ....  (3). 

Attribuendo  ad  a dei  valori  particolari,  si  otterrebbe  una  serie  di  secanti  al 
circolo,  di  cui  i due  punti  d’intersezione  avrebbero  per  ascisse  i valori  di  x 
dedotti  dall’ equazione  ^3)  , e per  ordinate  i valori  di  y dedotti  dall’ equazio- 
ne (a),  dopo  avervi  messo  per  a ed  x i loro  valori. 

Adesso,  se  vogliamo  che  la  retta  diventi  tangente,  bisogna  che  le  due  radici 
dell'equazione  (3)  siano  eguali,  vale  a dire  che  risoluta  l’equazione  rapporto  ad 
x,  la  quantità  sotto  il  segno  radicalesia  eguale  a zero,  ciò  somministra  l'equa- 
zione di  condizione  fra  i coefficienti  ( Vedi  Equazioni  di  secondo  esano). 

4a*Cr'— ax')*— 4(o»-+-i)[(/—  ax1)*—, r*]s=  o ....«), 
o,  dividendo  per  4 e sopprimendo  le  due  quantità 

a*{y'—ax')* , —a*(y1 — ax')* 
che  si. distruggono  ....  — ( y ' — ax')2-t-(oa-+-i)r1  = o, 

equixione  che  allorché  abbiamo  sviluppato  i calcoli  e ordinato  rapporto  ad  a, 
diventa  • 

(r*-x'*)a*-y-2x'y'a*hr*—y'*  — o ....  (5). 

Da  questa  equazione,  ai  deduce,  fatta  ogni  riduzione 


— \j *'*+/*— r*. . ■ ■ (6), 


espressione  che  sostitnita  nell’  equazione  (a)  darà  1’  equazione  della  tangente  do- 
mandala. 

8.  II  risultamento  (6)  prova  che  per  un  punto  dato  N (Tot*.  LXXXI,_/fg.  5), 
è , in  generale,  possibile  di  condurre  due  tangenti  NM,  SM'  alla  circonferenza. 
Tuttavia,  siccome  è necessario,  perciò,  che  i due  valori  di  a siano  reali  e ine- 
guali , dobbiamo  avere 


» » a sa  a —a  a 

x'  -y-y  , ovvero  a motivo  di  x'  -t -y  = OS  , . . OS  > OH  ; 

dunque  il  punto  (x',  y1)  dev’  estere  sitnato  fuori  del  circolo. 

Se  supponiamo  x'*y-y'*=  r* , nel  qnal  caso  il  punto  dato  si  trovi  sopra  la 
curva,  il  doppio  valore  di  a ai  riduce  ad  uo  solo 


x' 

ovvero  0= ? 

r 

a motivo  che  y'*  ss  /-*  — x'1. 

Diz  di  Mal.  Val.  HI.  C 
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con 


Infatti,  dopo  quell»  supposizione  si  riconosce  che,  I*  equazione  (5)  diventa 

a,/*+ja*y+i"  = o , 

ovvero 

(qr'-t-x')*s=  o; 

donde 


f 


Per  distinguere  questo  caso,  dal  caso  generale,  converremo  d'indicare  il  punto 
dato,  che  non  è altra  cosa  che  il  punto  di  contatto,  per  (x'',  y") ; cd  allora 
avremo  per  1’  equazione  della  tangente  al  circolo,  in  uu  punto  di  questa  curva , 


= - pr  « = -pr  • 


9.  Se  x'*-4-y'*<r*,  il  radicale  diventa  immaginario;  e questo  è ciò  che  deve  suc- 
cedere poiché  in  questo  caso  il  punto  (x',  y' ) sarebbe  interno  alla  curva  , ed  è 
evidente  che  allora  non  vi  può  essere  veruna  tangente  comune  ai  due  circoli. 

10.  Osservatone  snl  metodo  che  abbiamo  esposto.  Formando  con  P aiuto  delle 
equazioni  (1)  e (a)  un' equazione  in  y solamente,  ciò  che  equivale  a sostituire 


nell'equazione  (t)  il  valore  di  x = 


y~{y>—  ax') 


ricavato  dall'  equazione  (a),  si 


trova 


(<a*-t-i  )/*—  *(y' -ax')y-k-[j' —ax'f—axr*  =n  o ; 


e se  vogliamo  che  la  retta  diventi  tangente,  bisogna  esprimere  che  le  due  ra- 
dici di  questa  equazione  sono  eguali  ; ciò  che  dì  fra  i coefficienti  l'equazione  di 
condizione 

4(/-ax')*-4(oM-!  = o , 

o,  dividendo  per  4 e sopprimendo  le  quantità  (fi — a*')*,  » — (fi — az')’  che  ai 
distruggono, 

a*[(y' — ax')* — r*(a*-+-i  )]  =s  o . 

Ora  questa  equazione  può  essere  soddisfatta  in  due  maniere,  cioè  facendo 
o*=o,  quanto  facendo  (fi — ax')* — r*(a*-t-i)  = o. 

L’ultima  di  queste  due  relazioni  è per  verità  identica  con  la  relazione  (5) 
ottenuta  dall’equazione  in  x;  ma  si  trova  nel  medesimo  tempo  per  soluzio- 
ne, a*  =0. 

Di  piò  se  risalghiamo  all’equazione  (4)  del  numero  7,  e che,  senza  avere  ri- 
guardo alle  riduzioni  de'  termini  simili , sviluppiamo  i calcoli , otteniamo  un 
equazione  del  quarto  grado  in  a della  quale  per  verità,  i coefficienti  di  a*  e 
di  a*  sono  nulli.  Ma  sappiamo  dall'  algebra  che  una  simile  equazione  ba  due 
delle  sue  radici  infinite.  Cosi  l’equazione  (4),  oltre  i due  valori  che  dà  l’equa- 
zione (5),  contiene  ancora  implicitamente  due  radici  infinite,  a=  » , a = co. 

Cerchiamo  d’inlerpetrare  queste  soluzioni  a=o,  le  quali  sembrano  estranee 

alla  questione  proposta.  Perciò  osserveremo  che  prendendo  un  punto  N'  situato 
fuori  del  circolo  e tale  che  le  perpendicolari  abbassate  da  questo  punto  sopra 
l’asse  delle  x e l'asse  delle  y , incontrino  la  curva  ai  punti  1,  i' , l,  f , se 
vogliamo  quindi  esprimere  che  per  una  retta  condotta  dal  punto  Pi',  i due  valori 
di  x dei  punti  d’ intersezione  di  questa  retta  con  la  curva  sono  eguali  , senza 
niente  dire  per  y,  questa  condizione  conviene  non  solo  alle  due  tangenti  K ’m , 
N'm'  che  possiamo  condurre  da  questo  punto,  quanto  alla  linea  Vii'  perpen- 
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dioolare  all'asse  «ielle  x Gasi  l' analisi  deve  dare,  oltre  le  soluzioni  relative 
alle  due  tangenti,  la  soluzione  a=®  corrispondente  a questa  perpendicolare. 

y — y1 

L’  equazione  (a)  che  equivale  a x = — t-x',  dì  infatti  per  a = oo  , x=xx' 

ciò  che  non  indica  nulla  per  y.  Ma  per  avere  il  suo  valore  basta  di  risalire  al- 
r equazione  (i)  che  dà 


y =a  :±  yj  r* — x'x . ' 

Tali  sono  infatti  i valori  di  O p,  ip , i'p  corrispondenti  a Wii'. 

Egualmente,  se  esprimiamo  che  i due  valori  di  y tono  eguali,  senza  dir  nulla 
per  x,  questa  condizione  conviene  non  solamente  alle  due  tangenti,  ma  ancora 
alla  retta  Ti' II'  paraleila  all1  asse  delle  x.  Cosi  1’  analisi  deve  dare  nel  medesimo 
tempo  le  soluzioni  relative  alle  due  tangenti,  ed  alla  soluzione  a = o corrispon- 
dente a Ti' II'. 

L'equazione  (a)  dà  per  a = o , yzay*  ciò  non  indica  niente  per  x;  ina  dal- 
1’  equazione  ( i ) ai  deduce 

x=^V  r*—y'%. 

Tali  sono  infatti  i valori  di  Oq , 0/  , lq,  l'q'. 

Concludiamo  da  ciò  che , per  esprimere  il  contatto  di  una  retta  con  una  curva, 
bisogna  scrivere  nel  medesimo  tempo  analiticamente  le  due  condizioni , pecchi 
due  dei  valori  di  x e due  dei  valori  di  j corrispondenti  ai  punti  d'  interse- 
zione, sieno  eguali,  quindi  considerare  a parte  la  relazione  comune  che  si 
trova  implicitamente  racchiusa  nelle  due  relazioni  generali , stabilite  prima 
separatamente. 

i f.  Il  seguente  metodo  può  egualmente  applicarsi  non  solo  per  condurre  una 
tangente  al  circolo , ma  a tutte  le  curve  , qualunque  aia  l' inclinazione  degli 
asti. 

Si  chiamino  (x',  y1) , (*" , y")  le  coordinale  di  due  punti  della  curva,  di  cui 
uno  (x",  y")  deve  diventa^  un  punto  di  contatto. 

La  retta  che  unisce  questi  due  punti,  ha  per  equazione  ( Vedi  Arrucazioaz 
dell’  a lg essa  alla  Geohztsia  n.°  5g) 

y-y'  = J^,(x-x')  ....(«); 

Se  a questa  equazione  ti  Tinniscono  le  due  relazioni 
/s+l'-rrr1  ....  (a), 
r"*+x"z—r* (5), 

il  sistema  di  queste  tre  equazioni  conviene  alla  secante  condotta  per  i due  punti. 
Ora,  sottraendo  l'equazione  (3)  dall’equazione  (a),  abbiamo 

/x~y"x+x’x-x"x  = o (4) , 

equazione  che  può  stare  in  luogo  di  una  delle  due  precedenti  , dell'  equazio- 
ne (3)  per  esempio;  e siccome  la  relazione  ($)  equivale  a 

(*'—*")*  ° 

donde 

y-r" 

x'-x" 
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ne  segue  che  la  secaute  è finalmente  rappresentata  Jal  sistema  delle  due  equa* 
stoni. 


xr  -4-  x’r 
/*-+-x'»  = r». 


Se  adesso,  Togliamo  che  la  secante  di  tanti  tangente,  tale  a dire,  che  i due 
punti  d’ intersezione  si  uniscano  in  nu  solo,  basta  fare  x'  = x"  , e y’  —y" ; il 
.che  dà 

r-x"=-y,  (*-*"). 

e 

r'f%+xr'%--r*. 

Ordinariamente,  non  consideriamo  che  la  prima  di  queste  equazioni  per  rap- 
presentare la  tangente;  ma  la  seconda  è sempre  sottintesa. 

È da  osservarsi  che  P artifizio  del  calcolo  impiegato  di  sopra  e il  quale  con- 
siste a sottrarre  V equazione  (3)  dall*  equazione  (a)  ha  per  oggetto  di  trasformare 

— y>f  . . , 

il  coefficiente  „ dell’ equazione  (i),  per  quindi  introdurti  le  due  condi- 

zioni y’  = y"  e x'  = x";  mentre  se  questa  doppia  ipotesi  si  facesse  prima  di 
questa  trasformazione,  si  otterrebbe  — per  valore  di  questo  coefficiente. 


sa.  L’equazione = — —7;  (•* — *")  può  riportarsi  ad  una  forma  mollo  pi ùz 

semplice  per  mezzo  delta  relazione  y"1-+-x"1=r»  cha  ti  è riunita. 

Mandiamo  ria  il  denominatore  e trasportiamo  , f tremo 

yy"  •+•  xx"  , 

ottero 

yy"  ■+■  xx"  = r* . 

Questa  nuota  forma  è facile  a ritenersi,  in  quanto  che  essa  si  dedace  da  quella 
del  circolo,  /■*■,  sostituendoti  invece  dei  quadrati  y*  e xx  i rettan- 

goli yy”  e xx". 

Si  faccia,  nell’equazione  semplicizzata  delta  tangente,  y=.o\  ne  risulta 

f1 

x = -j^  \ questa  è l’ ascissa  OR  del  ponto  ove  la  tangente  incontra  l’asse 
delle  x. 

D’altra  parte,  rileviamo  dalla  figura 

PRasOR-OP; 

donde 


Questa  distanza  PR  compresa,  fra  il  piede  dell' ordinala  del  puulo  di  conlat- 
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to  e il  punto  ove  la  Ungente  incontra  l’asse  delle  x,  c ciò  che  chiamasi  la  sul- 
tangente. 

Osserveremo  che  poiché  abbiamo  ottenuto  il  suo  valore  supponendo  y — o 
nell'  equaiione  semplicizzata  della  tangente,  e sottraendo  quindi  x"  dal  valore 
di  x corrispondente  ad  y=o,  ne  segue  che  per  averla  direttamente  dall’  equa- 
zione non  semplicizzata  della  tangente,  basta  di  farvi  y=ao,  e di  cercare  il  va- 
lore corrispondente  di  x— x". 

Si  trova,  infatti,  per  y = o 

yJll  r»_ 

_ lt i * 


i3.  Riprendiamo  egualmente  il  caso  in  cui  la  tangente  debba  essere  condotta  da 
un  punto  preso  fuori  del  circolo,  e cerchiamo  di  esprimere  le  coordinate  inco- 
gnite x",  y"  del  punto  di  contatto,  in  funziono  delle  coordinate  x* , y'  del 
punto  dato. 

I«a  taogente  dovendo  passare  pel  punto  x/,  y> , la  sua  equazione  é della  forma 

r-r’ =4*-*'); 


a avendo  per  valore  come  abbiamo  veduto  antecedentemente — ; e la  que- 


stione si  riduce  a determinare  x"  e y” . 

Ora  1’  equazione  della  tangente  essendo  ancora 
yy"-+-  xx"  — r* , 

siccome  questa  retta  passa  pel  punto  (x',  y1),  abbiamo  necessariamente  la  re- 
lazione 

//'+x'x"=r‘  ...  (i). 


Di  più  poiché  il  punto  x" , y"  si  trova  sopra  la  curva,  abbiamo  ancora 

/'»-t-x»»__r» (a). 

Tali  sono  le  equazioni  con  I’  aiuto  delle  quali  bisogna  calcolare  x"  e y" . 
Si  ricava  dalla  prima 

,,  r*-*'*" 

/'  = —z> <3>. 


donde  sostituendo  nell’  equazione  (a)  e ordinando  rapporto  ad  x 
(x'*-t-/,1)x"1  - ar»x'x"  ==  r*y' *— , 


equazione  che  risoluta  e semplicizzata  rapporto  ad  x",  dà 


r(rx'±.y'  ■\Jx'%-hy,ì— r*) 

~ x’s-t-y11 

Sostituendo  questo  valore  di  x"  nell’ equazione  (3),  si  ottiene  fatta  ogni  ri 
duzione 


Dunque 


r — x'^it 


x" 


ry'^:x'^x'*-yy'*-r* 
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Per  provare  l' identità  di  quoto  risultamento  con  quello  che  abbiamo  ottennio 

(n.*  7)  moltiplichiamo  alto  e basso  per  ry>±.x'  V *— -r*  > osservando  che 

i segni  superiori  si  corrispondano  come  pure  i segni  inferiori , a tremo 

r*x’y'±r(f*+x'ì)y/x’*+y1*—, r>+y'x'(x'*-+r'*-r*) 
a=a  r»)  ' ’ 

OTTCrO 

ovvero  finalmeale 

° — /-a-*'* 

14.  Se  si  volesse  fissare  geometricamente  la  poaisione  del  punto  (*",  y''),  biso- 
gnerebbe costruire  i valori  ottenuti  di  sopra.  Ma  siccome  essi  sono  assai  compli- 
cati, adopreremo  invece  il  seguente  metodo. 

Paissa  CosTanzione 


Riprendiamo  le  equazioni  del  (n.°  i3.  ) 

(a), 

(a), 

le  quali  hanno  servito  a determinare  x"  , y". 

Sottraendo  la  prima  dalla  seconda,  si  ottiene 

/'*-y'y"+x”*—x'x"  = o ....  (3), 

equazione  che  possiamo  sostituire  invece  della  prima.;  e se  si  costruisce  rappor- 
to ai  medesimi  assi,  ciascuna  delle  equazioni  (2)  e (3),  considerata  come  conte- 
nente due  variabili  x"  , y"  , i punti  d' intersezione  dei  due  luoghi  geometrici 
saranno  i punti  di  contatto  domandati. 

Prima  di  tutto  1’  equazione  (a)  rappresenta  un  circolo  avente  il  suo  centro  al- 
l'origine, e per  raggio  r (Tuo.  LXXXI,  fig.  6);  questo  è perciò  il  circolo  di 
g*  costruito. 

Quanto  all'  equazione  (3) , siccome  essa  può  essere  riportala  alla  seguente 


essa  rappresenta  una  circonferenza  di  cui  il  centro  ha  per  coordinate 


*'  y 

7’  7 


che  ha  per  raggio,  — yar'l-t -y'x  • 

Ora,  se  si  unisce  il  punto  O al  punto  N pel  quale  ci  proponiamo  di  condurre 
una  tangente,  abbiamo  evidentemente 

OL  ovvero  — = -,  IL  = H=i!,  01=  - yVM-/*  . 
a a a a a 
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Dunque  la  circonferenza  descritta  sopra  O N come  diametro , è il  luogo  geome- 
trico dell'  equazione  (S). 

Cosi  i punti  M,  M' , ove  le  due  circonferenze  ti  tagliano,  tono  i punti  di  con- 
tatto, e unendoli  al  punto  N ti  hanno  le  due  tangenti  domandate. 

Questa  costruzione  è precisamente  quella  che  si  trova  negli  elementi  di  Geo- 
metria. 


SacosDt  Corra  oziose 

■ 5.  Possiamo  operare  direttamente  sopra  le  equazioni  (i)  e (a)  del  numero  an- 
tecedente, la  costruzione  delle  quali  dà  luogo  ad  una  proprietà  che  merita  una 
particolare  osservazione. 

L’equazione  (a)  rappresenta  sempre  il  circolo  dato. 

L'equazione  (i)  essendo  del  primo  grado  in  x" , y” , rappresenta  una  linea 
retta  ; e siccome  i punti  ove  essa  deve  incontrare  la  circonferenza,  non  sono  che 
i punti  di  contatto,  ne  segue  che  questa  retta  i la  linea  di  unione  de'  punii 
di  contatto. 

Per  fissarne  la  posizione,  si  faccia  successivamente  nell'equazione  (i)  j"  — o,  e 
x"=o,  ne  risulta 

perj"  = o,  *"=p, 


per*"=o,  /'=p. 

Il  primu  punto  x"  = o , x”  = -, , è il  punto  B (Tao.  LXXX1  ,Jig.  7)  ove  la 

retta  incontra  l’asse  delle  x,  e questo  punto  si  ottiene  costruendo  la  3*  pro- 
porzionale 

J : r : : r : 

f*  • 

11  secondo  punto  x"  xs  0 , j"=.  — , è il  punto  C ove  la  retta  incontra  l’asse 

delle  y,  si  ottiene  nella  medesima  maniera. 

La  retta  BC,  che  unisce  questi  due  punti,  incontra  la  circonferenza  ai  punti 
M , M'  che  sono  i punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte  pel  punto  N. 

t6.  OssiavazioHB  Siccome  il  valore  x"~  — corrispondente  a y"  — o , nell’  equa- 

X 

zione  della  linea  d’  unione  dei  due  punti  di  contatto  , è indipendente  dall’  ordi- 
nata y'  ilei  puuto  pel  quale  vogliamo  condurre  le  due  langeuti,  possiamo  con- 
cludere che,  per  un  secondo  punto  qualunque  preso  sopra  la  perpendicolare 
LL',  la  linea  che  unisce  i punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte  per  questo 
punto,  incontra  1’  asse  delle  x al  medesimo  punto  B. 

Infatti  siano  e/,,  le  coordinale  del  punto  N';  si  avrebbe  per  l’equazione 

delle  linee  yly,'-\-x'  x"=jrx  ; ora,  facendo  y"=o,  troviamo  x"=  — =OB. 

Inoltre  osserviamo  che , l’ asse  OX  essendo  una  linea  condotta  a piacere  nel 
piano  del  circolo,  la  retta  LLr  che  gli  i perpendicolare,  può  essa  medesima  es- 
sere considerata  come  una  retta  tracciata  in  una  maniera  qnalunque  io  questo 
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piano,  perchè  si  potrebbe  prima  tracciare  quest'  ultima  linea  arbitrariamente,  e 
prendere  quindi  per  asse  delle  x la  perpendicolare  abbassata  dal  centro  sopra  la 
retta. 

Da  ciò  deducesi  il  seguente  teorema:  Seda  differenti  punti  di  una  linea  in- 
definita LL'  , si  conducano  delle  tangenti  ad  un  circolo , tutte  le  rette  che 
uniscono  i punti  di  contatto  delle  tangenti  partendo  dal  medesimo  punto , si 
riuniscono  in  un  punto  comune  B;  il  quale  si  trova  situato  sopra  la  perpen- 
dicolare abbassata  dal  centro  O sulla  retta  LLf. 

N.  B.  Risulta  dall1  espressione  x,f  = — , che  tutte  le  rotte  che  la  retta  LLr 

è esterna  al  circolo,  nel  qual  caso  abbiamo  x'^>r,  il  punto  B è interno*  poiché 
allora  x/r  è <^r. 

Se  al  contrario  LL'  (Tav.  LXXXI  yfig.  8)  è secante  alla  curva,  il  punto  B è 

r* 

esterno;  poiché  io  questo  caso  abbiamo  x'<r,  donde  — ■.  o x"^>r. 

x' 

Le  due  seguenti  questioni  dipendono  dal  problema  delle  tangenti,  e danno  luo- 
go ad  alcune  circostanze  degne  di  essere  osservate  , sotto  il  rapporto  della  di- 
scussione. 

17.  1.*  Essendo  dati  un  circolo  OAMB  ( Tav  LXXXI,  fig.  9)  ed  un  punto 
N , proponiamoci  di  condurre  per  questo  punto  una  retta  in  tal  maniera  che  la 
parte  MM'  intercetta  nel  circolo  , sia  eguale  ad  una  linea  data  ara. 

Supponiamo  il  circolo  riportato  a due  assi  rettangolari  OX , OY,  e si  chiami- 
no x',  fi  le  coordinate  del  punto  N.  Indichiamo  inoltre  con  * la  distanza  da 
questo  punto  ad  uno  dei  punti  d1  intersezione  della  linea  cercala  con  U circon- 


ferenza 

Avremo  le  equazioni 

= (,), 

y - f = o(x-x') (a), 


**  = (*-*')*+(/-/)»  . . . (3); 

(x— x',  y—y'  esprimono  qui  le  differente  fra  le  coordinate  del  punto  N e le 
coordinate  x,  y,  proprie  a verificare  nel  medesimo  tempo  le  equazioni  (■)  e (a) 
che  sono  quelle  del  circolo  e della  retta). 

Premesso  ciò  per  risolvere  la  proposta  questione,  elimineremo  prima  x ed  y 
fra  queste  tre  equazioni,  il  che  darà  un'  equazione  in  z , a,  x'  , y' , r.  Risol- 
vendo quest’equazione  rapporto  a % otterremo  due  valori  di  cui  la  differenza, 
eguagliata  a 2 m,  condurrà  ad  un'ultima  equazione  in  a e in  quantità  cognite 
x'.y1,  r,  zzi , la  di  cui  risoluzione  farà  conoscere  a,  e fisserà  per  conseguenza  la 
posizione  della  retta  cercata.  Effettuiamo  questi  calcoli. 

Se  prendiamo  il  valore  di  y-y1  dall'equazione  (2)  c quindi  ai  sostituisce  nel- 
1'  equazione  (a),  si  ha  z1  = (x — x*)*(i-t-iz*);  donde  si  deduce 


X — X =3  

V * -1 


dunque 


e x = x -t- 


y i-h‘ 


y—y 


V • -t-a* 


e y =y'~ H 


V i+«‘ 
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Sostituendo  questi  due  valori  nell' equazione  (i)  e ordinando  rapporto  a *,  si 
ottiene 

f ^ r 

-r1*  — r*  = o ....  (4); 

v i + a* 

donde 

»=- J-  -± * 

s -+-  a1  ’ 

Si  chiamino  «"  le  distanze  NM,  Pili',  le  quali  non  sono  altro  che  i due 
saturi  di  z che  abbiamo  trovato.  Si  ha 

— a . ■ ■■ . /{r1 — x^JaM-a o*Y'+rJ-/*  ; 

V i -t-a*  ” 

ma  per  ipotesi  dobbiamo  avere  x"  = am. 

Si  ottiene  dunque  infine,  per  l'equazione  del  problema, 

m yj  ^ i -t-a»  ^ V»)aM-a<i*y--*-r*— , 

ovvero  elevando  al  quadralo  ed  ordinando  rapporto  ad  a, 

(x'M-m3 — r*)a3 — r^sao  ....  (5). 

Sii  come  quest1  espressione  è del  secondo  grado,  ne  segue  che  pel  punto  N, 
possiamo  condurre  due  rette  NM,  NM",  che  soddisfanno  egualmente  alla  que- 
stione. 

18.  Ossbrvauosb.  Il  problema  delle  tangenti  può  considerarsi  come  un  caso  parti- 

colare di  questo.  Infatti,  per  stabilire  che  la  retta  condotta  pel  punto  N è tan- 
gente alla  curva  , basta  esprimere  che  la  parte  MMf  o della  secante  è 

nulla,  vale  a diro  che  abbiamo  m = o;  il  che  riduce  P equazione  (5)  a qucstq 

(ar7*—  #*)«*— axV  • r» = o , 

risultamento  identico  con  quello  che  abbiamo  ottenuto  ( n.°  7) 

19.  Per  scmplicizzare  ia  costruzione  dei  valori  dell‘cquazione  (5),  supponiamo, 
il  che  è permesso,  che  Passe  delle  x passi  pel  punto  dato  N ( Tas.  LXXXI, 
fig.  zo). 

In  quoto  cavo  abbiamo /'  = o e 1’ equazione  (5)  diventa 
(x'.-t-m4 — r*)a2  — r2 — m2; 

donde 

rt-yV1— in1  --  h 

\ -m2—r2)  V x'*~ h* 

finendo  \ r1  — m1  — h 

l’erchè  questa  espressione  di  a sia  reale,  è necessario  che  primieramente  si 
.bilia,  m<r,  o ama^ar;  il  che  deve  essere,  poiché  a/n  rappresenta  una  delle 
coide  del  circolo  dato. 


In  secondo  luogo,  x'2 — A*  ovvero  x11 — o,  donde  m>\/  r2  — xf2  . 
Quest' ultima  condizione  è sempre  soddisfatta,  finché  il  punto  N è esterno,  al 
circolo;  poiché  allora  abbiamo  xf'^r  , donde  a forliori , x'2 — /'*'+-/»’> o. 

Oiz.  4i  Mat.  Fol.  III.  7 
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Ma  se  ii  punto  N ( Tur.  LXXXI  ,Jig.  n)  è interno,  decoro  e conducendo  KK 

perpendicoUre  *d  OX,  abbiamo  KK=y  /•»  — *'*  ne  segue  che  la  linea  dato 
am  dea’  essere  minore  della  corda  KK';  ed  infatti  questa  corda  è la  più  pie. 
cola  di  tutte  quelle  che  possiamo  condurre  dal  punto  N nel  circolo  dato. 

Ammattiamo  che  le  due  condizioni  m<r , m>  V r»  — sp'x  siano  soddisfatte  e 
«ostruiamo  il  problema. 

Descriviamo  sopra  OB  (Tao.  LXXXI , Jìg.  io)  una  semicirconferenza,  e pren- 
diamo a partire  dal  punto  B , una  corda  BI  eguale  m ; ne  risulta 

OI  = V li. 

Adesso,  sopra  OX=.i',  descririamo  una  semicirconferenza , e portiamo  OI  da 
O in  L,  poi  tiriamo  la  retta  KL;  se  ne  deduce 

KLaey  x“A  — h% , 

Inoltre  questa  retta  KLM  e la  retta  NL'M"  situata  simmetricamente  al  di 
sotto  di  OX,  rappresentano  le  due  rette  cercate.  Infatti  il  triangolo  reti  angolo 
OLN  >11 

OI,  h — h 

tang  LN0  = — =m  ; donde  lang  LNX  = — ====  . 

\ x'* — h*  \x'x— -A* 

Si  ha  similmeptf! 

tang  L'NO* — — . 

La  costruzione  è la  medesima,  quando  il  punto  N ( Tav.  LXXXI,  Jìg.  ti  ) è 
interno.  Solamente,  la  corda  B1  o m de?’  essere  minore  di  BO  o r , e maggiore 

di  KK  o \ r*  — x®,  dopo  quanto  abbiamo  detto  di  sopra. 

ao.  OsstavszioMi.  L’equatiooe  (4),  alla  quale  siamo  giunti  nella  risoluzione  della 
questione  precedente  (n.®  17),  prora  molto  semplicemente  ebe  due  secanti  sono 
reciprocamente  proporzionali  alle  loro  parti  esterne,  onero,  die  due  corde 
si  tagliano  in  parti  reciprocamente  proporzionati , secondo  che  il  punto  N è 
esterno  o interno  al  circolo. 

Infatti,  sappiamo  che  in  ogni  equazione  del  secondo  grado,  1’  ultimo  termine 
è eguale  al  prodotto  delle  due  radici,  si  ha  perciò,  chiamando  a',  z"  (Tav.  LXXXI, 
Jìg.  9)  le  radici  dell’equazione  (4)  n.®  17. 

z'X*''  orzerò  NMXKM'  = x'1-\-y’%—rA 
Il  secondo  membro  di  questa  relazione  essendo  indipendente  da  a , cioè  dalla 
• ostante  che  fissa  l’ inclinazione  della  retta  S1K  , ne  segue  che  essa  sarebbe  an- 
cora la  medesima  per  qualunque  altra  secante  KR  condotta  pel  punto  K.  Si  de- 
duce da  ciò 

KMXKM'  = NRXKR' 

e per  conseguenza, 

KM  : XR  ::  NR'  : KM'. 

Se  il  punto  è interno  al  circolo,  come  K',  si  ha  egualmente 
N'MXN'M'=K'$XN'S' 

e per  conseguenza 

K'M  : N'S  : : K'S'  ; N'M\ 

Ciò  che  dorerà  dimostrarsi. 
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Il  caso  in  cui  il  punto  lia  esterno  è caratterizzato  (n.*  A)  dalla  condizione 
x'*-hj r1*— /*>o;  Tale  a dire  che  le  due  ridici  sono  positive  nel  medesimo  tem- 
po; e il  caso  in  cui  il  punto  è interno  dalla  rondinone  x'M-.y'* — r*<o;  e in- 
fatti, le  due'radici  essendo  rappresentate  geometricamente  da  M'M  e S'M* , deb- 
bono essere  di  segni  contrari. 

ai.  3.*  Due  circoli  essendo  dati  sopra  un  piano,  condurvi  una  retta  a traverso 
in  modo  che  le  parti  MM1,  NN'  (Tav.  LXXXII,  fìg.  i)  interceite  dalle  due 
circonferente  , sinno  eguali  fra  loro  e ad  una  linea  data  am. 

Riportiamo  i circoli  a due  assi  rettangolari  di  cui  l’uno  sia  la  linea  dei  cen- 
tri, e I’  altro  passi  pei  centro  di  uno  di  loro. 

Prolunghiamo  d’  altronde  la  linea  cercata  MN'  fino  al  ano  incontro  in  A con 
la  linea  OU'.  £ evidente  che  questa  retta  sarebbe  determinata  di  posi  rione  se  ai 
conoscesse  la  distanxa  OA  ; poiché  tutto  allora  si  ridurrebbe  a condurre  pel  pun- 
to A una  linea  AM  tale  cbe'IUM'  fosse  eguale  a am,  e la  questione  sarebbe  iden- 
tica con  la  precedente. 

Ciò  premesso,  siano 

OA  = x',  (Xy  — d ; donde  0'A  = x'— d\ 

facciamo  inoltre  OB=r,  0'B'=r-',  e si  chiami  a la  tangente  dell’  angolo  che 
forma  AM  con  l'asse  delle  x. 

Abbiamo  trovato  (n.°  19) 


a — — (A  essendo  eguale  a ylr^  — m1). 

V*,a— 4* 

T)a  un’  altra  parte,  se  si  chiama  a'  la  tangente  dell’  angolo  che  forma  con  OX 
tuia  retta  AN  che  adempia,  rapporto  al  secondo  circolo,  la  medesima  eondixione 

M\'  = 3m,  e che  s’indichi  O'A  o x'—d  per  x"  ; \’  X1  — m*  per  li',  si  ha  si- 
milmente 

, -±  //  ±h' 

a'  as ss  . 

V*"*— A'*  d)1- A'» 

Ma  dall’  enunciato  delta  questione,  le  rette  AM  , AN  debbono  non  formarne 
che  una  sola;  cosi  dobbiamo  avere  «'sa;  e si  ottiene,  per  l’equazione  del  pro- 
blema proposto , 

, li  ±h' 

-!*  « . . 

y/  x'1  — h%  \(xl — d)%—N* 

Onera,  mandando  via  i denominatori  ed  elevando  al  quadralo, 

A*[(x' — d)1 — h,%]  = iV’-l’), 
o,  sopprimendo  il  termine  —li1  li'1  comune  ai  due  membri, 
h\x'-d)*t=,V*x‘*. 

Si  deditre  da  questa  equazione, 

iM*±4Vj 

d.  .mie 


xrst 


hd 

inp?  * 
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c se  invece  di  h t ìi  #i  sostituiscono  i loro  raion  avremo 

< -,  d^  r3- — ma 

• x = — — 

■ “ *■  ' **  yjr% — — m% 

Il  doppio  valore  di  x'  prova  che  io  generale , esistono  due  punti  A ed  k\ 
da  ciascuno  dei  quali  possiamo  condurre  due  rette  capaci  di  soddisfare  alla 
questione;  il  che  in  tutto  dà  quattro  soluzioni  differenti  AM  ed  A/n,  KA'S 
e rk's. 

22.  Phobi.lma  II.  Condurre  una  tangente  comune  a due  circoli  dati . 

Si  faccia  nel  precedente  problema,  m=o,  il  che  stabilisce  la  condizione  eh* 
la  retta  cercata  sia  tangente  nel  medesimo  tempo  ai  due  circoli.  Siccome  si  ha 
allora  .. 


h o yf  r%—  m2  szz  r,  e hf  o y r,%-—m* 


il  doppio  valore  di  xr  si  riduce  a 

àd: 


Hr 

r r*  * 


L'equazione  in  cui  si  considera  il  segno  superiore,  essendo  evidentemente  mag- 
giore della  seconda,  corrisponde  al  caso  in  cui  i circoli  sono  situati  da  una  me-* 
desima  parte  rapporto  alla  tangente,  e quella  in  cui  si  considera  il  segno  inferiore, 
al  caso  in  cui  i circoli  sono  situati  dsl  Jsafti  differenti.  Si  dice  nel  primo  caso 
che  la  tangente  è esterna  ai  due  circoli,  e nel  secondo  che  essa  è interna. 

Per  costruire  il  resultamelo  ar'  = — — — o r—r*  : r:\  d : x*  (Tao.  LXXXII, 

r — r 

fig.  2)  si  tiri  una  linea  indefinita  OL;  si  prende  sopra  questa  linea,  a partire 
dal  punto  K,  una  parte  RII  eguale  ad  CXB'  o r*  ; si  ha  così  OK  = r,  OH=r — r* . 
Si  unisca  H ed  O*  e pel  punto  R,  si  conduca  RA  paralclla  ad  HO.  Il  punto  A 
sarà  il  punto  domandato. 

Mentre  si  ha 

OH  : OR  00'  : 0.4 

ovvero 

r — r*  : r : : d : O A 

dunque 

OA  = x'. 


E non  trattasi  più  che  di  condurre  pel  punto  A te  due  tangenti  ANM  e knm 
al  primo  circolo;  ed  esse  lo  sono  necessariamente  al  secondo. 

Quanto  al  secondo  risultamento  ar'=  — ~—r  0 r-k~r*  :r::  d : basta  di  prert- 

/4-r 

dere  sopra  la  medesima  linea  OL,  una  parte  RH'  eguale  ad  O'B';  ciò,  dà 
OH'  = r-4-r'.  Tirando  quindi  H'CK  , e RA'  paralella  ad  H'ff,  sì  ha  A'  per  se- 
conda soluzione  della  questione;  vale  a dire  che,  se  dal  punto  k!  si  conducano 
A'M'  e A'//i'  tangenti  al  primo  circolo,  esse  lo  saranno  egualmente  al  secondo. 

23.  La  costruzione  della  questione  precedente  (n.°  ai)  si  deduce  facilmente  da 
quella  del  problema  attuale. 

Infatti,  se  s’inscrive  ai  circoli  dati  due  corde  CD,  cd  (Tao.  LXXXII, Jig.  1) 
eguali  a 2m,  e che  dai  punti  O,  O',  si  descrivano  due  circonferenze  i di  cui  rag- 
gi sieno  eguali  alle  perpendicolari  abbassate  sopra  queste  corde  , egli  è evidente 
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che  le  Ungenti  comuni  a questi  nuovi  circoli  , saranno  tali  che  le  parli  WH', 
NN'  e RR' , SS',  intercette  dalle  due  prime,  saranno  eguali  a CO  o am. 

Il  problema  (n.°  23)  sotto  il  rapporto  della  discussione,  presenta  diverse  cir- 
costante che  meritano  di  essere  sviluppale. 

24-  Consideriamo  i due  circoli  in  tutte  le  situazioni  che  essi  possano  avere  l'uno 
rapporto  all'  altro,  supponendo  però  che  il  circolo  che  ha  il  maggior  raggio  sia 
quello  il  di  cui  centro  è a sinistra,  mentre  le  circostanze  relative  all'ipotesi 
contraria  sarebbero  assolutamente  simili. 

z.°  Siano  i circoli  del  tutto  esterni  1'  uno  all'altro  (Tav.  LXXXII,  fig.  3). 
Questa  circostanza  è espressa  analiticamente  dalla  condizione 

d>r-t-rf, 

donde  a più  forte  ragione 

d>r — r’ . 


In  questo  caso  1’  espressione  x,=  -j  , che  per  mezzo  della  divisione,  può 

mettersi  sotto  la  forma 

dr’ 


jd  — d- 4- 


r—r* 


è evidentemente  maggiore  di  rf-t-r'  ossia  di  OB'.  Dunque  il  punto  A corrispon- 
dente a questo  valore  di  a/  è esterno  all'uno  e all'altro  circolo,'  e le  due  tan- 
genti esterne  possano  essere  tracciate. 

L'  espressione 

, dr 


è prima  di  tutto  maggiore  di  r ossia  di  OB  (a  motivo  di  ). 

Dall’altra  parte,  essa  può  esser  messa  sotto  la  forma 

dr* 


e siccome  si  ha 
ne  resulta 


td  =.d , 

r-t-r7  ’ 
d>.r- t-/7 , 
dr> 


-a7 


>r’  \ 


dunque  ar'  è minore  di  d — o minore  di  OC'.  Cosi  il  punto  A' corrispondente 
al  secondo  valore  di  x' , è ancora  esterno  ai  due  circoli  ; e si  possono  condurre 
le  due  tangenti  interne. 

La  prima  circostanza  offre  perciò  quattro  soluzioni. 

I 

Nel  caso  particolare  di  r=zrr  (Tav.  LXXXII.  Jìg.  4),  1‘espressione 

r-i-r 

ri ‘Incesi  ad  a / = — ; vale  a dire  che  il  punto  A'  è il  mezzo  della  distanza  dei 
due  centri. 

L espressione  = 7 diventa  — o infinita;  ciò  significa  che  le  due  lan- 

r — r o 

genti  esterne  sono  paralelle  alla  linea  dei  centri. 
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Questi  risnltamenti  li  spiegano  facilmente  eoo  l' liuto  della  figura. 

3*7  circoli  postano  toccarsi  esternamente ; onero  analiticamente,  poniamo 
avere  ( Tao.  LXXXII,/*.  5) 

<f=r-4-r'  ; donde  </;>, — r* . 

Il  valore  di 


=3  <f-t- 


dr 

r—r1  ' 


é maggiore  di  d-\-r'  oaiia  di  OB'.  Coai  le  due  Ungenti  esterne  esistono,  poiché 
il  punto  A è esterno  ai  due  circoli. 

Ma  il  valore  x' =a  ■ ^ — si  riduce  a *,=r;il  che  prova  che  le  tangenti  in* 


terne  si  confondono  in  una  sola  LL'. 

Il  problema  non  ammette  perciò  in  questo  caso  che  tre  soluzioni* 

3.“  I circoli  possono  tagliarsi.  Questa  circostanza  è espressa  dalle  due  condi-» 
tinni  dO-t-rt,  <£>/■ — r'  ( Ta 0.  LXXXII,y?g,  6). 

L’  espressione 


x ' = 


è maggiore  di  rf-t-r'  ovvero  di  OB'  < cosi  le  dne  tangenti  esterne  esistono. 
Ma  1’  espressione 


è minore  di  r;  dunque  il  pnnto  A'  è interno  al  circolo  il  di  cui  centro  è in  O} 
per  conseguenza,  non  possiamo  condurre  le  tangenti  interne. 

La  questione  non  ammette  dunque,  in  questo  raso,  che  dne  soluzioni. 

^ ° I circoli  possono  toccarsi  internamente  ; ciò  esige  che  si  abbia  d r -»  r1 , 
doride  rfO'-t-r'  (Tao.  LXXXII,_/?£.  y). 

Il  primo  valore 


ridiieesi  a x'=zr  ovvero  je'  = OB  ; dunque  le  due  tangenti  esterne  si  confon- 
dono in  una  sola  LL'. 
il  secondo 


r-t-r' 


e minore  di  r , a motivo  di  dC.r-v-r'  ; dunque  non  esistono  tangenti  interne. 
Cosi  la  questione  non  è capace  che  di  una  sola  soluzione. 

5.°  Finalmente , « circoli  possono  essere  del  tutto  interni  /’  uno  a /’  altro 
Questa  circostanza  è espressa  da  d<.r — r'  , e a più  forte  ragione,  d^r-s-r'. 
( Tao.  LXXXII , fig.  8). 

1 dne  valori 


X 


dr 

7^  ’ 


e 


x'  = 


dr 

r-t-r' 


sono  T nno  e 1'  altro  minori  di  /-.  Cosi  in  questo  caso  non  vi  i alcuna  soluzione 
possibile. 
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Merita  di  essere  osservato  che  le  circostanze  sulle  quali  il  problema  cessa  di 
ammettere  quattro  soluzioni  , non  corrispondono  ad  alcun  risultamento  algebrico 
che  sia  nullo  io  se  medesimo,  come  lo  sono  le  espressioni  immaginarie  nell*  equa- 
zioni del  secondo  grado.  Ciò  indica  che  il  proposto  problema  dipende  da  un  altro 
(condurre  per  un  punto  dato  una  tangente  ad  un  circolo),  il  quale  per  essere 
solubile,  esige  di  già  (n.i  8 e 9)  che  i dati  soddisfacciano  a condizioni  d ite. 

La  discussione  del  problema  ( n.°  a»  ),  dipende  da  questo,  con  la  sola  differen- 
za che  inrece  dei  raggi  r r'  dobbiamo  sostituirvi  le  quantità  /<  h'  , ovvero 

^7»  — ma  , — 

Queste  due  espressioni  provano  che  è necessario  a vero  prima  di  tutto  m mi- 
nore del  più  piccolo  dei  raggi  r e r'  Questa  è una  condizione  di  più  da  aggiun- 
gere a quelle  della  precedente  discussione. 

a5.  Problema  III.  Condurre  uua  retta  tangente  ad  un  cìrcolo  e che  faccia 
un  angolo  dato  con  una  retta  data. 

Sia  P equazione  del  circolo 

....  (1), 

e quella  della  retta 

y=3ax-+-b (a) 

nella  quale  a mi  rappresenta  la  tangente  trigonometrica  dell1  angolo  che  questa 
retta  fa  con  Tasse  delle  ascisse,  supponendo  di  aver  condotto  quest1  asse  para- 
lellamente  alla  retta  data,  supposizione  sempre  permessa. 

Perchè  la  lioea  retta  ed  il  circolo  si  taglino  esse  debbono  avere  nel  loro  punto 
di  intersezione  le  medesime  coordinale;  dimodoché  per  trovar  quelle  del  punto 
d’incontro  della  retta  e del  circolo,  altro  non  dee  farsi  che  supporre  che  T in- 
cognite x e y abbiano  il  medesimo  valore  nelT  equazioni  (1)  e (a);  avremo  in 
tal  maniera  , prendendo  il  valore  di  jr%  dall’  equazione  (a)  e sostituendolo  neU 
Y equazione  (1) 

(ox-f-5)a  = r*— x* 

sviluppando,  ordinando  rapporto  ad  x e mandando  a zero,  questa  equazione  si 
cangia  in 

jra(oM-i)-4-ao^JC-4-òa — r*  = o ....  (3) 

La  quale  risoluta  ( Vedi  Eqoazioki  di  secondo  grado  ) dà 

— ab  ili  \ ra(aa-+- 1 ) — b%, 


Ora  se  vogliamo  che  la  retta  divenga  tangente  , è necessario  che  la  quantità 
sotto  il  seguo  radicale  sia  eguale  o,  ciò  esige  che  si  abbia 

b%  ss»  r*(aa-t-i  ) 
e 


b=.  ZÌI  r ^ a*  -t-  1 ; 

valore  che  sostituito  nell*  equazione  (2)  la  cangia  in 
y =ax±r  y 

Il  doppio  segno  indica  che  vi  sono  sempre  due  tangenti  che  soddisfanno  al 
problema. 

Se  n = o , il  clic  indica  che  la  reità  è paralella  all*  asse  «Ielle  a:,  abLiaino 
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/ = —'*;  vale  a dire  che  le  due  tangenti  sono  all1  estremila  di  un  medesimo 
diametro  perpendicolare  all1  as»e  delle  x.  Quanto  al  valore  di  x sostituendovi  il 


valore  di  £=3  — r,  diviene  x iz  — — ao 

1 


, il  che  evidentemente  ha  luogo  in 


questo  caso. 

Se  0 = 45°,  siccome  considerando  il  raggio  eguale  all1  unità  \\  tangente  tri- 
gouometrica  sappiamo  essere  eguale  al  raggio,  così  abbiamo  a,  ed 


essendo  6 ^ 


Zt  r y 2 , se  ne  deduce  x 


Finalmente  se  Paogolo  che  la  tangente  deve 


fare  con  la  retta  data  è retto. 


abbiamo  00  t jr=z<o  x'tzryj  00  a-*-i  =:ao  (xlllr) , cioè  y = so  , ed  infatti  quan- 
do Ja  tangente  si  eleva  perpendicolarmente  sull'asse  delle  x essa  è paralella  alle 
asse  delle  yt  vale  a dire  che  non  può  incontrarlo.  L’ascissa  poi  in  questo  caso  sosti- 


tuendovi il  valore  di  b è x =s  - - - 

aa~t- 1 


-i-  or 

1 


e facendo  <2=  oc  , si  ot- 


tiene xz 


= ±:r;  il  che  doveva  succedere. 


Dalla  presente  discussione  rilevasi  che  il  problema  è sempre  possibile  , che  vi 
sono  due  soluzioni , e che  l1  angolo  che  la  retta  tangente  può  fare  con  l1  asse 
delle  x , e per  conseguenza  con  la  retta  data,  può  essere  di  qualunque  grandezza. 


Seconda  Classe 


Risolveremo  i problemi  che  appartengono  a questa  classe  , parte  per  mezzo 
della  Geometria  elementare,  e parte  por  mezzo  dell1  applicazione  dell’algebra 
alla  geometria. 

atì.  Problema  I.  Descrivere  un  circolo  tangente  ad  un  circolo  e che  abbia  il 
centro  in  un  punto  dato. 

Il  punto  dato  per  centro  potrà  essere  esterno  ovvero  interno  al  circolo  dato. 
Sia  A ( Tav . LXXXII,  Jig.  g)  questo  punto  in  ambedue  i casi,  unisco  il  punto 
A col  centro  O del  circolo  dnto,  quindi  dall’estremità  del  raggio  OT  elevo  una 
perpendicolare  PV,  questa  sarà  tangente  al  circolo  dato,  e perciò  fallo  centro  in 
A e con  un  raggio  eguale  AT  descritto  uu  circolo,  questo  surà  tangente  al  cir- 
colo dato  ed  avrà  il  centro  nel  punto  dato. 

Infatti,  nel  caso  che  il  punto  sia  esterno  abbiamo  la  distanza  AO  dei  centri 
eguale  alla  somma  dei  raggi,  e nel  caso  che  sia  interno  eguale  alla  differenza  dei 
raggi;  dunque  perciò  che  si  sa  da  uu  teorema  di  geometrìa  questi  circoli  non 
hanno  che  un  solo  punto  comune,  vale  a dire  essi  sono  langeoti. 

27.  Problema  II.  Descrivere  un  aircolo  tangente  ad  una  retta  e che  abbia  il 
centro  in  un  punto  dato. 

Sia  AB  la  retta  data,  ed  O il  punto  dato,  ( Tnv . LXXXII,  Jig.  io),  abbasso 
dal  punto  O la  perpendicolare  OT  sopra  AB;  quindi  fatto  centro  in  O e con 
un  raggio  eguale  OT  descritto  un  circolo,  questo  sarà  il  circolo  domandato. 

Infatti  AB  essendo  una  perpendicolare  all’estremità  del  raggio  OT  è tangente 
Dunque  ec. 

a 8.  Problema  III.  Descrivere  un  circolo  di  un  raggio  dato , il  quale  tocchi 
retta  data  in  un  punto  dnto. 

Per  la  soluzione  di  questo  problema  basta  di  elevare  dal  punto  dato  sopra  U 
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retti  una  perpendicolare  eguale  al  raggio  dato,  e di  prendere  per  centro  I'  estre- 
mità di  questa  perpendicolare.  \ 

Siccome  la  perpendicolare  può  elevarsi  nel  medesimo  piano  da  due  parti  della 
retta  cosi  vi  anno  due  soluzioni. 

19.  PaoBLKM a IV.  Descrivere  un  circolo  di  un  raggio  dato  OA  (Tur.  LXXX1I, 
fig  11)  che  tocchi  una  retta  data  JiN,  e che  passi  per  un  punto  A (dato  fuori 
di  questa  retta). 

Da  un  punto  qualunque  P preso  sopra  MN,  eleviamo  dalla  medesima  parte  del 
punto  dato,  una  perpendicolare  FQ  eguale  al  raggio  dato.  Quindi  all’  estremità 
Q di  questa  perpendicolare  conduciamo  una  paralella  M'  .V  alla  retta  MN.  Fi- 
nalmente dal  punto  dato  come  centro  , con  un  raggio  eguale  al  raggio  dato  de- 
scriviamo una  circonferenza  OA.  L’ intersezione  di  questa  circonferenza  con  la 
paralella  M'V  darà  il  centro  cercato  O,  ovvero  Of . 

Tutte  le  volte  che  la  circonferenza  O A taglierà  la  paralella  M'N'  in  due  punti, 
vi  saranno  due  soluzioni,  vi  sarà  una  sola  soluzione  se  la  perpendicolare  abbas- 
sata dal  punto  A sopra  la  paralella  è eguale  al  raggio  , non  ve  ne  sarà  alcuna  e 
il  problema  sarà  immaginario  se  la  perpendicolare  abbassata  dal  punto  A sopra 
la  retta  MN  sarà  maggiore  del  doppio  del  raggio  dato,  o minore  del  raggio  dato. 

30.  l’noSLtxA  V.  Descrivere  un  circolo  di  un  raggio  dato  OA  che  tocchi  una 
circonferenza  data  CA  (Tav.  LXXXII,  fig.  i»)  e che  passi  per  un  punto  da- 
to D (esterno  o interno  a questa  circonferenza  ). 

Dal  punto  dato  come  centro  , col  raggio  dato,  si  descriva  una  circonferenza 
DO.  Quindi  si  descriva  un'altra  circonferenza  concentrica  al  circolo  dato,  e con 
un  raggio  eguale  alla  somma  o alla  differenza  dei  due  raggi  dati,  secondo  che  il 
contatto  dev'  essere  esterno  o interno.  Queste  due  circonferenze  determinano  il 
centro  rercajq. 

Vi  sono  per  ciascun  modo  di  tangenza,  due  soluzioni  che  possono  ridursi  ad 
una  sola  o divenire  immaginarie  (f'edi  il  n.°  29). 

31.  Pioacsaa  VI.  Descrivere  un  circolo  di  un  raggio  dato  che  tocchi  due 
rette  date. 

Le  rette  date  formano  generalmente  quattro  angoli  , vi  saranno  quattro  solu- 
zioni, vale  a dire  quattro  circoli,  respetlivamente  inscritti  a questi  angoli. 

Per  trovare  i centri  di  questi  quattro  circoli,  basta  di  condurre  da  una  parte 
« dall’altra  di  ciascuna  retta  data  e a distanze  eguali  al  raggio  dato  ( vedi  il 
problema  IV.  n.°29),  delle  paralelle  a queste  rette.  L’intersezione  di  queste  pa- 
ralelle  sarà  il  centro  cercato. 

Nel  caso  particolare  in  coi  le  rette  date  sono  paralelle,  il  problema  non  è pos- 
sibile, se  non  che  nel  caso  che  fra  ambedue  vi  sia  una  distanza  eguale  al  diame- 
tro; ed  allora  il  problema  è del  tutto  indeterminato  , vale  a dire  che  vi  soun 
un’infinità  di  soluzioni:  ogni  punto  della  retta  condotto  ad  egual  distanza  dalle 
due  paralelle,  può  essere  preso  per  centro. 

3a.  Paoni. r. mi  VII.  Descrivere  un  circolo  di  un  raggio  dato , che  tocchi  una 
retta  data  ed  una  circonferenza  data. 

Il  centro  del  circolo  cercato  si  troverà  sopra  una  paralella  alla  retta  data 
(n.“  39) , condotta  ad  una  distanza  da  questa  retta  eguale  al  raggio  dato,  e sopra 
una  circonferenza  concentrica  al  circolo  dato  (n.°  3o)  , descritta  con  un  raggio 
eguale  alla  somma  o alla  differenza  dei  dne  raggi,  secondo  il  modo  di  tangenza. 

Vi  saranno  generalmente  quattro  soluzioni  quando  la  retta  data  sarà  esterna 
o tangente  alla  circonferenza  data.  Potranno  essersene  fino  a otto  quando  la  retta 
taglierà  la  circonferenza.  Ma  il  numero  di  queste  soluzioni  può,  secondo  le  cir- 
costanze, ridursi  molto,  e ancora  divenire  del  tutto  nullo. 

Diz.  di  Alar,  l'ut-  III.  8 
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33.  Problema  Vili.  Descrivere  un  circolo  di  un  raggio  dato,  che  tocchi  due 
circonferenze  date. 

Il  centro  ilei  circolo  cercato  si  troia  sopra  due  circonferenze,  respettivamente 
concentriche  alle  due  circonferenze  date  (n°  3o),  e descritte  ciascuna  secondo  il 
modo  di  tangenza , con  un  raggio  eguale  alla  somma  o alla  differenza  del  raggio 
di  ciascuu  circolo  dato  c del  raggio  del  circolo  cercato. 

Iu  questo  problema  relativamente  al  numero  delle  soluzioni  è necessario  di 
fare  un’  osservazione  analoga  a quella  del  (n°  3a). 

34.  Problema  IX.  Per  due  punti  dati  far  passare  un  circolo  tangente  ad 
una  retta  data  ( Tav.  LXXXI1I.  fig.  1). 

Per  maggior  semplicità  si  prenda  per  asse  delle  x la  retta  data,  e l'origine 
delle  coordinale  rettangolari  si  ponga  al  punto  d’intersezione  della  retta  che  uni- 
sce i punti  dati  A (a,  b)  e B (a’,  b')  con  1’  asse. 

L-  equazione  del  circolo  sarà  sempre  ( Pedi  Applicaziorb  urli.  Algebia  alla 
Geometria  il"  77). 

(x-p)M-  (/-?)*  = r» 

ed  avremo  per  determinare  p,  7,  ed  r le  tre  equazioni  di  condizione 


y=r (')» 

(a-pYM.b-’l'?-  (a), 

= (31. 


In  viltà  dell’ equazione  (1)  le  due  altre  divengono 
(a—  aiy=o , 

(a'— p)*-4-4'’ — ib’q  = 0 ; 

sminuendo  nella  prima  il  valore  di  y ricavalo  dalla  seconda,  si  olteirà  dopo  avo- 
re  sviluppato  e ordinato, 

a'i)p-t-i'(oM-A1)— Afo'M-A'1)  = o . . .«); 
ma  poiché  la  retta  AB  passa  per  l’origine,  si  ha 


doude  1.*  ab'  —a'b=z o,  e il  secondo  termine  dell’equazione  (4)  sparisce; 
a^-t-b1  a'1-*-*'» 


donde 


A1 


b\n'*H-b'*) 


b'(,P+lP)  -Ha’*-*-!/1)  — 


b' 

A^n’R-V-A'1)  -AA'fo'M-A'1! 

U ’ 


e finalmente 


b\j*-t-lP)— A(a'»-A'»)  s=  J,  i 
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l'equazione  precedente  (4),  in  viri U di  queste  riduzioni,  prende  la  forma 

(t'-A^-jA'-AHa'^A'»)  ì.  =0  , 


— = o ; 


a A \;«*-t-Aa 

^ \ a’^-t-A'* 

dunque  finalmente 

/>* — y n1  *-A=  yj  n'M-A'1  =0, 

/>  = Zh  \ u^-i-b?  yj a'M-ò,J  ■ 

Ore  /),  della  disposizione  di  quanto  sopra,  indica  nel  medesimo  tempo  l'ascis- 
sa del  centro  e del  punto  di  tangenza,  e d’altra  parte 

■V'ui-+-A1=OA.  , yja'^b'*  =OB: 

i punti  di  tangenza  , e le  perpendicolari  T,0, , T,Om,  saranno  dunque  deter- 
minate. 

Da  un'altra  parte  se  si  sottrae  l' una  dall’altra  le  equazioni  (a)  e (1) , si 
trova 

(a*—  a'1)—  ap(a — a'H-A*— A'* — ay(A— Arreso; 
equazione  che  prende  la  forma 


A-t-A'  la  — a'  \ / r»-+-n'\ 

— 


c che  rappresenta  la  rei  la  OaMOg , perpendicolare  sul  meno  di  AB. 

Da  ciò  questa  costruzione  : r 

Prolungare  la  linea  che  unisce  i punti  dati  fino  al  suo  incontro  con  la  reità 
data.  Cercare  una  media  proporzionale  a OA  e OB , che  si  porterà  a destra  e a 
sinistra  del  punto  O in  T,  e Ta;  eierare  le  perpendicolari  TgOg,  TaOa,  e i 
punti  U|  c Oa,  ove  queste  perpendicolari  saranno  tagliate  dalla  perpendicolare 
OaMO,  elevata  sut  mezzo  di  AB,  saranno  i centri  dei  circoli  cercali. 

Invece  di  cercare  col  metodo  ordinario  una  media  proporzionale  ad  OA  e OB. 
si  può  far  passare  per  i punti  A e B una  circonferenza  qualunque,  e la  tangen- 
te condotta  dal  punto  O a questa  circonferenza  sarà  ancora  il  valore  di  p. 

Se  b=s=6\  vale  a dire  se  i due  punti  sono  sopra  una  linea  parateli»  alla  retta 
data,  l'equazione  (5)  diviene  quella  di  una  linea  perpendicolare  all' asse  delle  a:, 
e il  punto  di  tangenza  è il  punto  d'intersezione  di  questa  perpendicolare  con 
l'asse.  11  problema  si  riduce  così  a far  passare  un  circolo  per  tre  piloti  dati. 

35.  Problema  X.  Per  un  punto  dato  far  passare  un  circolo  tangente  a due 
rette  date  (Tav.  LXXXUI,  fig.  a) 

L'  origine  degli  assi  rettangolari  è al  punto  d' intersezione  delle  rette  date,  e 
la  linea  che  divide  il  loro  angolo  in  due  parti  eguali  è presa  per  asse  delle  xy 
il  punto  dato  essendo  in  quest'  angolo. 
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Le  felle  OH,  OC,  avranno  per  equazioni 

J — Kx 
y = — Ax 


A essendo  la  Ungente  della  metà  dell’  angolo  delle  due  rette. 

Le  perpendicolari  abbassate  dal  centro  del  circolo  cercato,  le  di  cui  coordinale 
sono  p , y sopra  queste  rette  , avranno  per  espressione,  r essendo  il  raggio  del 
circolo  cercato, 

= r (I), 

V i-t-A* 


t q^kP  -r 

v i-t-A» 


Si  osserverà  che  le  perpendicolari  hanno  una  direzione  inversa  I'  una  dall'al- 
tra, il  che  esprime  la  differenza  di  segno. 

D’  altra  parte  il  circolo  domandato  dovendo  passare  pel  punto  A (a, A),  la  ter- 
za equazione  di  condizione  sarà 

(a— p)M-{i-?)>  = r» (3). 

Le  equazioni  (i)  e (a)  danno  9 = 0,  ciò  che  si  sapeva  a priori , poiché  il  cen- 
tro del  circolo  tangente  alle  due  rette  deve  trovarsi  sopra  la  linea  che  divide  il 
loro  angolo  in  due  parti  eguali. 

Questa  condizione  cangia  I’  equazione  (a)  in 

(a— />)*-t-A*  = r*, 


relazione  che  ctìnviene  nel  medesimo  tempo  al  punto  A (a,  è)  e al  suo  simme- 
trico A'(o, — A).  Il  circolo  ceicato  passa  dunque  per  questi  due  punti , e il  pro- 
blema riducesi  al  precedente , vale  a dire  a far  passare  per  i dne  punti  A e A 
un  circolo  che  tocchi  una  delle  rette;  questo  circolo  sarà  ancora  tangente  al- 
P altra. 

Seconda  soluzione.  A motivo  di  9 = 0,  le  equazioni  (l)  e (a)  danno  nel  me- 
desimo tempo 


e siccome 


V I A* 


( Vedi  Srso) 


— scn(  -1-  A), 

■y'  1-+-A1 

p sen  ( Sr  A ) = r. 


Ora  se  da  un  punto  qualunque  della  linea  che  divide  in  due  perlinguali 
l’angolo  delle  due  rette,  D per  esempio,  preso  per  centro,  si  descrive  una  cir- 
conferenza tangente  alle  due  rette,  indicando  la  distanza  OO  per  d,  e il  raggio 
DS  per  r*  avremo  ancora 


d sen  ( :£  A ) = r' , 

donde 
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Se  dunque  si  unisce  OA,  che  tagli  i circoli  D,  C,  e C»,  ai  punti  I,  I';  G, 
A;  A , H,  avremo 

m OD  DI'  _ OD 

GC^OC,  ' AC,  -OC,  ’ 

ovvero 

DI'  _OD  DI'  OD 

AG,  OC,  ' HC,  ~ OC, ’ 

e per  conseguenza  DI  e DI'  sono  paralelle  a GC, , AC»,  e AC,,  HC„. 

Da  ciò  se  ne  deduce  quest' altra  costruzione: 

Unire  il  punto  d' incontro  delle  rette  date  col  punto  dato  ; dividere  !'  angolo 
delle  due  rette  in  due  parti  eguali;  da  un  punto  D di  questa  linea,  preso  per 
centro,  descrivere  un  circolo  tangente  alle  due  rette,  il  quale  sarà  taglialo  dalla 
retta  OAH  in  due  punti  I e V ; unire  ID  e I'D , e pel  punto  A condurre  pa- 
ralellamente  a questi  raggi  le  rette  GC,,  AC»,  le  quali  determineranno  col  loro 
incontro  con  ODC,C»  i punti  C,  e C»,  centri  dei  circoli  cercàtii 

Terza  soluzione.  Il  paralellismo  delle  rette  IS  e I'S  con  AT,  e AT»  sommini- 
stra una  terza  costruzione. 

Quarta  soluzione.  Finalmente , se  nell’  equazione 

(a—pf-+P=a  r* 

si  sostituisce  in  vece  di  r il  suo  valore 

/■=  Zhpsen  A , 

L’  equazione  risultante , falla  ogni  riduzione  dark 

eoa2  A V \ eoa 2 A / eoa2  A 

Per  costruire  questo  doppio  valore,  si  prolungherà  A A'  fino  al  suo  incontro 
con  la  retta  OM  in  M;  al  punto  M si  eleverà  UN  perpendicolare  a OB  , e si 
avrà 


e 


quindi  descrivendo 
landò  la  corda 


OM  = 


ON: 


OK  = 


OP 

a 

cos  A 

co*  A»  ’ 

OM 

a 

cos  A 

co» 2 A ’ 

diametro  la  sem 

OA 

a%-+-b% 

cos  A 

cos  A 

il  radicale  sarà  espresso  da  NI;  finalmente  dal  punto  N come  centro,  e con 
questo  raggio  NK , si  descriverà  un  arco  di  circolo  che  taglierà  OX  in  due  punti 
C,  o C„  i quali  saranno  i centri  da’  circoli  domandali. 

Se  le  rette  date  sono  paralelle,  A essendo  la  loro  distanza,  l’ equazione  gene- 
rale (3)  si  cangia  in 


(a_p)>^(A_9).=  (ly. 
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va  con 

|«  quale  rappresenta  il  circolo  descritto  dal  punto  A (a,  i)  (Tao.  LXXXI1I , 

fig.  3 ) come  centro  e di  un  raggio  eguale  ad  — . L’ intersezione  di  questo  eir- 

eolo  e della  retta  OL  , ad  egual  distanza  dalle  due  paralelle,  determinerà  i cen- 
tri C|  e C,. 

Si  vede  facilmente  ciò  che  bisogna  fare  se  il  ponto  dato  è sopra  una  delle 
due  rette,  o sopra  la  linea  che  divide  in  due  parti  eguali  l'angolo  che  esse  for- 
mano. 

36.  PaosLKMA  XI.  Condurre  per  due  punti  dati  A,  B (Tao.  LXXXI1I , Jìg.  4) 
un  circolo  tangente  ad  un  circolo  dato  F. 

Sia  C il  centro  del  circolo  cercato,  ed  E il  punto  di  contatto;  abbassiamo  so- 
pra la  retta  indefinita  AB  le  perpendicolari  CD,  FG;  conduciamo  FK  parale  Ita 
ad  AB,  e prolunghiamo  DC  fino  al  suo  incontro  H con  FK.  Si  faccia 

AB  = a«,  FH=i,  FG=e,  EF  = d,  CD=x 

avremo 

CH=c — x,  "CF=  FHV  iP-+-(c-x)*. 

Ma  i circoli  si  toccano  esternamente  in  E,  si  ha  perciò 

CF  d-v-CE  a d-t-CB  a d-t-  ^ flM-x1 . 

Dunque 

b a-t-(c — x)3  = a1~\-x*-+-d%-+-ad  ^a’+a1) 

donde 

ad  yj  a*-+-x1  = i1-t-e1 — a*— d1 — 2Cx. 

Elevundo  i due  membri  al  quadrato,  e facendo  ò3-t-c3— a1 — d1=am% , viene 
(d1 — c,|x’+im1cx+a*cl’-m,=i) 
dalla  quale  si  ricava 

— m*c  — ■\//n,d1-*-a*c1da — d4u3 
X~  d3— c3 

Ma  se  si  fosse  consideralo  un  circolo  tangente,  nell' interno  del  quale  ti  sareb- 
be trovato  il  circolo  F,  si  sarebbe  avuto 

CF=CB-d,  invece  di  CF  = CB-t-d; 

e siccome  d non  entra  in  x che  al  secondo  grado,  ne  segue  che  questi  due  va- 
lori di  x convengono  l'uno  al  contatto  interno,  l’altro  al  contatto  esterno. 

La  furmula  trovata  può  come  le  precedenti  essere  discussa  , e si  riconoscerà 
facilmente  in  quel  caso  essa  c reale  o immaginaria,  positiva  o negativa,  e quali, 
sono  le  circostanze  geometriche  corrispondenti. 

Seconda  Solutione.  Per  trovare  il  punto  di  contatto  C (Tao.  LXXX11I.  fig.  5) 
Facciamo  passare  per  i due  punti  dati  A,  B,  una  circonferenza  qualunque  che 
tagli  la  circonferenza  data  OC  in  due  punti , E,  F:  (il  che  farà  sempre  facile 
elevando  una  perpendicolare  IG  sul  mezzo  1 di  AB,  e prendendo  per  centro  un 
punto  G di  questa  perpendicolare,  sufficientemente  lontano  dal  punto  I).  Pro- 
lunghiamo quindi  le  rette  AB,  EF  , tino  al  loro  incontro  in  K,  e indichiamo 
i punti  C,  Cr  ove  le  due  rette  che  partono  dal  punto  K possano  toccare  il  cir- 
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colo  OC.  Ciascuno  dei  due  punti  C,  C' , somministra  una  soluzione  del  problema: 
dimodoché  la  questione  riducesi  a far  passare  una  circonferenza  per  i tré  punti 
A,  B,  C,  orvero  A,  B,  C'. 

Questa  costruzione  risolte  infatti  il  problema  proposto,  poiché  il  circolo  OC 
ha  una  tangente  comune  in  C col  circolo  ABC , e in  C'  col  circolo  ABC' 

Perché  il  problema  sia  possibile,  bisogna  che  i due  punti  dati  siano  tutti  due 
fuori  della  circonferenza  data,  o tutti  due  nell’ interno:  e allora  vi  sono  due 
soluzioni. 

Quando  i due  punti  dati  sono  fuori  della  circonferenza,  i dne  circoli  ottenuti 
possono  essere  secondo  i casi,  tanto  tutti  due  esterni  al  primo,  quanto  tutti  due 
inviluppali , quanto  l’uno  esterno  e l’altro  inviluppato  come  nella  figura.  Quando 
sono  nel  circolo  dato  i due  circoli  ottenuti  gli  sono  interni. 

Nel  caso  particolare  ove  i due  punti  dati  sono  sopra  uoa  medesima  tangente 
alla  circonferenza,  questa  tangente  é una  delle  soluzioni;  ed  essa  le  rappresente- 
rebbe ancora  tutte  due  se  uno  dei  punti  dati  fosse  il  punto  di  contatto. 

Se  le  due  rette  AB  , EF  fossero  paralelle,  la  costruzione  data  sarebbe  difettosa; 
ma  in  questo  caso  i punti  cercati,  C C',  sarebbero  precisamente  i punti  d’in- 
tersezione della  perpendicolare  IG  con  le  circonferenze  date. 

37.  PaoBLEM*  XII.  Descriver e un  circolo  tangente  ad  un  circolo  e ad  una 
retta  data  , e che  parti  per  un  punto  dato  ( Tav.  LXXXIII,  fig.  6). 

Siano  XY  e C,  la  retta  e ii  circolo  dati.  Supponiamo  che  M,  N sieno  i punti 
di  contatto  cercati,  si  tiri  la  retta  MN  e si  prolunghi  fino  al  circolo  C in  P;  i 
triangoli  CPN , MNO  saranno  simili,  perché  le  cor.de  PN,  MN  jono  nel  rapporto 
dei  raggi;  CP  sarà  dunque  paralella  ad  MO,  vale  a dire  perpendicolare  sopra 
XY;  possiamo  dunque  determinare  a priori  il  punto  P.  Se  si  unisce  al  punto  A, 
sion  rimarrii  da  trovare  che  il  punto  Z ove  PA  deve  tagliare  il  circolo  cercato. 
Ora  il  rettangolo  PAXPZ  è eguale  a PNXPM,  e questo  é eguale  a PK.XPU,  a 
motivo  de’ triangoli  simili  PKN,  PIIM.  il  rettangolo  PA  in  PZ  essendo  perciò  co- 
nosciuto, ne  verrà  PZ,  e pei  i due  punti  A,  Z si  farà  passare  un  circolo  tan- 
gente a XY. 

Vi  saranno  due  soluzioni  pel  contatto  esterno  dei  circoli,  e due  altre  pel  con- 
tatto interno. 

38.  PaosLaxa  XIII.  Descrivere  un  circolo  tangente  a due  rette  e ad  un  cir- 
colo dato. 

Se  il  circolo  dato  è tagliato  da  una  delle  vette  (Tav.  LXXIIF,/ig.  7)  si  prenda 
questa  linea  per  asse  delle  x,l’origiue  degli  assi  rettangolari  sarà  al  punto  d’in- 
tersezione delle  due  rette. 

Sia  A 1’  angolo  delle  rette, 

a,  b , r , le  coordinate  del  centro  c il  raggio  del  circolo  dato, 
a',  hi , r* , le  coordinale  del  centro  e il  raggio  del  circolo  domandato. 

Questo  circolo  dovendo  esser  tangente  alla  retta  presa  per  asse  delle  x,  si  ha 
per  prima  equazione  di  condizione 

(0, 

la  condizione  di  tangenza  con  le  due  rette  nel  medesimo  tempo,  sarà  espressa  da 
1/  osa'  tang  — 

ovvero 
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finalmente,  la  condizione  di  tangenza  del  circolo  dato  col  circolo  cercalo  sommi* 
nisba  la  terza  equazione 

(o'-n)»-v^  A'— A)»  ==(»-'-+./-)*  ....  (3). 

f 

In  questa!  caso  non  si  è da  considerare  la  tangenza  esterna.  Queste  equazioni 
essendo  in  numero  sufficiente  per  determinare  le  incognite  a',  1/ , e non  ri- 
mane che  da  eliminarle  fra  loro. 

Per  la  sostituzione  dei  valori  di  a'  e r1  ricavati  dall’ equazioni  (■)  e (a),  l'equa- 
zione (3)  diventa 

(a— a')M-^A — aMang-^  )c=(  r-t-a'  tang  ; 
sviluppando  e ordinando,  fatta  ogni  riduzione  si  ottiene 

a'4 — 3 £a-t-(A-t-r)  tang  — - J r*  = o, 

donde  si  ricava 

n,  = o-t-(A-t-r)  tang  — ~\f  •*-+-  (6-+-/-)  tang  ^ — (a^-t-A1  — r1) 

A questi  due  valori  bisogna  aggiungere  i due  altri 
a't  = a-+-(A-t-r)  tang  ( J 

— yj  £ a-HA-i-'-)  tang  ^ '^2__ — * ^ j*— (o»-t-A*— r») . 

Qnesli  quattro  valori  si  costruiscono  facilmente  come  segue. 

Si  dividerli  l'angolo  delle  due  rette,  e il  suo  supplemento,  in  due  parti  egua- 
li per  mezzo  delle  rette  OS,  OU  , pel  punto  P,  proiezione  del  centro  A sopra 
la  retta  OC,  presa  per  asse  delle  x,  si  condurrà  PS',  PU',  paralelle  alle  bisset- 
trici  OS,  OU  ; «opra  OX  si  porterà  PD  ±s  PR  = A-l-r , e si  eleverà  la  perpen- 
dicolare indefinita  IDI',  dimodoché 

ID  = (A-H-)tang 
DI'  = (rvf-A)  tang  ^ ^ ; 

quindi,  enndueendo  IH,  I'H' , paralelle  ad  OX,  e prendendo  PL  = PH, 
PL'  = PH',  si  avrà 

OC  = n-4-(A-t-r)  tang  — • , 

OL'  = a-t-(A-+-r)tang  ^ ^ . 

Sopra  queste  due  lunghezze,  come  diametri,  si  descriveranno  delle  semicircon- 
ferenze, sopra  delle  quali  si  porteranno  le  corde  OT',  OT"  eguali  ad  OT,  tangente 
condotta  dal  punto  O al  circolo  dato:  i i adirali  dei  due  valori  di  a'  saranno  dun- 


Digitized  by  Google 


CON  63 

que  rappreseli  li»  li  dalle  corde  LT',  I/T";  portando  in  seguito  queste  contea  de- 
stra ed  a sinistra  dei  punii  L ed  1/  , si  otterranno  i quattro  punti  V,  V',  V'', 
V'",  ove  » circoli  cercati  devono  toccare  la  retta  OC,  asse  delle  x , è i centri 
•lei  circoli  saranno  determinati  dall'incontro  delle  perpendicolari,  elevate  in  que- 
sti punti  al  di  sopra  o al  di  sotto  dell' asse,  con  le  linee  che  dividono  in  due 
parti  eguali  T angolo  delle  rette  « il  suo  supplemento. 

Se  il  circolo  dato  è compreso  fra  le  «lue  'rette  le  due  ultime  soluzioni  sono 
rappresentale  dal  valore 

a\=a+[6— r)lan»  * ±lyj  ( a-*-(4-/-)  t*ng  — («M-»»—  r*), 

risultaincnto  proveniente  dall*  equazione 

mentre  la  condizione  di  tangenza  dei  due  circoli  è in  geuerale 
(a'— a)a-+-<6'— b)2  ss  {r'-Jlr )\ 

La  costruzione  di  questi  due  ultimi  valori  è facile  a trovarsi  dopo  quello  che 
è stato  detto  piecedentemente  {Tao  LXXXIII,  Jìg.  fi) 

Finalmente,  allorché  le  due  rette  date  sono  paralellc  , se  h esprime  la  loro 
distanza  , si  hanno  le  relazioni 

b'  = /•',  r*  = — , (a'—  a)lH  {i/  — £)*  = (/^ -+-/•)*  ; 

2 

e se  si  pone  l'origine  al  punto  ove  la  perpendicolare  abbassala  dal  centro  del 
circolo  dato  incontra  le  paralella  presa  per  asse  delle  x , vale  a dire  se  si  fa 
a =,  o , si  trova 

D»  ciò  la  seguente  costruzione  : dal  punto  K {Tav.  LXXXIII,^.  9),  centro  del 

circolo  dato,  e con  un  raggio  eguale  a (r~\ t ,i  descriva  un  circolo,  rhc  tjjjli  la 

2 p 

paralella  intermediari.i  MN  in  due  punti  C,  e Ca,  centri  dei  circoli  cercai i : 
mentre 

— — % a a / fi  vi  / h va 

1C  = «'*  = AC,  - Al  -(■--*). 

Se  i cirrnlo  dato  fosse  compreso  nelle  paralelle  , bisognerebbe  aggiungere  a 
questi  due  valori  i due  seguenti 

i quali  corrispondono  ai  circoli  che  tono  toccali  internamente  dal  circolo  dato. 

Questo  problema,  tutto  al  più,  può  considerarsi  come  un  caso  particolare  del 
problema  ( n .°  40 

3r).  PnouLRSi a XIV.  Far  passare  un  circolo  per  un  potilo  dato  X (Tav. 
LXXXIII,  fig.  io)  tanzrnziuf mente  a due  circoli  dati. 

Dii.  di  Mal.  frol.  III.  o 
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Siena  A,  B i ceulri  dei  circoli  dati,  supponiamo  il  problema  risoluto  e che 
O sia  il  centro  del  circolo  cercato,  e N,  N i due  punti  di  contatto;  si  tiri  la 
retta  MN,  e si  prolunghi  indefinitamente,  essa  taglierà  il  prolungamento  di  AB 
in  un  punto  R.  Dico  che  si  può  determinare  questo  punto  a priori  , poiché  se 
si  uuisce  AQ  , BP,  i tre  triangoli  isosceli  AQ\I,  MON , BNP  saranno  simili  ; BP 
sarà  perciò  paralella  ad  AM;  e per  conseguenza  il  punto  R può  essere  costruito 
unendo  le  estremità  di  due  raggi  paralclli  qualunque. 

Premesso  ciò,  si  unisca  XR  , tutto  si  ridurrà  a trovare  KY,  perchè  basterà 
allora  di  condurre  un  circolo  tangente  ad  uno  dei  circoli  proposti  per  i due  pun- 
ti X c Y.  Ora,  il  rettangolo  RXxXV  è eguale  a RMxRN;  questo  è eguale  a 
KKXRS,  poiché  PV  essendo  pa calcila  ad  MR,  l’angolo  a è eguale  a b.  Ora 
b=zc  come  supplementi  di  un  medesimo  angolo  P ; dunque  a=c  , e per  con- 
seguenza «-+-«/=  i8o°.  Dunque  il  quadrilatero  R.MNS  è inscrittibile,  e quindi 

RNXKM  = KSxKR. 

11  rettangolo  RXxRY  essendo  allora  conosciuto,  se  ne  deduce  il  punto  Y,  e 
il  problema  è risoluto. 

Questo  problema  è capace  in  generale  di  quattro  soluzioni  , secondo  che  i 
circoli  dati  dovranno  essere  nel  medesimo  tempo,  sia  interni,  sia  esterni  al 
ter.o,  ovvero  P uno  interno  e V altro  esterno.  Non  staremo  ad  esaminare  i casi 

10  cui  alcune  delle  soluzioni  diventano  eguali  o impossibili. 

/|o.  Problema  XV.  Descrivere  un  circolo  tangente  a due  circoli  dati  A,  B e 
c he  tocchi  una  retta  data  XY  (Tav.  LXXXIV  , fig.  i ). 

Sia  O il  circolo  incognito.  Se  si  concepisce  che  il  raggio  di  quest'  ultimo  au- 
menti di  BM,  si  avrà  un  nuovo  circolo  che  avrà  il  medesimo  centro  O,  passerà 
pel  punto  B,  sarà  tangente  a un  circolo  descritto  dal  ceutro  A , con  un  raggio 
eguale  alla  differenza  dei  due  raggi  dati,  e a una  retta  paralella  a XY,  condotta 
al  di  sotto  ed  alla  distanza  MB  da  XY  ; potremo  dunque  determinare  questo  cir- 
colo per  mezzo  di  una  costruzione  assai  facile;  e il  ceutro  O essendo  conosciuto, 

11  problema  proposto  sarà  risoluto. 

Il  problema  ammette  quattro  soluzioni  salvo  i casi  d'  impossibilità  parziale  o 
assoluta. 

4 1*  Problema  XVI.  Descrivere  un  circolo  tangente  a tre  circoli  dati. 

L'origine  delle  coordinale  rettangolari  essendo  situato  al  centro  del  circolo 
/* j ; a,,  A,,  rt  ; ua,  Aa,  ra;  a\  b\  r* , indicando  le  coordinate  e il  raggio  de’due 
altri  circoli  dati  e del  circolo  cercato,  le  equazioni  di  condizione  saranno,  abbrac- 
ciando tutti  i casi  possibili, 

a'*+-V*=.(r'±rif 

(«'_«1)»+<A'-i1)»=ì(r'±rl)» (a), 

=(r'±>.)* (3). 

Se  si  sottrae  successivamente  le  due  ultime  equazioni  dalla  prima,  si  troverà 
aala'-h*b,l>'Zj:2(r,3:rl)r' = a,3-+-b*-+-r,*— r,*  ....  (4), 
aOjo'-t-ai.A'  5:  a(rt3:  rt)r'  = a^-hb^-1-r,* — r%%  . . . . (5). 

Premesso  ciò,  sieno  x , y le  coordinate  del  punto  di  tangenza  del  circolo,  col 
circolo  di  cui  il  centro  cercato  è l'origine  degli  assi:  questo  punto  dovendo  tro- 
varsi ucl  medesimo  tempo  sopra  la  circonferenza  di  quest'ultimo  circolo  o sopra 
la  linea  che  unisre  i due  centri,  avremo  le  due  relazioni 


....  (fi), 
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a’1  -1-  b'1 

a'‘  ~ x»  ’ 

e * molivo  delle  equazioni  (1)  e (6), 

• 

z._  (r'±r,]X 

±r3  \ 

Alleno , se  nelle  equazioni  ($)  e (5)  mezze  sotto  la  forma 

aa.o'-t-aA, b' q:  a (rt±r,)(r'  !£  /-,)  = a,*-+-A1,-+-raj  -r.»  q:  2(r, ± r,)(  ± /•,), 
aa^'-t-ai.A'  q:  a(r,  ± r^r»  ± r3)  = aV ht\-+r*3 -r*3  5=  a (r,  ± r»)(  ± r,), 

ai  aoalituiacono  i valori  di  a'  e A'  trovati  precedentemente  otterremo 

(r/  di  /*  \ 

{ -g—*)  l3°ax-+-a4»r:+3('->-''aX:t'-a)]:='»z1-^A1,-Hc,*_r1»)q:a(/-,r!:r1X±r,). 

Dividendo  membro  a membro  queale  due  equazioni,  il  risullamento  prenderà 
l«i  forma 

an.x-t-aA.jerpa^jrr^^r,)  _ 2Q,x-+-aAiyq:a(r1l:/-JK±r-,) 

0|1-+-A,1-K'->1— r,:*)H=a(/-,^rrIX±/-,)  a»*-t-A»*-+-('Y‘— ri*).Ha(r1-J;r1)(±:ri)' (8)' 

Tale  è 1 equazione  della  linea  che,  con  le  aue  interiezioni  col  circolo  rt  deve 
determinare  i punti  di  contatto  di  questo  circolo  col  circolo  cercato. 

Se  eguagliamo  ciascuno  dei  due  membri  ad  una  medesima  quantità  indeter- 
minala A,  le  due  equazioni 

aa  ,xq-2A,rqra(r1l:r,X±r>) 

“i1-+-is*-H''s1— '•.^afrjdrr.Xi/-,)13  ’ 

aaax-t-aA^-7:a(et±rJX±/-t) 

'•.X— rs)  ~ k ’ 

daranno  con  la  loro  intersezione  un  punto  della  rètta  (8).  k essendo  arbitraria , 
si  potranno  determinare  tanti  punti  quanti  se  ne  vorrà,  i quali  tutti  apparter- 
ranno alla  retta  (8).  Si  faccia  dunque  successivamente  A=o  e k=  1 , avremo 
i due  sistemi  d'equazioni 


A,r-t-o,x=  r^rtZtr,) (9), 

A»T-+-o1x=:rs(r,±r1) (,o). 


->o,x— all/+((,ia+{I»)+(r|>-t.r1»)  = o . . . (il) 

>e,t— aJ1*+(e,,+)>s)q.(rJ*q.r1*)  so  . . . (ta). 

Le  due  equazioni  (9)  e (10)  rappresentano  le  corde  di  contatto  determinate,  nel 
circolo  r„  dalle  tangenti  comuni  ai  circoli  ( rt  , r,)  e (r,  , e le  due  ulti- 
me (11)  e (12),  le  disomologbe  de’ circoli  ( r„  r,  ) e (r„  r%).  I due  puliti  d’iu- 
tersezione  delle  corde  di  contatto  o delle  polari  fra  loro,  e delle  disomologhe, 
basteranno  per  determinare  la  direzione  della  retta  (8). 
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Tulio  ciò  che  precede  applicando»!  a ciascuno  dei  circoli  dati,  si  deduce  que- 
sta costruzione: 

Siano  Ct,  Ca,  C3,  i circoli  dati  ( Tav.  LXXXIV.yi^.  2);  0(S$), 

0(2  jj  , ■ centri  di  similitudine  esterni  corrispondenti  ai  circoli  indicati  dalle  no- 
tazioni. Le  polari  si  tagliano  in  P3<  Pa>  P,^  nei  circoli  C3i)  Ca  C, , e le  diso- 
mologhe in  un  medesimo  punto  D.  Le  celle  P3D,  PaD,  P|L),  determineranno  i 
punii  di  tangenza  T3<j  T5i  T,^  dai  quali  il  circolo  tangente  dovrà  passare. 

Possiamo  ancora  determinare  il  centro  conducendo  i raggi  C3T3  ^ CaTa<  C,T,s 
i quali  concorrono  al  medesimo  punto. 

Questa  conclusione  non  dà  che  un  caso  particolare  del  problema  , quello  in 
cui  il  circolo  cercato  è toccato  esternamente  dai  tre  circoli  nel  medesimo  tempo. 
Si  troveranno  le  scile  altre  sol  utioni  combinando  le  polari  fra  loro  , cd  osser- 
vando che  le  rette  che  congiungono  i punii  d'incontro  delle  polari,  e quello  di 
concorso  delle  disoroologhe  tagliano  ciascun  circolo  in  due  punti.  In  fatti  è facile 
di  risolvere  dalle  equazioni  (9),  (io)  (Tav.  LXXXJV,^^.  3 e 4)>  che  il  pro- 
hi  e ma  può  avere  otto  soluzioni. 

[Pedi  Corde  di  Contatto,  Disomologrb,  Similitudine,  c Polari). 

42.  Problkma  XVII.  Descrivere  un  circolo  fungente  a tre  rette  date. 

L’origine  degli  assi  rettangolari  essendo  situato  ad  uno  degli  angoli  A ( 7W. 
LXXXIV  , fig.  5)  formalo  dall' intersezione  ili  due  delle  rette  date,  e la  retta 
AB  essendo  presa  per  asse  delle  x,  se  indichiamo  con  0.0;  o,c;  a,ò,  le  coordi- 
nate dei  punti  A,  B,  C,;  e con  a',  //  le  coordinale  incognite  del  centro  del  cir- 
colo domandato  esso  avrà  per  equazione 

V ed  r,  saranno  determinate  dalle  relazioni  che  otterremo  fri  queste  inco- 
gnite e le  costanti  de!  problema,  esprimendo  che  le  perpendicolari  abbassate  dal 
punto  (a',  U)  sono  tutte  Ire  eguali  al  raggio  r. 

Prima  di  tutto  la  perpendicolare  abbassata  dal  punto  o/,  b\  sul  lato  AB,  di 
cui  l'equazione  è / = o,  essendo  eguale  all'ordinata  essa  medesima,  si  avrà 
±b'=r (.). 

La  perpendicolare  abballala  sul  lato  AC,  di  cui  1'  equazione  è 


b 


ha  per  espressione 

ab* — bnr 

— f*  

•\/aa-+-ò* 

e la  seconda  equazione  di  condizione  sarà 


hinalmento  per  la  perpendicolare  sul  terzo  lato  BC  , di  cui  P equazione  é 
-ò 


s»  otterrà  la  terza  equazione) 


. {c—a)b,—b{c—a,) 
•y  (c— u)a  -t~  & 
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Al  sistema  delle  Ire  equazioni  (i),  (»)  e (3),  può  sostituirsi  il  sistema  delle 
tre  tegnenti  equazioni,  le  quali  sono  il  risultameoto  della  loro  combinazione. 


ab' -ha' 


:±ò'. 


yj  uM-A* 

_k(e—a)bf—b(e—m')  _ ^ 

■\/(c — ciJM-A* 

ab' — bJ  (c—a)b'  — !(c — a') 

yj  a^-i-b*  \(c — u)a-t-A1 

Per  determinare  queste  linee  rette,  sopra  le  quali  il  centro  del  circolo  tan- 
gcate  dece  trovarsi,  osserveremo  che  le  due  prime  prendono  la  forma. 

. b 


b'  = - 


V~(£)' 


(A), 


A'  = 


c — a 


-,V"+-  (^)a 


- (a'—c) (B); 


ma  dalle  formula  generale 


tang  2 A : 


si  deduce 


tang.  A = 


2 tang  A 
i — tang1 A 

tang  2 A 


li:  V I-H  tang  a2A 


Si  vede  per  conseguenza,  che  l1  equazione  (A)  è quella  della  retta  AO,  e AO% 
che  passa  per  A , e divide  l’angolo  CAB  e il  suo  supplemento  in  due  parti 
eguali. 

Egualmente  P equazione  (B)  contiene  nel  medesimo  tempo  I’  espressione  di  due 
rette  BO,  c BOa , che  dividono  l'angolo  CBA  e il  suo  supplemento  in  due  par- 
ti eguali. 

Quanto  alla  terza  equazione,  essa  è evidentemente  soddisfatta  da  a'  = «,  e 
b’~b:  dunque  la  linea  retta  che  essa  rappresenta  passa  pel  punto  c. 

Di  più,  se  facciamo  bf  =o,  per  determinare  il  punto  ove  essa  taglia  la  base 
del  triangolo,  si  trova 

af  (c — nr) 

\axH-b*  \ [c  — a)2-i-b%' 

donde 


a'  \ ^a*-i~bx 

~a'  ' \{c — «)*-♦- A*  ’ 
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ciò  prora  che  i ilue  segmenti  che  essa  determina  sopra  la  base  del  triangolo  sono 
nel  rapporto  de' lati  adiacenti:  dunque  questa  linea  divide  l'angolo  del  vertice 
o il  suo  supplemento  in  due  parti  eguali. 

Ora  siccome  un  circolo  tangente  a due  rette,  ha  il  suo  centro  sulla  linea  che 
divide  il  loro  angolo  in  due  parti  eguali,  esso  si  ricaverà  dalle  rette  che  dividono 
due  degli  angoli  in  due  parti  eguali,  dalla  parte  ove  vorremo  che  il  contatto  ab- 
bia luogu,  e il  punto  d’ incontro  di  queste  due  rette  determinerà  il  centro. 

È indifferente  qualunque  si  prenda  dei  tre  angoli , perchè  le  rette  che  gli  di- 
vidono in  due  parti  eguali , concorrono  in  un  medesimo  punto 

Se  le  tre  linee  date  si  tagliano  due  a due,  vi  saranno  quattro  soluzioni;  se 
due  sono  paralelle,  non  ve  ne  saranno  che  due;  e nessuna  se  le  tre  rette  sono 
paralelle. 

Prima  di  terminare  P articolo  dei  contatti  esporremo  il  seguente  teorema  che 
è della  massima  facilità. 

43.  Se  quattro  circoli  toccano  ciascuno , internamente  o esternamente , tre 
lati  di  un  quadrilatero  piano  qualunque , i centri  di  questi  circoli  saranno 
sempre  sopra  una  medesima  circonf crema  (Tav.  LXXXIV  , fig.  6). 

Questa  proposizione  curiosa  e nuova  è del  genere  di  quelle,  per  la  dimostra- 
zione delle  quali  è preferibile  d'impiegare  la  considerazione  degli  angoli.  In- 
fatti se  supponiamo  che  i quattro  circuii  tocchino  esternamente  i lati  di  un 
quadrilatero,  e che  si  siano  condotte  delle  rette  da  un  centro  ali'  altro,  rette  che 
divideranno  ciascuna  in  due  parti  eguali  gli  angoli  supplementari  di  questo  qua- 
drilatero, basterà  di  provare  che  il  nuovo  quadrilatero  00,0,'0I"  è inscrittibile 
al  circolo,  vale  a dire  che  la  somma  di  due  dei  suoi  angoli  opposti  è eguale  a 
due  angoli  retti.  Ora,  si  ha. 


K D 

1'  angolo  OAD  = li , 1’  angolo  ODA  = ■ f — — ; 


per  conseguenza 


1’  angolo  0=3 


A-t-D 

a 


Per  la  medesima  ragione 


1'  angolo  O"  : 


B-t-C 


dunque 


0-t-0"  = 


A-t-B-t-C-t-  D 


ma 

A-t-B-t-C-t- D= 4*  » 

dunque 

O-t-O"  =3  2 i. 

Ecco  ciò  che  bisognava  dimostrare. 

Con  la  medesima  facilità  si  dimostrerebbe  quest’ altro  teorema. 

Se  i lati  di  un  quadrilatero  circoscritto  toccano  la  circonferema  ai  mede- 
simi vertici  degli  angoli  di  un  quadrilatero  inscritto , tutte  le  toro  diagonali 
si  taglieranno  al  medesimo  punto. 

Non  sarebbe  difficile  di  assicurarsi  inoltie  che  questa  proprietà  si  verifica  egual- 
mente per  I'  ellisse. 

singolo  di  contatto.  Jredi  Costisgeiszs. 
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Per  maggiori  particolarità  sopra  i contatti  si  veda  questo  Dizionario  all'  Arti- 
colo Apollonio  dove  parla  de  tactionibus\  e dove  si  citano  diversi  autori  che 
hanno  parlato  sopra  i problemi  dei  Contatti.  Potranno  inoltre  consultarsi  vantag- 
giosamente Gergonne  Annales  des  Mathe'niatiques  pures  et  app/iquees , Rey- 
naud  et  Dhuacue!  problèmes  et  développemcns  sur  diverses  parties  des  Mathé - 
matiques  ; Vincent  Cours  de  gèométrie  élémentaire , e P opere  di  Fermai. 

Per  i contatti  poi  che  oltrepassano  la  geometria  elementare  vedi  in  questo 
Dizionario  P articolo  Osculazione. 

Angolo  di  contatto.  Vedi  Contingenza. 

CONTENUTO  (Geom.).  Termine  impiegato  comunemente  per  indicare  il  Yolume 
«li  un  corpo  : così  trovare  il  contenuto  di  un  corpo  è la  medesima  cosa  che  tro- 
vare la  sua  solidità. 

Per  esempio  il  contenuto  di  un  pamlellepipedo  rettangolo  di  3 metri  di  lato, 
è 27  metri  cubi , vale  a dire  che  questo  paralellepipedo  è racchiuso  da  uno  spa- 
zio di  27  metri  cubi,  o che  il  suo  volume  ha  27  metri  cubi. 

CONTIGUO  (Geom.).  Gli  angoli  contigui  sono  quelli  che  hanno  un  lato  comune, 
e di  cui  gli  altri  lati  sono  in  linea  retta;  si  chiamano  ancora  angoli  adiacenti. 
Vedi  questa  parola. 

Si  chiamano  corpi  contigui , quelli  che  sono  in  contatto  assolute. 

CONTINGENZA  (Geom.).  Si  chiama  angolo  di  contingenta  un  angolo  mistilineo , 
come  l'angolo  BAn  (Tao.  LXXX1V’,  Jìg.  7)  formato  da  un  arco  di  circolo  A n e 
dalla  tangente  AB  al  punto  A.  Si  sa  che  la  retta  BC  perpendicolare  all'estremità 
A del  raggio,  tocca  il  circolo  in  un  solo  punto,  e che  non  possiamo  condurre 
alcuna  linea  retta  fra  il  circolo  e questa  tangente  ( Vedi  Tangente)  e,  per  con- 
seguenza, che  P angolo  di  contingenta  è più  piccolo  che  un  angolo  rettilineo  per 
quanto  piccolo  possiamo  supporlo.  La  natura  di  quest'  angolo  è stata  1'  oggetto 
di  grandi  dispute  fra  i geometri  degl' ultimi  secoli.  11  Pellet tier  del  Hans.  POzanam, 
e P Wallis  pretesero  che  l'angolo  di  contingenza  non  fosse  veramente  un  angolo,  e 
che  non  esistesse.  11  Clavio  al  contrario,  sosteneva  che  quest'angolo  era  reale, 
ma  di  una  natura  eterogenea  a quella  dell'angolo  rettilineo.  Tutta  questa  di- 
sputa non  riposava  che  sopra  un  malinteso,  poiché  l'idea  di  un  angolo  io  ge- 
nerale, tale  quale  risulta  dalla  considerazione  di  due  rette  che  si  tagliano,  è 
inapplicabile  senza  modificazione  a quello  di  contingenza  : le  linee  rette  sono 
linee  delle  quali  tutte  le  parti  hanno  una  sola  e medesima  direzione,  e un 
angolo  rettilineo  non  è che  la  differenza  delle  direzioni  di  due  rette.  Non  segue 
cosi  dell'  angolo  di  contingenza  ; la  diflerenza  delle  direzioni  dei  suoi  lati  va- 
ria a ciascun  punto  del  suo  lato  curvilineo,  poiché  la  natura  di  qualunque  linea 
curva,  considerandola  come  formata  da  un'infinità  di  linee  rette  infinitamente 
piccole,  consiste  principalmente  in  ciò  che  le  direzioni  di  due  parti  qualunque 
che  si  seguono  immediatamente  non  sono  le  medesime. 

Bisogna  dunque  riconoscere  che  ciò  che  chiamasi  angolo  di  contingenta  è una 
graudezza  di  una  natura  interamente  differente  dall'angolo  rettilineo,  che  non 
può  essergli  paragonato.  Si  dice  che  l'angolo  di  contingenza  è una  grandezza, 
perchè  di  tali  angoli  ne  possouo  esistere  dei  piu  grandi  e dei  più  piccoli,  e 
perfettamente  paragonabili  fra  loro.  Infatti  quantunque  non  si  possa  far  passare 
una  linea  retta  fra  l'arco  A/i  e la  tangente  AB,  possiamo  però  far  passare  uo* in- 
finità di  altri  circoli  tali  come  AmE,  che  formino  ciascuno  un  angolo  di  con- 
tingenza differente.  Il  Newton  ha  dimostrato  che  il  rapporto  di  due  angoli  di 
contingenza  come  BAm , B \n  era  l'inverso  di  quello  delle  radici  quadrate  dei 
diametri,  vale  a dire  che  si  ha 

Angolo  BAm  : angolo  BA n : : yAD  : ^AE 
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Donde  soglie  che  questi  augoli  possano  essere  divisi  in  un  numero  qualunque  di 
pirli  eguali  o proporzionali,  descrivendo  de' circoli  che  passino  pel  punto  O di 
contatto. 

L'angolo  di  contingenza  non  si  considera  solamente  rapporto  al  circolo:  si  chiara» 
ancora  così  1*  angolo  formato  da  un  arco  qualunque  di  curva  e la  tangente  al- 
I' estremità  di  quest'arco,  Pedi  per  maggiori  particolarità  il  primo  libro  dei 
Principila  del  Newton. 

CONTINUITÀ'.  Si  chiama  così  un  legame  uon  interrotto. 

La  legge  di  continuità  è quella  per  mezzo  della  quale  delle  quantità  varia- 
bili, passando  da  una  grandezza  ad  un'altra,  passano  per  tutte  le  grandezze 
intermediarie  senza  saltarne  alcuna.  Un  gran  numero  di  filosofi  c di  metafìsici 
hanno  riguardato  come  probabile  I'  applicazione  di  questa  legge  alle  opera- 
zioni della  natura;  ma  il  padre  Boscovich  ha  provato  che  la  legge  era  univer- 
sale. Cosi  vediamo  che  la  distanza  fra  due  corpi  non  può  essere  alterata,  se 
prima  non  sono  passati  per  tutte  le  distanze  intermediarie.  1 pianeti  si  muo- 
vono ciascuno  con  velocità  e direzioni  differenti  nelle  diverse  parti  della  loro 
orbita,  ma  sempre  osservando  la  legge  di  continuità.  Nei  corpi  celesti  proiet- 
tati, la  velocità  cresce  e diminuisce  seguendo  tutte  le  velocità  intermediarie,  e 
succede  lo  stesso  nell'elettricità  e nel  magnetismo.  Alcun  corpo  non  diventa» 
più  o meno  denso  senza  passare  per  tutte  le  densità  intermediarie.  La  luce  del 
giorno  cresce  la  mattina  e diminuisce  la  sera,  passando  per  lutti  i gradi  inler- 
mediarii  possibili.  £ esaminando  la  natura  con  tutla  l'attenzione  che  esige  un  tale 
esame,  vediamo  che  da  per  tutto  esiste  la  legge  di  continuità.  Vi  sono  però  dei 
passaggi  bruschi;  così  quando  paragonando  un  giorno  al  seguente,  troviamo  che 
questo  è più  corto  o più  lungo  del  primo  di  due  o tre  minuti,  saremmo  tentati 
di  dire  che  vi  è passaggio  brusco,  ma  se  consideriamo  tutte  le  longitudini,  tro- 
veremo che  vi  sono  stati  dei  giorni  di  tutte  le  grandezze  intermediarie.  Alcune 
volte  ancora  confondiamo  un  moto  rapido  con  uno  impulso  istantaneo.  Così , 
siamo  disposti  a pensare  che  una  palla  è lanciata  dalla  polvere,  da  un  impulso 
istantaneo;  ma  effettivamente,  un  tempo  apprezzabile  è necessario  per  l’inliam- 
maziooe  graduale  della  polvere,  la  rarefazione  deli'  aria  e la  comunicazione  del 
molo  alla  palla.  Ed  è in  questa  guisa  che  possiamo  distruggere  tutte  le  obiezioni 
che  potrebl>ero  ejsere  fatte  alle  legge  di  continuità. 

CONTINUO.  {Ateo.)  Aiolo  continuo  Si  chiama  così  quello  che  si  effettua  senza 
alcuna  retrogradazione,  o cangiamento  brusco  di  direzione  in  latta  la  sua  durala. 
Un  peso  che  cade  liberamente  si  muove  con  un  moto  continuo ; nna  ruota  rhe 
giri  sempre  nel  medesimo  senso  ha  ancora  un  moto  continuo  Abbiamo  conti- 
nuamente bisogno  nelle  arti  di  trasformare  il  moto  continuo  iu  molo  alternativo 
(Pedi  questa  parola)  c viceversa , doodc  ne  risulta  diversi  problemi  pratici 
che  fanno  l'oggetto  della  composizione  delle  macchine.  ( Pedi  questa  parola.) 

CONTINUO  (da  continuus , che  non  cessa)  dicesi  di  tutte  le  grandezze  di  cui  le 
parti  si  congiungono  e non  sono  divise  le  une  dall' altre,  superficie  continuai 
curva  continua , ec.  Pedi  Continuità. 

Frazioni  contino*  (Alg.).  Specie  particolare  di  frazione,  il  denominatore  della 
quale  è composto  di  un  numero  iutero  o di  un'altra  frazione,  che  ha  egualmente 
per  denominatore  un  numero  intero  e una  frazione , e così  di  seguito  L'impor- 
tanza delle  frazioni  continue , soprattutto  nello  stato  di  generalità  al  quale  sono 
state  recentemente  portate  , ne  fanno  una  delle  parti  più  ragguardevoli  della 
scienza  «lei  numeri;  ne  esporremo  perciò  la  teoria  con  alquante  particolarità,  co- 
minciando dalle  più  semplici  di  queste  trazioni;  quindi  le  considereremo  come 
modo  particolare  di  generazione  di  una  funzione  qualunque  di  una  quantità  va- 
riabile ; daremo  allora  le  loro  leggi  generali  , e termineremo  con  alcune  applica- 
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«ioni  interessanti,  dando  un'occhiata  all'istoria  della  loro  introdutione  nella 
scienza. 

i.  Sia  una  quantità  frazionaria  qualunque  — , in  cui  N lia  maggiore  di  M.  Se 

ai  difille  N per  M e che  indichiamo  il  quoziente  con  a,  , e il  resto  con  N„ 
avremo 


— = a,  resto  Pi,, 


o ciò  che  lignifica  lo  stesso 


« a, 

M="1+  M 


N,  essendo  eridentemente  minore  di  M,— 1 , i una  frazione  più  piccola  del- 
1'  unità  ; e se  si  paragona  all'  unità,  si  trova 


Pi,  M 


Na 


indicando  con  a%  il  quoziente  della  divisione  di  M per  Nj  , e con  Na  il  resto 
della  divisione. 

Na  dovendo  essere  ancora  minore  di  N,  , operiamo  sopra  ^ come  abbiamo  fai* 

N,  . f ... 

to  sopra  — , e proseguiamo  nella  medesima  maniera  sopra  i resti  seguenti  ; ot- 
terremo questa  serie  di  trasformazioni,  a,,  a4,  ee.  esprimendo  i quozienti 
e Nj,  Nj.  N4,  ec.  i resti  snccessiri. 


V 

N. 

V 

JVs 


— . 

’ Nm_, 

Continueremo  le  trasformazioni  fino  a Unto  che  non  si  aia  giunti  ad  un  resto 
Nm  = o,  come  se  ti  trattasse  di  trovare  il  massimo  comnn  diviaore  di  due  nu- 
meri N e M ( Pedi  Conca  mvisoma),  operazione  che  è identicamente  la  aletta 
della  prcccdenle. 

Dii  di  Ma!.  /V  IH.  io 


N. 

N, 

N,“ 

Na" 

= 

N, 

Na 

Na 

». 

=a4^ 

N. 

N, 

X. 

N? 

= <V +■ 

et. 

ec. 

ec.  , 

N-, 

N„,-a 

^ m-l 

N»,-i 
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Dall-  eguaglianze  di  (opra  ai  ricavano  le  seguenti  : 


", 

M 


, 


"a 

N.' 


». 


ec.  ec.  , 


di  eoi  1’  altima  i aemplicemente. 

JL 

»— . °- 

a motivo  di  Nm  = o. 

Sostituendo  questi  valori  gli  uai  negli  altri,  cominciando  dair espressione  pri- 

, . » N,  . . J . . . 

mitiva  — =0.-4 — si  ottiene  definitivamente 
M M 


N 

M 


«.-+• 


a,-4-  , 


0,-4- l 

0,-4-  ec. . 


I 


1 


Om 


e tale  sarà  la  generazione  della  qnantitii  frazionaria  — , generazione  che  indi- 
chiamo sotto  il  nome  di  frazione  continua. 

a.  Si  chiamano  frazioni  integranti  le  frazioni  semplici  —,  — ec.  le  quali  en- 
trano nella  composizione  della  frazione  continua.  Queste  frazioni  danno  il  mezzo 

N 

di  ottenere  dei  valori  approssimati  di  una  quantità  frazionaria  qualunque  ; 
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75 


-s  = a 1 *1 

iu  o. 


se  ci  fermiamo  successivamente  alla  prima,  seconda,  terza,  ec. , frazione  inte- 
grante, si  hanno  le  quantità 


u,  H , a,-t- — — — 

«a  a»-t-  « 


«,-t- 


(m) 


z.-t-  i 


le  quali  tanto  più  si  avvicinano  al  vero  valore  di  —,  quanto  maggiore  è il  nu- 
mero delle  frazioni  integranti  che  prendiamo.  È però  evidente  che  questo  va- 
lore non  è dato  che  da  tutte  queste  frazioni. 

3.  Le  quantità  (m)  che  si  ottengono  arrestandoci  successivamente  alla  prima,  secon- 
da, ec.  frazione  integrante,  sono  alternativamente  maggiori  e minori  delle  quantità 

< M 

mentre,  arrestandoci  da  principio  alla  prima  frazione  — , ti  trascura  la  parte 

°s 

unita  al  denominatore  aa,  e si  rende  per  conseguenza  questo  denomonatare  più 

piccolo  che  non  lo  dovrebbe  essere;  donde  — e,  perciò  a,-+-  — maggiore,  cosi 

a%  °a 

N i 

vi  < 

m a% 

Arrestandoci  alla  seconda  frazione  — , siccome  questa  frazione  diviene  mae- 

as 

giore,  poiché  si  trascura  la  parte  che  dovrebbe  essere  unita  al  suo  denominato- 

re,  ne  segue  che  a%-+-  — è maggiore,  di  ciò  che  dovrebbe  essere,  e perciò 
> °» 


minore,  donde 


Per  le  medesime  ragioni,  fermandoci  alla  terza  frazione,  si  ottiene  un  valore 
maggiore  di  — , e un  valore  minore  arrestandoci  alla  quarta  : e coti  di  seguito. 
Avremo  perciò,  arrestandoci  successivamente  a ciascuna  frazione  integrante,  un 
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seguilo  di  valori  approssimali  di  di  cui  gli  uni,  ne'  quali  il  numero  delle  fra- 


. . . N ..... 

ziooi  integranti  è impari,  sono  maggiori  di  — , c di  cui  gli  altri,  nei  quali  il  no* 

mero  delle  frationi  integranti  è pari , sono  minori. 

Cosi,  siccome  dobbiamo  avvicinarci  tanto  più  al  vero  valore  di  — - quanto  più 

M v 

frazioni  integranti  prendiamo,  i primi  valori  approssimati  (i  maggiori)  debbono 
essere  continuamente  più  piccoli  ; e i secondi  al  contrario  continuamente  più 
grandi. 

4-  Quando  una  frazione  continua  è data,  troviamo  la  quantità  che  essa  espri- 
me addizionando  successivamente  la  parte  intera  e la  parte  frazionaria  di  ciascun 
denominatore  cominciando  dall'ultimo.  Ed  è con  questo  metodo  che  troviamo  * 
per  esempio 


na-t-  1 


°tn  «-+“ 1 


fl8'i4-h  1 


a%a  1 


flar?4a4-hoa4-a4 

e operando  egualmente  per  il  seguito  de’  valori  approssimati  di  si  trovereb- 
be per  questi  valori 


a.n.4-1  °3('It,7,4- 1)4-0, 

o,  ’ ffj",- t-t  ’ 


°»  | '73(ai‘7a'+-  } -t-o.o.-t-'  " 

o,^  <7,-7,  4-  1)4-0, 

5.  Esaminando  la  forma  di  questi  valori  successivi  approssimati  di  — , è fa- 
cile l’accorgerci  che  indicando  con  A(,  Aa,  As,  ec.,  B„  Ba,  B?,  ec. , delle  quan- 
tità la  di  cui  generazione  sia 


A,  = a, 

À2=:  fljAj -+•  I 

At=r7sAa-+-A, 
A 4 — j-f-Aj 
A i a 4 A 4-i-  A 5 
cc.  ec. 


B,  =3  1 

Ba  = a% 

B8  = o3Ba-4-i 
B4  =fl4B3~+*Ba 
Bs  =;  <i4B4“+-Bj 
ec.  ec. 
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A. 

B, 


Aa a,oft-H  i A,  tfsaaa,-WXj-HJt 

Ba  a%  ’ B,  ’ = o,'J,4-t  ’ 


Vale  a dire  che  le  quantità  — 1 , D-,  saranno  i valori  successivi  della  frazio- 
ni Ba 

N 

ne  contìnua  che  rappresenta  — . 

Conserveremo  alle  funzioni  A,  B il  nome  di  mediatori  che  gli  è stato  dato 
da  Kramp  ( Pedi  Aritmetica  Ubivi rsai.b ) , riservandoci  Hi  rendere  inseguito 
più  generale  questa  concezione.  Applichiamo  ciò  che  prerede  ad  un  caso  par- 
ticolare. 

38. 

6.  Problema  primo.  Ridurre  la  frazione  , . in  frazione  continua. 

zoo 


Si  ha  in  primo  luogo 


38 1 
266 


1 1 5 
566 


Il6 

spelando  sopra  come  abbiamo  indicato  (■),  si  trova 


it5 

_ 266 

36 

266 

1 1 5 

11S 

36 

7 

1 15 

*=  36  ~3^ 

36 

36  , , 


7 • 7‘ 


K per  conseguenza 


38 1 
266 


: I -t- 


a-t-  1 


3  4-  t 


7.  Problema  secondo.  Trovare  i valori  successivi  della  frazione  continua 

I 


1 -+- 


4  -t-  1 

5  -t-  1 


6 i 
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Si  costruiranno  i seguenti  mediatori  dando  alle  quantità  a,  , a%, 
valori  i , a , 3 , ec. 


«s»  •«. 


A,  = i 

A1=aA,-+-i  = 3 
A,=  3Aj-+-A,=  io 
A»  = 4A1-t-AJ  = 43 
A,  = 5 A4-+-A,  — aa5 
AJ  = 6AS-+-A1=  i3§3 
Ai  = 7Ì«-»-A,  = 9976 


B,=  . 

®»=a 

B,  = 3Ba-t-B,  s 7 
Bt  s |Bj+lìj~  3o 
Bs  = 5B4+Bj  = i 5 7 
B,  = 6BS-+-Bt  =s  973 
B,  = 7B,-+-B,  = 6961  , 


ed  avremo  per  conseguenza  per  i valori  successivi  domandati 


3 >0  43  aa5  1 3g3  9976 

* a ’ 7 ’ 3o’  157  ’ 973  ' 6961’ 

di  cni  1’  altima  i quello  della  frazione  continua  intera. 

8.  I mediatori  formano  la  parte  principale  della  teoria  delle  frazioni  continue, 
e sono  di  un  uso  maggiore  in  un’altra  branca  dell’  algebra , ed  è perciò  che  co- 
me l’abbiamo  detto  di  sopra,  renderemo  più  generale  la  concezione  di  queste 
funzioni  adottando  la  notazione  che  è stata  proposta  dal  Signor  Wrooski  , nella 
sua  Introduzione  alla  filosofia  delle  matematiche. 

Siano  a,,  a%,  a,,  ec.  delle  quantità  qualunque  alle  quali  daremo  il  nome  di 
basi.  Prendendo  una  di  queste  quantità  am  per  formare  il  primo  mediatore,  e 
successivamente  le  seguenti  a^, , om+1,  ec.  prese  cosi  in  un  ordine  diretto  per 
formare  gli  altri,  indicheremo  questi  mediatori  con  la  seguente  notazione  : 


l-=°- 

| 1 

[*-] 

l*=“-**l 

w 

kM 

| | 

kM 

ec.  ec. 


Ma  possiamo  egualmente  fermare  questi  mediatori,  prendendone  le  basi  in  m 
ordine  L retrogrado  , vale  a dire  partendo  dalla  base  am , e risalendo  alle  basi 
> am-zi  ec.;  per  esprimere  questa  circostanza  , uniremo  il  segno  — all’  in- 
dice della  prima  base  in  ciascun  mediatore , ed  avremo  cosi 

[a«—  ]s==o»-»[a"i—  ]»-+-  [«  — ]. 

]t  = «--i  [aia-J,+  [am-], 
ec.  ec. 
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Mediante  questo  modo  di  esprimere  i mediatori,  vediamo  che  vi  è sottinteso 
il  segno  -t-  dopo  l' indice  della  prima  base  , nei  mediatori  diretti. 

9.  Essendo  dato  on  numero  is  di  basi  am , om+I , ec.  . . . am^n_l  • Se  **  for- 
ma  un  seguito  di  mediatori  tanto  nell’  ordine  diretto  quanto  nell’  ordine  inverso 
di  queste  basi,  l’ultimo  mediatore  diretto.,  vale  a dire  quello  nella  composi- 
zione del  quale  entreranno  tutte  le  basi , sarà  eguale  all’  ultimo  mediatore  in- 
diretto , ed  avremo 


Prima  di  tutto  è fàcile  di  vedere  che  ciò  ha  luogo  effettivamente  per  due,  tre, 
quattro,  ec.,  basi,  poiché  facendo  sai,  a,  3,  4>  ec  , e costruendo  i mediato- 
ri corrispondenti,  si  ha 


[-] 


[a(oM-2)—J  ,= 


ec. 


ec. 


Così,  possiamo  di  già  concludere 

hl-l4"'],'  [«m],aa[a(m-t-.)-]  , 

, ec. 

Si  tratta  dunque  solamente  di  provare  che  ciò  ha  lungo  per  un  numero  qua- 
lunque n di  basi.  Perciò,  supponiamo  che  questo  sia  dimostrato  fino  al  numero 
ss  — s,  vale  a dire  che  si  abbia 


ec.  ec. 

dalla  costruzione  dei  mediatori  si  ha 

[am]„  = a/7M-n-i  -*■[ ""«].-»• 

Sostituendo  in  qnesta  eguaglianza  i mediatori  inversi  ai  mediatori  diretti  cor- 
rispondenti , essa  diviene 

[ ® « ] * — - 1 £ « ;m+n — a)  - j « (m+u  - 3)  — ] ’ (n)- 
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Ma  dalla  formazione  de'  mediatori  inversi,  abbiamo  ancora 
| a(/n-t-n— a)  — J„_,  =am|^fl(m+n— a)- J„_»  +■  [ a(mH-n -a)  — jB_t 

£a(m-wi— 3)—  J „-a=aam[a  («-+-«— 3 — [ a(m-t-n— 3)  - j,  , 

Sostituendo  questi  valori  nell’ eguaglianza  (n)  abbiamo 
J°mJ  n =am-Hi—  vam  £ a ) — J„_a  *+"  i a (m-t-/i  — 2) — j#|„# 

+ “*  ' ^a(m-t-n— 3)  - -*-[a(m-i-n-3)-  J„_,  • • ■ ( p ). 

Ora,  siccome  abbiamo  supposto  che  l’eguaglianza  fra  i mediatori  diretti  e in- 
versi fosse  dimostrata  fino  ad  un  numero  n — 1 di  basi;  si  ha 

a)  — J. -a  — [fl  m-t->  ]„-» 

£ “(m-t-n— 2 )-]»-»=[flm+2]  «-» 

£a(m-t-n — 3) — Jn-s  — [a  m~h  1 j r i 
£a(m-t-/i-3)- J„_4  =[°  "»-+-aj»-«  ' 

Valori,  che,  sostituiti  nell’espressione  (p)  la  cambiano  in 

j a m J „ = m-hn  — 1 • a m £ am  -t-  1 J „^a  *+*  a m-hn -*  a J„_» 

j._,  •+•  ^«rn-t-a  j „_4 (?)  , 

ovvero 

[fl  "’j*  ~am  | am-+-n-i a m-hi  J £ a/n-i-i  J j -t- 

H-am-hn—  1 p»i+a  j._,  ■+-  £a  m-haj^ (r). 

Ora,  abbiamo 

am-t-n~  1 •£«  otH-i  J | “ m-t-  1 J„_,  =£ a m i j 

am+„^,  ■+■  JBn  + aj,.,=[fl»+i],^  ’ 

e per  conseguenza 

[“">]»  =am[a  ifiH-i  +[Bm  + »].-s W 

espressione  che,  sostituendo  ai  mediatori  diretti^  a m 1 ].  ■ - 

i mediatori  inversi  corrispondenti 
diventa 

[a">  jn  =am  [a(  m-hn—  i)~  JB_,  -+-£  * (*»+«-')  - J .-a' 

M. 

am^a(m-rn  - i)  — -+*  £a(m-V-«— t)  - J a(m-t-n  — i)  - j , 
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Dunque,  ti  ha  definitivamente 

[ * ] „ = [ a(m-k-n— i)  — ] „ * 

Coti,  basta  che  la  propotixione  tia  dimostrata  fino  ad  un  numero  n — i di  basi 
perchè  possiamo  concludere  che  essa  è egualmente  vera  per  un  numero  n.  Ora, 
abbiamo  veduto  di  sopra  che  essa  era  vera  per  una  , due  e tre  basi;  essa  lo  è 
perciò  per  4,  5,  ec. , ec.t  e per  conseguenza  per  un  numero  qualunque  dì  basi, 
io.  L' eguaglianza  (s)  fa  conoscere  che  possiamo  ancora  costruire  i mediatori 


nella  seguente  maniera: 

2 = am| 

^ a m -+- 1 

I -' 

f a™]s  =an»j 

i 

js  ■+•  ] , 

^ a m J 4 = a m j 

^ am-Y- 1 

ec. 

ec. 

nm  -+- 1 

]»-t  -+-  [ flm-+-a  J„.a 

Inseguito  avremo  occasione  di  servirci  di  questa  costruzione  la  quale  modifica 
la  nostra  forma  generale. 

1 1.  Un  mediatore  £ a formato  da  p basi  am  , am~Y-  i,..  a m-Y-p — r 
è sempre  eguale  al  pro<lollo  de'  due  mediatori  che  si  ottengono  dividendo  le  sue 
basi  in  due  in  una  maniera  qualunque  | a m ]•■  r ®m-t-/i  « essendo 

un  numero  intero  qualunque  da  ■ fino  a p inclusi vamente,  più  il  prodotto  dei 
due  mediatori  p-„-%  che  s*  ottengono  dai  due  prece- 

denti sopprimendo  1*  ultima  base  dell'  uno  e la  prima  dell'  altro,  vale  a dire  che 
si  ha 


n m-Y-n  j 

| n~l  l 

Infatti,  abbiamo 

m-ì-p—  i • j 

M'"' H 

1'-“ 

a m-\-p— a j 

j **  m i 

1'  1 

Diz.  di  Afd/.  Voi.  IH.  ii 
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Sostituendo  la  seconda  eguaglianza  nella  prima  , essa  dà 
p=a  m-t-p  — i ■ a m-t-p— » f a"iJ 
-t*am+-p— i . jp  I + ! 

OTTffO 

[am]p  — a m-t-p -i  •[“mj,.,  ■+-[<X'n]a-a  { a m-fp-i  . “/a+p-i  + i J 
Espressione  che,  a motivo  <1» 


a m ~\~p  — i . a m -hp  — 2 . *+•  1 = j 

11  m-t-p— a 

si  cangia  in 

» 

P = am-i-p-t  . [rtm  Jp_j  **-  [a",]/-a ' | 

| a a J » . . . . 

Se  in  quest' ultima  si  sostituisce  invece  di  j^amj 

*1  suo  valore 

a m-t-p  — 3 J p.s  +[ a m j p_,  abbiamo 

j^«mjp=ann-p-l[amjp.s-+' 

^a/n -+-/)— aji’  J am-t-p— 3 £a  m j p 

} = 

— [ 11  rri  Jp-i  ■ J a m-t-p—  l ~*-a  m-t-p— 3^ 

a m-t-p— a J-+- 

-t-^ansjp.,  -[am-+-/>-2  j j . 

Ma  dalla  legge  di  formazione  abbiamo 

am+f— i+^ra+p-J.  £am-t-p — 3 J j — a m-t-p—  i •+■ 

-\-a  m -t-p  — 3 • a m-t-p  — a • a m-t-p—  i -t-a  m-t-p— 3— £ am-t-p— 3 j s 

«tonile  sosti  luernlo 

[ a"»]  r =l  am  ]/.-«  ,[fl  «+H  ]s  »>-*■  [®  n+/l"a]>  • 

sostituendo  egualmente  in  questa  espressione  inrccc  di  | m J il  suo  valore 

n m-t-p— 4 rtm  Je-s  e,5il  d'™'1* 
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[am]p*=[a«,-+-/>-3]»-  { ] p-s  | h 

[am],-4-  [a»i+/i-i 

ovvero 

[®m]p  = [«/» { ®/n-l-p—  4 . [am+p— jJ,-+-£«m-l-p— 2 j*  | 

° m]  r~1'  [ (lm^'P~i ] » ‘ 

Ora,  io  Tirlii  della  legge  (n.°  io),  abbiamo 

nm-t-p—  4^am-+-p— 3j  , •+■  £a/n-|-p— a J , = £rtmH-p-4  J 4 
dunque,  costituendo 

[ \a,n  |/>-»'  [“m-f.p-4  j , ■**  [“"*]*-*■  - (*)• 

Continuando  questo  sistema  di  trasformazioni,  con  facilità  si  tede  che  il  me* 
dia (ore  [«m  J p prenderà  successivamente  le  seguenti  forme: 


M 

|P-»| 

«m-+.p_a  j ,+  |^«m  J p_3  J 

a m -t-p  — i j , 

[•-: 

1 pS  1 

[rtm-+-p—  3j,  ■+*  [“">]  p-i  | 

^am-+-p-a]  3 

[a" 

l^4l 

[am-t-p~4  J , -+-  p-s  | 

[rt  m-+-p-3  Jj 

[“■] 

w 

1 amn-p-5j  , + | 

j^am-t-p — ij  t 

e in  generale 

={  " m ] p-f  • ( fl  m -+-/>— ?]  7 ^ ° m ] p-f-«  | ® 

Se  in  questa  espressione  generale,  ai  fa  p— y=/i,  essa  darà 

| 11  m Jp==  [a«  j„  • £am-t-n  J,  ]p-«-  1“"  H)> 

ciò  che  è il  teorema  enuncialo 

12.  Il  teorema  precedente  ci  fa  vedere  che  seguendo  la  legge  di  continuità 
della  formazione  de1  mediatori,  si  ha 

["»<]„  = » =o 
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poiché  facendo  n z=  p nell'  efpreisione  (4) , essa  dò 

I = ]o  ^[a  m\p-t-  [“m-t-p-t-i].., 

eguaglianza  che  non  può  evidentemente  aver  luogo  che  supponendo 
jtt  m -4-  pj  „ — 1 . £am-t-/»-t-t  °i 

o in  generale 

' ’ [am]-=° 

Possiamo  dunque  concludere  egualmente 

[“«*-].  ='  [am-j_.=  o- 

i3.  Esiste  sempre  fra  quattro  mediatori  che  si  seguono,  tali  come 


[*"]■' 

’[*-]“ 

£ am-t-  i 

la  seguente  relazione 

I [flm  3"‘[a,"'+' 1 ]«-»  - [a"‘  ]"-•  ■ * l*-* 1 

Infatti  abbiamo 

[“«-K!  j ,-i  = a m-t-n — I £rtm-4-  i J „_»-*■  £am  -4-  i J 
donde  ricaveremo 


[a««  J,[fl  «-+-1  J M=aa»s-t-<t— 1'£°  £flm-4-i 

-+-[a "»]<.-»•  £a  m-4-i  J„_*- 


[■-]- 

, [a»i+i 

m+n — t • [ ^'n+1  j „-i  j 

-[ 

a»«-4-  I 

e quindi 

[“”]•[ 

am- 4-  i J 

■->  “ f0'”]»-*’  [‘‘'"  + 1]»-1 

4 

[“  m-4-  rj„^-  ~[fl'n]»-1'[S 
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e cosi  di  seguilo  si  troverebbe 

= <— o | £ a">  j»-i  _ [a'n'+'  * J *->  j = 

= [rtm]"*  ]»-* — >]^i  = 

=(-•)  |[fl™]  fl"+l]  »-s  »« 

ec.  ec. 

e in  generale. 

= (-<)'  } [a,n].-f  [a  "»■+•*  J—r-a- { 

Cosi  tutte  le  differenze  di  questi  prodotti  essendo  eguali  fra  loro,  ma  alter- 
nativamente positive  e negative,  rimane  semplicemente  da  conoscere  cosa  é que- 
sta differenza  in  uno  dei  casi  : ora,  facendo  ps=n — 3 , si  ha 

(-0—  { [«"], 

ovvero  sviluppando 


il  che  si  riduce  a 

(->r,X(-')=(-'i“-;,=  (-i)"  : (—*)*  = ( — I)"- 

Uunque,  si  ha  definitivamente 

[“"»]»  ~ [rt,»'+-  • Ja-I=  (-')"• 

La  differenza  è dunqne  — i allorché  il  numero  n delle  basi  é impari  , e -t-r 
allorché  questo  numero  è pari,  proprietà  essenzialmente  osservabile  dei  media- 
tori, della  quale  faremo  in  seguito  delle  importanti  applicazioni. 

Questo  teorema  non  è che  un  caso  particolare  del  seguente. 
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i/j.  Fra  quattro  mediatori 


[«mi 

|. 

«m-hn 

[«m 

tali  che  le  basi  dei  due  secondi  siano  interamente  comprese , e nella  medesi- 
ma maniera,  fra  quelle  dei  due  primi  esiste  sempre  la  seguente  relazione 

In  virlù  del  n.°  n ti  ha 

[8”l]»:=[<Im]"  pm  + njf-,  + - Jfl»i+»+i] f-,-i 

moltiplicando  la  prima  di  queste  eguagliarne  per  [«  m-t-n  J e la  seconda  per 
[«m-4-n  se  ne  ricava 

[amJf[ara+aj^„  — n * 

= [a",]"_‘  | [a"‘-+' -i  “ 

ma  dal  medesimo  numero  n. 

[«m-+-njy_„  =[fl»»  + »]r.-,  [am-+f— /»],-+- 

•+■  [ « m ■+-  n J t-n-p-i  [ a m-i  q — p-f-i  J , 

[ « /n*+-  n-4-i  J 1 J f-n-p-  ■ ' [ ° *+‘ 

"’~hn — P-*-*  ] p-i  ‘ 

Sostituendo  questi  valori  nel  secondo  membro  dell' eguaglianza  («),  questo  se- 
condo membro  diventa 

t0"1]"'* P+l  ]/-■’  1 a"* -+-«  J y-^-«  ~ 

— [«m-t-n J7--p-n-,,Ja">-+-'i-l-'Jy-r  »-i  j • (4>- 
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m-h/i  ;=  r , y— p — nr=s  , 

nella  quantità  foro  presa  fra  le  grappe,  essa  si  cangia  in 

[fl'+']rs[a']rp']Mh+,]w 

e si  riduce  a (— i)',  pel  teorema  ( 1 3) ; sostituendo  dunque  ( — i , o piuttosto 
(— invece  di  questa  quantità,  nel  secondo  membro  dell’  eguaglianza  (4)  e 
osservando  che 

{-tff-p-n  — (a_,)7+|M-« 

a motivo  di 

(_,)»»Up  — , 

avremo  definitivamente 


[“"]»  [amH-n]f  p - ~ , [am  + »]v-  = 

“ [«  ■[  am+9  _ , , 

e questo  è precisamente  il  teorema  in  questione. 

i5.  I mediatori  semplici  che  abbiamo  indicali  con  le  lettere  A,,  A»,  ec.,  B„ 
B,,  ec.,  saranno,  seguendo  la  nostra  notaiione 

*■  = [“■]•  ®.=[a>]o  ■ 

A»=[®*]a  B1  = [fla], 

A,=[a.], 

ec.  ec.  ec.  ec. 

c per  conseguenza  le  frazioni  ec.,le  quali  esprimono  i valori  succes- 

sivi della  frazione  continua  di  cui  i denominatori  delle  frazioni  integranti  sono 
“n  “ii  °s,  ec. , saranno  d’ora  innanzi  sotto  le  forme 


[“■]•, [“■]•• [“■]■  [“■]- 

> «« (e) 

[“■]•,  [**]•,[*•]•  [*•]- 

ed  è in  questa  guisa  che  le  esamineremo. 

>6.  Segue  dai  teorema  del  numero  i3  , che  se  moltiplichiamo  in  croce  i ter- 
mini delle  frazioni  vicine  nella  serie  dei  valori  (e)  di  una  frazione  continua  , la 
differenza  dei  prodotti  sarà  sempre  P unità  positiva  o negativa  , vale  a dire  che 
in  generale  avremo. 

[a  » ]».-.  [ ® 
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["]■■  [*•]•-[*■]••  [-]-  ' 

«e.  ec.  ec. 


Riiulta  «la  questa  proprietà  che  le  frazioni  , , , ec. , 

[*■]•[*■]•[••]• 

sono  irriducibili , o sono  di  già  ridotte  alla  più  semplice  espressione  mentre  se 

{-']■ 

per  esempio,  aresse  un  dirisore  comune  ai  suoi  due  termini  direno  dall  u- 

[*•]• 


nità,ne  seguirebbe  che  il  numero  intero  t a J ! J]» 

sarebbe  ancora  dirisibile  per  questo  medesimo  dirisore,  il  che  non  può  estere  a 
inotiro  che 


. 17.  La  differenza  che  ri  è fra  due  frazioni  consecntire  (c)  è la  più  piccola  pos- 
sibile, rate  a dire,  che  fra  queste  medesime  frazioni,  non  potrebbe  cadérsi  al- 
cun' altra  frazione  qualunque  , quando  essa  non  aresse  un  denominatore  maggio- 
re di  quelli  di  queste  frazioni. 

Poiché  prendiamo,  per  esempio,  le  due  frazioni. 

[“•]•  [*.]• 

, , la  loro  differenza  è 

[«*],  [«»]. 


OTTCrO 

["*]•[*•]• 

1 

f*  ■]'[**]■ 
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Poiché  il  numeratore  li  riduce  all’ unità. 

Ora,  ie  esistesse  una  frazione  ^ il  di  cui  valore  cadette  fra  quelli  di  quetle 
due  frazioni  , e di  cui  il  denominatore  foste  minore  di 

. [*■]■ 

bisognerebbe  che  la  differenza  — e 

o 


che  è 


B 


► ovvero 


[••]■ 

t*. ]•-*['■]■ 


B 


fosse  minore  di 


[a,Ha,]a 

ma  è evidente  che  questa  differenza  non  potrebbe  essere  minore  di 
, dunque  se  B<£  I a a |s  essa  sarà  necessariamente  maggiore  di 

f*]- 


[“■]• 


egualmente  la  differenza  fra  e non  potando  essere  minore  di 

[*■]• 

I 

sarà  necessariamente  maggiore  di 


»[»>], 


[••]•[■*]■ 

se  B <[*=>]» 

t8.  Da  quello  che  precede,  ti  vede  che  la  differenza  fra  due  frazioni  consecu- 
tive qualunque  è sempre  eguale  all’ unità,  divisa  pel  prodotto  dei  denominatori 
di  queste  frazioni;  risultamento  che  è positivo , allorché  il  mediatore  che  forma 

il  numeratore  dell’ultima  frazione  ha  un  indice  pari  , c negativo  nel  caso  con- 
trario. 1 6 

Di*,  di  Mal.  Voi.  IH.  ,a 
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00 

Infatti  >i  ha 


[a  . 1 I 

ra,i 

L 1 

L 1 lm' 

[a  a 1 

f a a 1 

L J"-'  1 

L J’"-1 

[■•] 

m-% 

= (-!)" 


[aaL-,[aa]„-a 


19.  Un  numero  frazionario  - essendo  riilotto  in  frazione  continua,  poniamo, 

per  quello  che  precede  , determinare  aempre  in  un  modo  rigoroso  la  differenza 
che  eiiite  fra  questa  quantità  c le  frazioni  consecutive  che  ne  sono  delle  appros- 

M. 

situazioni-  Sia — l'ultima  frazione  consecutiva,  vale  a dire  quella  che  è 

[«’] 

L Jm-i 

N 

esattamente  eguale  a — , p essendo  un  numero  intero  qualunque  minore  dì  m, 
una  frazione  consecutiva  qualunque  sarà  rappresentala  da 


[•■] 

m-p 

[•■] 

m—p—l 

e la  differenza  fra  questa  frazione  e 

. , N 

la  quantità  — 1 

[-■] 

1. 

[“■]„, 

[*■; 

ovvero 

1 m—  i 

[*•].[*■: 

l m-fy- f 

m-  T 


mu  pel  teorema  del  n.°  1 f\.  il  numeratore  di  quest' ultima  frazione  si  riduce  * 

(_i)»*-p-,£a  m— /H-aj 
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Abbiamo  dunque  definitivamente,  facendo  m—p=zn 


9J 


[«.]  [«,]  fa  j 

L L J«  L nuJnt-R-i 


l«a| 

L J TO-I 

L J n- 1 

espressione  che  sarà  ancora  più  facile  a calcolare  , se  in  vece  del  mediatole 
diretto  p n-t-oj  si  sostituisce  il  mediatore  inverso  [■  m — j equi- 

valente, perchè  allora  non  bisognerà  che  calcolare  le  tre  serie  di  mediatori  t J , 

[“■]- 


. Seguendo  quesfultima  sostituzione  la  quantità 


[a  a J *-■ 


n , 

jj  e successivamente  eguale  a 


N _ 

CI 

[«  m 

j m-i 

“l  ^ 

]“' 

[«  r 

1. 

[*-; 

l*w— S 

[““ 

]. 

T 

1 

[•■]. 

[“■ 

]■ 

-4-  

ì m— 4 

[“ 

]• 

[a 

a] 

J m- 1 

[■*]. 

[-' 

]. 

[a  m— " 

l m-  5 

[«  a 

I. 

~F 

’]  1 

[“>]■ 

ec 

ec. 

[a,; 

1. 

[“ — 3 

t‘*L  [“•]_, M... 

eguagliarne  per  mezzo  delle  quali  possiamo  conoscere  facilmente  il  grado  di  ap- 
prossimazione che  di  uua  delle  frazioni  couseculite  qualunque. 
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ESEMPIO 


ao  Si»  proposto  dì  ridurre  in  fnxione  conlinu»  e di  deterniimre  il 

445 

^rado  di  approssimazione  di  tulle  le  frazioni  consecutive.  Le  divisioni  successive 
danno 

a,  — 3 , aa=  i,  os  = 8,  a*=a,  a*=  7 , a«=  3 
e si  ha  per  conseguenza 

U»  3+  — 

4$5  ì •+"  « 


8 1 


7-t-« 


Si  coslruiranno  i mediatori 


[■■: 

!■-  s 

[“• 

]•=  «• 

[*■]—  ' 

[*• 

],-  »■ 

L“  “],=  »• 

[*•-: 

1.-* 

[“■ 

],=  7l. 

[•■].-  - 

[-6-] 

L““ 

[-: 

]>  = 553  , 

[«.]_  = ■<. , 

6- 

I."47 

[■■: 

]€  = *733  . 

[«  a]  = 445  . 

[*6-ì 

1=393 

Le  frazioni  consecutive  saranno  dunque 

4 35  74  553_  ^ 

’ 7’  9 * .9*  «4*  ’ 445 

e si  h» 

«733  . 3o8 

445  ~ 445 

= 4- 

q 445^  < 

35  ao 
~ 9 445X9 

_ 74  _ 3 

— 19  44®/\  >*j 

553  1 

~ 74T  445X'4» 
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r 3 

«ori  la  freziooe  2A , per  esempio , è più  grande  della  proposta  di  — e la 
19  445X'9 

553  1 

frazione—^ — più  piccola  di  — . Con  questo  metodo  ai  conosce  perciò  eoa 

i4a  r ' 445Xi4z 

esattezza  il  grado  di  approssimazione  che  dà  ciascuna  frazione  consecutiva. 

ai.  In  tutto  quello  che  precede,  non  abbiamo  consideralo  le  frazioni  continuo 
che  per  quello  che  spetta  all’ aritmetica,  e come  dando  la  generazione  di  una 
quantità  frazionaria  determinata;  è necessario  ora  di  esaminarle  generalmente, 
vale  a dire  come  modo  particolare  di  generazione  di  qualunque  quantità,  o di 
qualunque  funziooe  di  una  variabile. 

Pri  ni <4  di  tulio,  dobbiamo  indicare  almeno  la  differenza  che  esiste  fra  la  gene- 
razione  di  una  quantità  data  da  uno  dei  modi  primitivi  ed  elementari  di  genera- 
zione, e quella  che  vien  data  da  un  modo  universale  , tale  come  le  frazioni  conti- 
nue. Abbiamo  veduto  (Alg.  3y)  che  non  esistono  che  tre  modi  elementari  per  la 
costruzione  dei  numeri,  rappresentati  dalle  forme  geuerali. 

B 

À-+-B=C  , AXBs=C,  à = C. 

Ora  la  costruzione  di  una  quantità  per  mezzo  di  uno  di  questi  modi  di  gene- 
razione è ciò  che  ci  dà  la  natura  particolare  di  questa  quantità;  per  esempio  il 
lato  di  un  quadrato,  essendo  V unità , la  sua  diagonale  é eguale  1^2,  e questa 
espressione  o questo  numero  ya  ci  fa  conoscere  la  natura  della  diagonale  di  cui 
la  grandezza  è incommensurabile  rapporto  ali*  unità.  Mi  se  vogliamo  valutare 
questa  grandezza,  vale  a dire,  se  vogliamo  misurarla  per  mezzo  della  quantità 
presa  per  unitày  possiamo,  tanto  con  1*  operazione  aritmetica  dell*  estrazione 
delle  radici,  quanto  sviluppando  y*  in  serie  per  mezzo  del  binomio  del  Newton, 
o con  qualunque  altro  processo,  trovare  dei  numeri  la  cui  grandezza  non  differisca 
da  quella  di  ya  che  di  una  quantità  tanto  piccola  quanto  vorremo;  metodo  che 
ci  permetterà  di  valutare  \a,  se  non  esattamente  almeno  in  limiti  tanto  ri- 
stretti quanto  potremo  desiderarlo. 

Esaminando  i diversi  metodi  di  valutare  y a,  vediamo  facilmente  che  l’ope- 
razione dell'estrazione  delle  radici,  sebbene  ci  faccia  conoscere  dei  valori  che  con- 
tinuamente differiscono  in  meno  dal  vero  secondo  quanto  si  prolunga  I*  operazio- 
ne, niente  però  e’  insegna  sopra  la  legge  in  se  medesima  di  questa  valutazione; 
mentre  questi  valori  sono  isolati  gl  uni  dagli  altri,  e d*  altra  parte  non  sono 
che  il  risullaraeuto  di  tentativi  di  calcolo,  il  di  cui  complesso  non  può  essere 
determinato.  Così,  limitandoci  successi  va  mente  a 1,  a,  3 , ec.  decimali, si  ot- 
tiene. 

Va  = ».4 

Va=»,4'-  • • • 

Va  — i,4i4  • • ■ 

Va=i,4'4a-  • • 

valutazioni  i di  cui  termini  non  «ooo  legali  da  alcuna  legge.  Non  segue  però 
cori  dell*  generazione  di  queria  medesima  quantità , ottenuta  con  un  processo 
generale  di  sviluppo,  poiché  questa  generazione,  impiegando  per  esempio  il  bi- 
nomio del  Newton , è 


, iti 

Va=  M -5-  — *e.  . . 

a o 16 
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vale  a dire  una  serie  il  di  cui  complesso  è dato  dal  suo  termine  generale ; essa 
conseguentemente  ci  offre  una  valutazione  sottoposta  a leggi  fìsse  e determinate. 

Egli  è perciò  essenziale  di  distinguere  nella  generazione  delle  quantità  due 
punti  di  vista  perfettamente  distinti , di  cui  il  primo  ha  per  oggetto  la  natura, 
9 l'altro  la  misura  delle  quantità.  11  signor  Wronski  è stato  il  primo  a stabilire 
questa  distinzione  importante,  e a dividere  la  scienza  dei  numeri  in  due  bran- 
che , di  cui  la  prima  sotto  il  nome  di  Teoria  ha  per  oggetto  i modi  primitivi  e 
indipendenti  dalla  generazione  e dal  paragone  delle  quantità,  e di  cui  il  se- 
condo, sotto  quello  di  Teckia  , ha  per  oggetto  i modi  universali  di  questa  gene- 
razione e di  questo  paragone  universale  (Vedi  Filosofia  della  'Peonia ).  Le 
frazioni  continue  ci  offrono  precisamente  un  modo  tecnico  universale  di  genera- 
zione, e da  ciò  deriva  l'estrema  importanza  di  queste  frazioni;  importanza  della 
quale  sembra  che  i moderni  geometri  non  si  siano  ancora  completamente  avve- 
duti. Tentiamo  perciò  di  metterla  nella  massima  evidenza. 

32.  Sta  F(x)  , una  funzione  qualunque  di  una  quantità  variabile  x,  della 
quale  si  tratta  di  ottenere  la  valutazione  o la  generazione  tecnica  , prendendo 
per  misura  un'altra  frazione  yx  della  medesima  variabile.  Decomponiamo  pri- 
ma di  tutto  la  funzione  proposta  in  due  altre  A0  e tali  che  si  abbia  subito 

F(*)=A  0-t/„x (i), 

e che  quindi  f0x  sia  sempre  paragonabile  con  la  misura  yx,  o che  il  rapporto  di 
queste  due  funtioni  non  diventi  infinito,  qualunque  valore  si  dia  ad  x.  Cosi 
f0x  deve  diventare  zero , quando  yx  diventa  zero , e siccome  si  ha 

F(x) -fo*~ 

se  indichiamo  con  un  punto  situato  sopra  la  lettera  r il  valore  che  prende  U 
funzione  F(x),  allorché  oar  = o,  avremo 

F(i)-A0 

A'  può  dunque  sempre  esser  determinata,  e la  decomposizione  (i)  può  aver 
luogo  in  tutti  i casi. 

Ma  f0x  dovendo  sempre  essere  paragonabile  a ex,  il  rapporto 

/.* 

i* 

ovvero  il  suo  inverso 


ex 

S*x 

sarà  una  nuova  funzione  di  <jx,  rie  esprimeremo  con  F,(x),  e che  decomporre- 
mo egualmente  in 

FsWsssA,-*/,*; 

fxx  essendo  uria  funzione  paragonabile  a yx  e che  diventa  zero  quando  ^x^o. 
Esprimendo  di  nuovo  il  rapporto 

Tf 

fi* 

per  Fa(x)  avremo  per  terza  trasformazione 

r»(x)^iA a~+^/^x  , 
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e continuando  nella  medesima  maniera,  troveremo  riunendo  i risultamenli , 


F(x) 

= A0-\-fgx  donde 

F (x)= 

= A. 

F,W 

= A ,-+■/, x 

F,(i)  = 

= A, 

F,(x) 

=»  Aa-i/sX 

F»(*)= 

= Aa 

F,(x) 

= As-*-/s* 

F.(i)= 

= A, 

ec. 

ec. 

ec. 

ec. 

tpx 

/»*  " 

= F,(x)  donde 

/.*  = 

«par 

F,(x 

- 

/.* 

= Fa(x) 

/.*= 

?* 

F»{*) 

. 

/a* 

= F,(x) 

1! 

urne 

ec.  ec.  «c.  «c 

E sostituendo  questi  valori  (li  uni  negli  altri 


(*)• 


. . . F(x)  = A.- 


_?f 

A,-t-?x 


Aa-t-jsr 

A,-t-^x 

A,-t-ec. 


Tale  sarà  dunque  la  forma  della  generazione  tecnica  della  funzione  F(x),  im- 
piegando la  funzione  yx  per  misura,  e non  considerando  cfae  i rapporti  inverti 
di  questa  misura.  Se,  invece  di  prendere  i rapporti  inversi  di  yx  con  ciascuna 
delle  funzioni  successive  f„x  , ec.,  si  fossero  adoprali  dei  rapporti  di- 

retti, avremmo  ottenuto  un'  altra  generazione  tecnica  della  quale  non  è questo 
il  punto  di  occuparci.  ( ì'edi  Sesie). 

a3.  Per  meglio  fissare  le  idee,  supponiamo  che  la  funzione  F(x)  sia  ■y/ (<a-+-x)  , 
e che  la  misura  ftr  sia  semplicemente  x.  Eseguendo  le  operazioni  indicate  di 
sopra  troveremo , partendo  da 

F(x)  = V(a-t-*)> 


ciò  che  darà  subito 


a motivo  di 
e di 


A.= V(a-+--r)= V°s 

X 

F'(x)== 

F(x)  — A.=/,x 
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tacendo  *=so  nel  valore  di  F,(x),  dobbiamo  ottenere  quello  di  A,,  ma  aie- 

% 

come  questo  valore  diventa  — , in  questo  caso,  bisogna  cominciare  a cercare  di 

dargli  un'altra  forma.  Ora , moltiplicando  i due  termini  di  F,(x)  per  V(a-t-xM~V0* 
otteniamo 


(o-t-x) — a 


eiò  che  diventa,  ferendo  x—o, 


V (a-t-xH-V  ° i 


Fi(*)  = Ai  = »Va- 

Passando  da  queati  valori  a quelli  di  fx  e di  Fs(x),  avremo,  a motivo  di, 
/■**=F,(x)—  A„ 

/,*  = V(a-f-*)-*-Va— JV°  > 

ss*  V(o-t-x)— V°  > 

donde 

Fs(x)  — ^(a-+-x)—y/a' 

Ciò  che  darà  ancora,  moltiplicando  i due  termini  per  ^(a-t-xJ-t-V ° 

F a(x)  = V (a-t-x)-s-y  o 

F»(x)=Aa=aaVa  • 

Continuando  nella  medesima  maniera,  si  vede  facilmente  che  si  otterrebbe 
M' infinito,  A,= »Vai  A4  = aVa,  ec. , ec.,  e che  la  generazione  di  \(a- t-x),  è 


V (a-hx)  = V “*+■  

" '•  ay  a-t-x 

a ^ a-t-x 

a-^a-t-ec. 

frazione  continua  di  coi  il  numero  dei  termini  è infinito. 
Se  facciamo  o=s  e x=i,  questa  espressione  diventa 


i i -+• 


a-t-i 
a-t-i 
a-t-i 


Essa  ci  dà  allora  la  valutazione  generale  della  quantità  yj a,  e basta  di  costrui- 
re i mediatori  di  questa  frazione  continua  (s 5}  per  ottruere  le  frazioni  succes- 
sive alternativamente  minori  e maggiori  di  y/i. 

a$.  Dopo  aver  riconosciuto  la  forma  (a)  della  generazione  tecnica  di  qualun- 
que funzione  io  frazione  continua , ci  rimane  da  dare  la  determinazione  geoe- 
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rate  dalle  quantità  A,  , A,,  Alt  ec.,  che  entrano  in  quella  frazione.  Quello  è 
quello  che  faremo  lenendoci  del  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  ( Vedi 
Coefficiente)  , per  dare  un  nuovo  eiempio  della  fecondità  di  quello  metodo. 

F(x)  essendo  una  funzione  qualunque  di  x , e yx  un'altra  funzione  egual- 
mente qualunque  presa  per  misura,  abbiamo  generalmente,  Ac , A,,  A,,  ec. 
essendo  de' coefficienti  i di  cui  valori  sono  conosciuti  ( Vedi  Seri»), 

F’(x)  = A0-+-A,rar-i-A1ex2-+-Aj  xs-t- A,?x*-t- ec. 


Ma  possiamo  fare  successivamente  , A'0  , A',  , A',  , ec. , A", , A", , A"»,  ec. 
A'",,  A'",,  A'"»,  ec. , essendo  dei  coefficienti  indeterminati. 


?* 


A1?x-4-A1?x«H-AlTx‘-t-ec.  = A,^A(^+v^^Vs7x,^tc 


A'.^A^-A'^xM-ec.  « v, 


....(*)• 


A”lf«-A"l7,*-t-A",fx>+  ec.  = n+VeT^i?<M.v»^ 


ec.  ec. 

Queste  espressioni  sostituite  le  une  nelle  altre  ci  danno 


(c)  . . . F(x)s=  A.-f 


t* 

A'q-t-CX 


A'"„-t-ec.  ‘ 


Cosi , si  tratta  di  ottenere  i valori  delle  quantità  iudeterminate  Ae,  A'., 
A"„,  ec.  ■ 

Ora  , dividendo  la  prima  eguaglianza  per  f x , e rovesciando  i rapporti;  ab- 
biamo 


A'0-t-A'l7  x-t-A'>7x*  ec.  = 


i 

A|-t-A2ex-t-A,7x*-H  ec. 


e,  questa  eguaglianza  essendo  indipendente  da  qualunque  valore  particolare  di 
x,  dando  ad  x il  valore  che  reode  ?x=*o,  avremo 


e quindi 

A',*  x-t-Ara7xa-t- 


A' 


A, 


i r 

A,-t-Aj,fx  -t-  ec.  A , 


Afcfx-+-A  S^x*-+*A  i^x^-t-  ec. 

A , A ,-t-A , A lTx-+-A , A j-jxM-  ec.  * 


Sostituendo  questi  valori  nella  seconda  eguaglianza,  dopo  averla  primieramente 
divisa  per  7x,  otterremo 


A"0-d-A",fX-t-A",fX*-f.  ec.  — ■ — 
D,z.  di  Mat.  Voi  III. 


A , A,-bA,  A,yx-t- A,  A,yxZ-t-ec. 
A»-t  A x t-A4y-r»-t-  ec.  ’ 


■ 3 
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e quest’  ultimi  dovendo  sussistere  egualmente  qualunque  aieno  i valori  di  x fa- 
remo come  sopra  yx=o,  e troveremo 

A, A, 


A"„=>  — 


A* 


TI  valore  di  A"„  essendo  cosi  determinato , sottraendolo  dai  due  membri  del- 
1’  ultima  eguaglianza  , avremo 

A,  A,-s-A,A,yx  ec.  A, A,  _ 


K 


A"lTx-^A"l?xM-ec.  = A,4-A,T* «c. 

A.r(A»A,-  A,A,)jlx-+-(A,Ai)-A,A4)yxM-  ec] 

"7  A1A1-+-AlA,^px-t- A »A4?xM-AaA 4f x*^  ec. 

il  che  possiamo  mettere  sotto  la  forma 

A^jyx-t-A.Bjpx^-t-  ec. 

A'',Tx-t-A"1?x»  + ec.  = - 

facendo  per  abbreviare 

A^A*—  A,A,=  B,  \ 

AaAj — j 

AaA4  — AjAjxsBj  * (<*)• 

ec.  ec.  A 

Se  sotliluiamo  quest*  uìtiroo  valore  nella  lena  del  regnaglieli  ze  (b),  dopo  averla 
divisa  per  tpx , troveremo 

A-A.*+-A4À-?jr-*-àaA4*jrM-  er. 

A o+A  »?x-+-  • AiBs*+-AiB|^»-hA,B^x*'+-  ec. 

nella  quale  facendo  yx  = o avremo 

Lftt As  *» 

A,B,  ’ 

continuando  come  sopra  avremo  ancora 

A.Aj-HAjAjpx-t-  ec.  AaA, 

A/"fX-+-A'"lTx»-f-  ec.  = - AiB>^AiB4?x-t-  cc. + ÀTbT  “ 

_ Aa[(AaBs  — AaB4)yx-t-(A4Bs — AaR&)yxaH-ec.]  ^ 

AiBjBj-HA^jBispx-h  AjBjBjtpx*-*-  ec. 

ovvero 

A-C*«aM-AaCei>xM-  ec. 

A"' i yx-t- A"',yx1-t-  ec.  » - ’ 

facendo  egualmeule  per  abbreviare 
B,As-A1B4=C, 

BSA. — AaBs  = Cs 

®jA  j— A»B,  = C,  l (A 

ec.  ec. 

saC. 
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con  I’  aiuto  di  questo  valore,  troveremo,  procedendo  tempre  nella  medesima  ma- 
niera 


à""0=j 


AjJBjBj 


Finalmente,  continuando  la  medesima  operazione,  e facendo  successivamente 


troveremo 


C4B4-B5C4  =>  Ds 
C4B4— BaC$  = Dt 
C4B4 — B3C7  =:  dt 
ec.  ec. 

DjC* — C4D8  = E, 
DjCj — C4D,  =;  Ej 
D4C7 — C4D8  = Ej 

ec.  ec. 

®S^n-l  C4D„  3 E„ 

ec.  ec. 


Av  0 = - 


(rf), 


(d) 


AaC4C4 

A,BaDs 


.vi  AjBjD^Dj 

0=C  AaC4E#  1 

.vji  AaC4E4E4 

• - A.B^K,  • 

ec.  ec. 

Esaminando  le  espressioni  delle  quantità  A'0 , A"c,  A'''0,  ec.,  si  vede  facil- 
mente che  prendendo  i loro  prodotti  due  a due  , all’eccezione  però  del  primo, 
questi  prodotti  hanno  una  legge  di  formazione  degoa  di  osservazione. 


A "0V"0  = A^2, 

A"'0A""0=>^, 


A""  Av 


D 5 


At 


c,p, 

E. 


ec.  ec. 

La  costruzione  di  queste  quantità  prora  eridenteniente  che  la  forma  la  più 
semplice  della  frazione  caulinna  che  dà  la  generazione  di  F(x)  sarebbe  quella  ore 
i coefficienti  A'„  , A"u,  ec.  entrassero  cuti  due  a due;  ma  se  Jiiidiamo  succes- 
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inamente  ciascuna  frazione  integrante  pel  suo  denominatore  > P espressione  (c) 
diverrà 

F(-r)  — A„-+-  -f  x 


A'  A"„ 


A".  A'".1'' 


ovvero  semplicemente 


(e)  ....  F (a)  = M„-+- 


MlT* 

i-+-Ma?x 


H-Mj  x 


-v-M4  x 


i-t-  ec. 

I coefficienti  M0,  Mt,  ec.  essendo  dati  dalle  espressioni 

IH.  = A„ 

M,  r=  A, 

1 A' 

R 

M,t= 

M.= 

M.= 


Ai  Àb 

C, 

A. B, 

P. 

B. C4 

E. 

C. D, 

cc. 


(/)• 


Coil  conoscendo  i coefficienti  dello  sviluppo  in  serie  di  uni  funzione  qualun- 
que , possiamo  tempre  , con  1’  sialo  delle  precedenti  formule,  sviluppare  questa 
medesima  funzione  in  fraxione  continua,  il  che  dk  una  generazione  interamente 
differente  della  serie  e tempre  più  convergente. 

a5.  Per  ottenere  i valori  successivi  della  funzione  F'(x)  i quali  risultano  dalla 
somma  di  uno,  due,  tre,  ec.  termini  della  frazione  continua  , bisogna  necessaria- 
mente modificare  le  forme  de’ mediatori  (5);  facendo  perciò 


P.  = M. 

P.  = P0-t-Mlfx 

P*=P,-4-MlTx.P. 

P.^P.-t-W^x.P, 

P»  = P»  +M,fx.  P» 

ec.  ec. 

l’m=Pm-i-+-M„,?x.  P„ 


<?.=  ' 

Q.  = Q» 

Qa=Q.  -t-MlTx.Q0 

Qs  — Qa-»-M,Tx.Q, 

<ir  = Qs  -f-M,yx. 
ec.  ec. 

-a  Qm  Qm-1 
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Le  frazioni  successive  alternativamente  minori  e maggiori  di  F(x)  saranno 
Po  P.  Pa  P3 

Q.’  Ql  ’ Qa’  Qj  ’ ec* 

2G.  Avanti  di  proseguire,  applichiamo  le  precedenti  formule  ad  alcuni  casi 
particolari.  Si  abbia  prima  di  tutto  F(x)=(i-t-x)"*. 

Lo  sviluppo  di  (i-i-x)"*  in  serie  è per  la  formula  del  Newton 


, m'm — t)  . 

(i-t-x)1"^  Hmx+ xa— 


Abbiamo  perciò  in  questo  caso 

Ao=- 1 

A , = m, 

m{m — >) 


m(m — i)(m— a)  , 

5 ec. 

1.2.3 


Aa  = 

As  = 
ec. 
A.  =s 


i . a 

m(m — i)(m — a) 

i . a . 3 ’ 

ec. 

m(m — i)(in  — a) . 


. . (ra-n+a) 


i . a . 3 . 4 . . . • (n— i) 
e di  più  la  funzione  fX,  presa  per  misura,  è semplicemente  x. 

Costruiamo  le  quantità  generali  B„,  C„ , D„ , E„,  ec.  ( d ) troveremo,  impie- 
gando per  abbreviare  la  notazione  delle  faltorielle  ( vedi  questa  parola  ) 

( n — aJ/M1!1 . 


C„  = 


a(3 — n)m4l‘ . ma I-' . 


l»l* . s*l‘ . i"l‘  ’ 

0 (n — 3X4 — 1 ’m"-1!-1 

" z»l,.i»|«  i*l'.  i"l*  ’ 

«C  ec. 

con  1 aiuto  di  queste  quantità,  le  espressioni  (f)  daranno 

M0=« 

M,3S/7I 

(>—"•) 


a-- 

ì . a 

(i-+-m) 

a . 3 

(a— m) 

a . 3 

(a-t-m) 

a . 5 

(3 — sai) 
a . 5 

(3-t-m) 

di  cui  la  legge  è evidente. 


a-7 

ec. 
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Così  Jo  sviluppo  del  binomio  in  frazione  continua  è 

mx 

(I-+-X)m=  IH 

.+lir=> f 

2 . I 

a . 3 

(a — m)x 

IH-  ' — 

a . 3 


(a  -+-m)x 
a . 5 
1+  ec. 


Allorché  m è un  nnmero  intero  positivo  o negativo  , la  frazione  continua  ha 
sempre  un  numero  Bnito  di  termini  ; in  tutti  gli  altri  casi , questo  numero  è 
infinito. 

37.  Si  abbia  per  secondo  esempio,  F(x)  = logx,  log  indicando  il  logaritmo  na- 
turale di  x.  Si  ha  la  serie  ( f'edi  Lor.iarrao) 


log  *=(*— 1}  - I)1-»-  J (X—  I)*—  L (*— i)*^-ec. 

In  questo  caso,  la  funzione  yx  è x — 1,  e i coefficienti  A,,  A,,  ec. , sono  la 
serie  delle  frazioni  — , — , 4- 1 — ec. 1 di  maniera  che  si  ha  in  generale 

1 a 3 4 


A„  = 


t 

n 


Formando  le  quantitìi  B„,  C„,  D„ 

(»-.) 


log  x = 


IH (x — 1) 

a 


ec. , si  ottiene 


i.3 


(x— 1) 


i.3 


(x-i) 


2.5 


(*-«) 


1 •+•  ec. 

28.  Prendiamo  per  ultimo  esempio  F(jt)  = e,  e essendo  la  base  dei  logaritmi 
naturali  il  di  cui  sviluppo  in  serie  è 

1 


1 1 

«=i  + — "+• *+• 


.2.3 


I . 2 . 3 . 4 


-4-  ec. 
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In  questo  Caio  particolare  <fx=zt,  e il  coefiicienlc  generale 

V 

A„=- 


Troveremo 


e quindi 


i"l*  ’ 


" i»l<  .i«l«  ’ 

, 3 — n 

*= 


(3— n)(4 — n) 

iM* . 1*1*.  i*M.  s»M’ 


E, 

ec 


(4— »)(«— 5) 


ec. 


*=3  I-+- 


103 


1 3.5 


i •+•  ec. 

29.  È importante  di  fare  osservare  che  la  generazione  di  nna  quantità  ottenata, 
col  mezzo  delle  frazioni  continue,  e con  i processi  che  abbiamo  esposto,  è essen- 
zialmente differente  dalla  trasformaiione  delle  serie  in  frazioni  continue  data  dal- 
l'Eulero  nella  sua  introduzione  all’analisi  infinitesimale.  Questa  trasformazione  non 
produce  alcuna  generazione  nuova  o distinta  da  quella  che  è operata  dalla  serie 
essa  stessa,  come  potremo  assicurarcene  rammentandoci  in  questo  punto  del  me- 
todo dell’  Eulero. 

X essendo  una  funzione  qualunque  sia 


X 


b v 


c -t-  1 

d + i 


e -v-  n 


/-t-ec. 

la  sua  generazione  in  frazione  continua. 
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Prendendo  successivamente  la  «otum.i  di  uno,  due,  tre,  ec. , termini  di  queste 
frazione,  si  avril 

= a 

_ ab- t-ac 
~ b~ 

abc-y-yx-\-xc 
6c- t-y 

abcd-+-  yad-y-  zcd-t-  ya 4-+-  x.y 
bcd-b-  yd-i-yb 


d 

cc.  ec. 

Egli  è evidente  che  queste  frazioni  successive,  prendendo  — , per  la  prima  , 

sono  alternativamente  minori  e maggiori  di  X ; ma  prendendo  le  differenze  di 
ciascuna  di  queste  frazioni  con  quella  che  la  segue  , si  vede  facilmente  che  la 

cc 

differenza  fra  la  prima  e la  seconda  è — ; che  la  differenza  fra  la  seconda  e la 


a -+■ 


b-i-  - 


a. 

b -+•  y 


c-'r'I 


terza  b 


; fra  la  terza  e la  quarta  : 


xyy 


■ ; ec.,  ec.  : co- 


b^bc-i-y)  1 * (bc-t~  y )(bcd~i- y d-\~yb) 

sì  possiamo  esprimere  il  valore  della  frazione  continua  per  un  seguito  di  termini 
in  questa  maniera 

**_.*.. m 

b{bc-\~’w) 


■mr 

X ss  a+  — * 

b 


{bc~\ry)[bcd-+-yd-+m{  b ) 

Serie  di  coi  il  numero  dei  termini  sarà  infinito  o finito  , secondo  che  la  fra- 
zione si  estenderà  o non  si  estenderà  all1  infinito. 

Supponendo,  per  semplicizzare , il  primo  termine  a eguale  a zero,  la  frazione 
continua  si  trova  dunque  espressa  da  una  serie  di  cui  i termini  sono  alternati- 
vamente positivi  c negativi;  ed  è reciprocamente  facilissimo  di  trasformare  un 
seguito  qualunque  di  termini  alternativi  in  una  frazione  continua  il  di  cui  va- 
lore sia  eguale  alla  somma  della  serie  proposta,  mentre , sia  infatti  questa  serie. 
X = A — B-t-C — D-fE — F •+■  ec. 

paragonandola  con  la  serie  generale  della  frazione  continua,  avremo  le  eguaglianze 


A“~  b 


B ? 

A bc  -+-  ■j» 

C a 7 

B bed-t-yd-irj  b 

D 5 ) 

C bcde-*-yde-k--/  be^^bc-tffi 

ec.  ec. 
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Donde  >i  rica ver^ 

* = Ai 

B bc 

v ~ A — B 

AC  cd 

(A-B)(B-C) 

BDt/e 

’’  ~ (B— C)(C  — D; 

CEe/- 

<I==(C  — D)(D — E) 

DF/g 

(D-E)(E-F) 


ec.  ec. 


Arenilo  così  trovato  i valori  Mei  numeratori  x , v,  7,  <T,  ec. , possiamo  pren- 
dere arbitrariamente  i denominatori  e%  d%  e,  er. , ma  perchè  questi  numeri, 
essendo  interi,  diano  dei  valori  interi  ad  a , ■»,  7 , ec. , si  fa 


Così  , si  ha 


6 =3  1 

c = A — B 
</  = B — C 
e = C— T) 
/=D — E 
ec. 


donde  viene  at  = A 
? = B 
7 = AC 
5 = BO 
ji  = CE 
ec. 


X ss  A — B-t-C — D-t-E — F-+-  ec. 


e potremo  esprimere  il  ealore  di  X per  meno  di  una  frazione  continua  , come 
segue. 


X = 


A — B-t- 


AC 


B — C 


BI> 


C — D-t-  • 


CF. 


D - E-t- 


DF 


E — F - 


Se  tutti  i termini  della  serie  fossero  numeri  frazionari!  come 


Dii  di  Maf.  Voi.  IH, 


'4 
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ji  avrebbero  per  * , f > 7 > 5,  e « ec.  i seguenti  valori 

i 

" = A 

Aie 

?==  H— A' 

B2cri 

7~  (B  — A)(G- — B) 

C 2rfr 

"-(C-BKU-C) 

I)5e/ 

15  ~ (l> — C)(K  — D) 


Ora  si  premiano  al  solilo  arbilrariamenle  i denominatori  A,  e,  rf, 
perché  questi  11 11  m eri,  essendo  interi,  diano  dei  valori  interi  ad  a, 
si  (a 

b = A ; donde  viene  a=i 

c = B — A:  > = AA 

</  = C — H 

e=D— G 

ec.  ec. 

quindi  sostituendo  si  otterrebbe  la  frazione  continua 


7 = HH 
d = CG 


X = 


A-r-  . 


A A 


B — A-t- 


BB 


C - B-+- 


CC 


D — C -t-  ec. 

3o  Tali  sono  le  trasformazioni  dell' Eulero.  Ora,  prendendo,  nella 
valori  successivi  della  frazione  continua,  si  ha 

A =A 


A 

B 


A — B 

A 


= A — B 


— A -B-+-G 


B-t- 


AC 
II  — C 


e,  ec.  c 
, ec.  , 


prima  i 


Digitized  by  Googli 


CON  107 

Vale  a dire  che  questi  valor»  sono  identici  con  quelli  che  danno  i termini 
della  serie  proposta,  e che  conseguentemente  le  trasformazioni  in  questione  non 
sono  di  alcuna  utilità. 

3i.  Per  meglio  provare  la  differenza  delle  frazioni  continue  delle  quali  abbia- 
mo dato  le  leggi  n.°  24  c a5  con  quote  ultime,  proponiamoci  di  esprimere  in 
frazione  continua  la  semicirconferenza  del  circolo  di  cui  il  raggio  è )'  unità. 
Questo  numero,  indicandolo  per  ir , è dato  dalla  serie  ( Vtdi  Circolo  n.°  \'S} 


4 * 1 


1 i 

5 7 


Servendoci  or.»  delle  formule  dell’  Eulero  , facciamo  A=i,  B =:  3 , C=5, 
D = 7,  ec. , ed  avremo 


25 


49 


2 -h  • 


8l 


ed  è questa  la  famosa  frazione  di  Brouuker.  I suoi  valori  successivi  , sono,  ri. In- 
ceri dol»  in  frazioni  decimali 

somma  di  1 termine 1 


2 o, G6GGGGG 

3  866C6GG 

4  o,  7St38or)5 

5 o, 83472°5 

G . o,  744° 1 1 ** 

7 8209347 

ec  ec. 


Donde  si  vede  che  sette  termini  non  danno  un  solo  decimale  esatto. 
Hiprcndiaino  ora  le  formule  del  numero  c facciamo 


A0 


A,  — . 1 , Aa  — — 


3 ’ 


ec. 


prendendo  di  più  la  misura  yx  per  unità.  Costruiamo  le  quantità  (</)  , C„  , 

D„ , ec.  e con  queste  quantità,  troveremo 


o , M,  = 1 , Ma  = 


4 

3 .5* 


M - 2_  11  _1?L  M - 1,5 

* — t — ’ * 1 — *»  1,1  « rr  * 

5 • 7 


7 ■ 0 


0“ 


v — 3(i  « 49 

Mi~  .Tra’  M‘=  n.rs  - cc- 
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in  generale 

T (,V-3K  */-»)’ 

«Sonde 


"*•  Ar 

9 


>C 

I ■+*  1 ' ■ — 

7-9 

ì -+■  ce. 

fi  azione  continua  i di  cui  valori  successivi  sono 


somma  di  i lerreiue i,ooooo«*o 

0,7000000 

3  0,791  G66t> 

4  0,78^33120 

5  0,7855855 

6  0,7853657 

7 0,7854037 

ec.  ec. 


Ora,  abbiamo  veduto  (Circolo  h.°  \i  ) che  il  -valore  di  ir  è 3,1415926  . . . . 
Donde 


4 


77  S O,  7853981 


Cosi  la  somma  di  sei  termini  non  differisce  , in  meno  , dal  vero  valore  che  di 
meno  3 cento  millesimi , e la  somma  di  7 termini  non  differisce,  in  più%  che  di 
meno  di  1 cento  millesimo  , approssimazione  di  già  ben  superiore  al  rapporto 
d'Archirncde.  La  generazione  prodotta  qui  per  meno  della  frazione  continua  di- 
ferisce dunque  essenzialmente  da  quella  che  dà  la  serie;  poiché  come  l'abbiamo 
dimostrato  di  sopra,  la  frazione  di  Brounker  dà  risultamene  identici  con  quelli 
di  questa  serie. 

3a.  La  teoria  delle  frazioni  continue,  considerata  sotto  il  punto  di  vista  ge- 
nerale che  abbiamo  indicato,  forma  una  parie  importantissima  della  scienza  dei 
numeri,  poiché  abbiamo  potuto  vedere,  che  queste  frazioni  costituiscono  un  mo- 
do universale  di  generazione  tecnica  spesso  piu  semplice  che  gli  sviluppi  in  se- 
rie, e sempre  preferibile  sotto  il  rapporto  della  convergenza.  Ora  completeremo 
diversi  punti  essenziali  di  questa  teoria,  ed  esamineremo  ciò  che  chiamasi  tra- 
zioni continue  periodiche,  di  cui  fin  qui  non  abbiamo  parlato. 
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33.  X esprimendo  una  quantità  qualunque,  la  forma  la  più  generale  della  sua 
generazione  tecnica  in  frazione  continua  è 


». 


a,  - 


». 


nella  quale  le  frazioni  parziali  — , — , — , ec.  hanno  il  nome  di  f rationi  inte~ 

a,  u,  o, 

graziti,  che  conserveremo  loro. 

Se  prendiamo  successivamente  la  somma  di  o„  con  una,  due,  tre,  ec.  ec.  fra- 
zioni integranti,  otterremo  le  riduzioni  consecutive. 


a0l7i°s-t-^0'1s-t-^i  a» 

OjOj-t-i, 


a.-t- 


». 


*a 


alle  quali  possiamo  dare  le  seguenti  forme,  più  adattale  a rendere  sensibile  la 
costi  uzione  del  numeratore  e del  denominatore  di  ciascuna  somma,  per  mezzo 
dei  numeratori  e dei  denominatori  delle  precedenti  somme  j 

«i'V+-/'o 


^l(  ° I “o'+'^o)  •+•»  1 0, 
aaas“t-»s 

n»[',a(ai',o-t~^o)-t-»i«0]-t-»a(aiao~t~^o) 

0*(‘iaa|-t"^i)'t~^aui 


1 ormando  duuque  due  serie  delle  quantità  P0  , P, , Pa,  ec  , O, , Qa,  per 
merco  della  legge  semplicissima  di  costruzione 


Pa=OaP,-t-i,P0 
P.  = «aPa-t-iaP, 
l*4  = a.P.-t-isPa 

ec.  =.  ec. 


Px  = axvx- 


Q.=i 

Q.=a.Q„ 

Qa  = «a  y.-+-i.Q„ 

*v*8  = 

Qi  — “«Qs'^aQa 
ec.  = ec. 

*?j  —a  .>  Qj-i  "*'»jr-s  Qv-a 


. . («s) 
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CON 


» 

a. 


ec.  = ec. 


In  generate,  - - sari  il  valore  italo  dalie  y prime  frazioni  integranti  , o il 
valore  détta  frazione  continua  non  facendo  conto  di  tutto  ciò  che  segue  il  de- 


p p p 

Ora  te  quantità  successive  — — 1 , ec-,  che  chiameremo  frati 
v0  Vi  Vi 


orti  prin- 


cipali sono  alternativamente  minori  e maggiori  del  valore  totale  X della  fri- 
zione continua,  cd  è essenziale  prima  di  tutto  , di  potere  determinare  il  grado 
d approssimazione  che  si  ottiene  allorché  si  sceglie  una  qualunque  di  queste  fra- 
zioni pel  valore  approssimalo  di  X. 

34  Se  prendiamo  la  differenza  di  ciascuna  frazione  principale  con  quella  che 
Is  segue  immediatamente,  troveremo 


P.  _ H.  _ P.Q.-P.Qo 

Q.  Q.  Q»Qi 

P.  _ P»  _ P,Q,-P»Q. 

<>.  <v>a  Q.Qa 

Pa  __  P3  PaQs-PsQa 
Qz  Q»  Q*Va 


e in  generale 

'’j’-i  _ P^  Pjf-i  Qr-Pj-Qr-i 

Qy-.  Q,  ' ' 

Queste  iliftereme  possono  servire  di  limiti  per  valutare  il  grado  d*  appressi* 
m.tzionc  di  ciascuna  frazione  principale,  mentre  il  valore  totale  X c>seml<» 

P P 

compreso  fra  e _X  , *i  ha  necessariamente 
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lift 


Cosi  prendendo  per  valore  approssimato  di  X,  l'errore  in  più  o in 

meno  sarà  più  piccolo  di 

Q r - I Qr 

35.  I numeratori  della  serie  delle  differenze  principali  consecutive  hanno  fra 
loro  delle  relazioni  che  è necessario  di  conoscere.  Consideriamo  le  due  differen- 
ze successive. 

P jr-  a __  Pj r-  i Py  - a Qf  - i P y -i  Q y - a 

Q r-%  Qj-i  Qy-*Qy-i 

P y-i  Py  P jr- 1 Qy  — Py  Qy-r 

Qjr-i  Qy  Qy— 1 Qy 

e osserviamo  che  dalla  legge  di  costruzione  (a)  si  ha 

Py  = °y  Py— l*"^*^y-|Py-  a 
Qy  = aJ  Qj-i-+-4y-i  Qy-a 

Se  moltiplichiamo  la  prima  di  queste  uguaglianze  per  Qj_i  > e la  seconda 
per  Pj._, , verri 

Py  Qy-i  =°y  P y-i  Qy-i"+"^y-i  Py-a  Qy-s 

Py-I  Qy  = ny  Py-1  Qy-i"t"^y-i  Py-i  Qy-a 

donde  sottraendo  la  prima  eguaglianza  dalla  seconda , 

P^iQy-PyQr-I=Ìrit[Py_,Q^1_Py_iQy_i] 

eguaglianza  che  potremo  mettere  tolto  la  forma 

Py-s  Qy  — Py  Qy-l  = * y-t  [Py-a  Qy-i  — Py-i  Qy-»]  • 

Risulta  da  questa  espressione  che  il  numeratore  di  una  differenza  qualunque 
h eguale  al  numeratore  della  differenza  precedente,  preso  con  un  segno  contrario 

c moltiplicato  pel  numeratore  dell'ultima  frazione  integrante  impiegata.  Indicando 

per  Dj.  il  numeratore  di  una  differenza,  abbiamo  dunque  la  relazione  gen'rale. 
Dy  = -*y-.  Dy-,  i 

c,  quindi,  le  eguaglianze 

I>y-.  ~ ^ y-a  Dy-»  s 

Py  a = — ^y-s  Py-s 


di  cui  1’  ultima  si  riduce  a 


D»  = — i,D„ 
D,=  — i,D, , 


Da  — — iiX — h » 
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i motivo  di 

Dl=  PoQi~P.Qos=<,oa«-fl«ao— ^O- 

Sostituendo  i valori  di  Dt  in  quello  di  Dj,  poi  qnello  di  Ds  in  quello  di 
I>4,  e cosi  di  seguito,  otterremo  per  la  costruzione  assoluta  di  l'espressione 


Dr=(-!)r.£o  ,bt.b%.b% 
il  che  ci  dà  per  la  diflerema  generale 


b 


r-‘ 


Pr- 

Qr-« 


b..b,.b%.6t....br_, 
Qr-t  Q f 


{*)• 


Allorché  tutti  i numeratori  delle  frazioni  integranti  sono  eguali  fra  loro, 
questa  differenza  generale  è semplicemente,  b indicando  il  numeratore  comune, 


(-1)/ 


Facendo  b= ai,  il  che  propriamente  succede  nelle  frazioni  continue  numeri- 
che, si  ottiene  per  l'espressione  generale  della  differenza  fra  due  ffaziooi  prin- 
cipali consecutive 


(-or. 


i 

Qr-.Qr  ’ 


come  1'  abbiamo  già  dimostrato  (n  ° 18) 

36.  Queste  relazioni  generali  essendo  stahilite,  procediamo  all'  esame  delle  fra- 
zioni continue  periodiche,  vale  a dire  deile  frazioni  continue  composte  di  un 
numero  determinato  di  frazioni  integranti  che  si  riproducono  uel  medesimo  or- 
dine all’  infinito.  Tali  sono,  per  esempio,  le  frazioni 

r i 


i 

a -+-  ■ 

f 

a H 

i 

a H 

a-+-ec. 


a-f 


a — H 


£~hec., 


4 di  cui  la  prima  non  ha  per  periodo  che  una  sola  frazione  integrante  —,  e la  se- 
conda due  frazioni  — , -7-.  Qualunque  sia  il  numero  delle  frazioni  integranti  di 
a b 

un  periodo,  il  valore  totale  della  frazione  continua  è,  come  lo  vedremo,  una  quan- 
tità irrazionale  del  secondo  grado. 

Indichiamo  con  x il  valore  incognito  della  frazione  continua  periodica  ad  una 
sola  frazione  integrante  —,  o poniamo 


a -f-  • 


11-t-ec. 
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Alcuna  differenza  finita  non  polendo  esistere  fra  i valori  della  frazione  con- 
tinua presa  partendo  dalla  prima,  o dalla  seconda  frazione  integrante,  abbiamo 
evidentemente  aucora 


donde 


ax-±  x*  = i , 

equazione  del  secondo  grado  che  dà  per  valoie  di  x 


x = — ~ V (°a-+-  $)• 


Sia  per  esempio,  a = a,  si  h* 


Così 


x = — ih \/8  = — 


V^  = i -*■  ■ 


a -+-  ■ — 

aH-ec. 

Sia  ancoia  a =.6;  il  che  dà  .r  :=*  — 3-1- ^ io , avremo  egualmente 


y io=3-i- 


6 


6-+-ec. 

Indichiamo  sempre  con  x il  valore  della  frazione  continua  a periodi  di 

due  frazioni  integranti  — , , avremo,  tagliando  la  frazione  dopo  il  primo  pe- 

di b 

riodo, 


donde 


e quindi 


b-*rx 

aó+fl-Z'H 


ax*-\-abx  = A, 


Dii.  di  Mat.  Fot.  III . 
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equazione  ilei  secondo  grado,  dalla  quale  si  ricara 


— WFtF'J 


Dunque 


6^ 

-+-  a t 

b -t-  ec. 

Nel  caso,  per  esempio,  *li  a =z 2 , 6 =:  $ , si  avrebbe 

^6=»+- ! 

2-1 

4 -t-  


4-+-ec. 


Kd  è facile  vedere  che  seguendo  il  medesimo  metodo  si  riporterebbe  ad  una 
quantità  irrazionale  del  secondo  grado  il  valore  di  uua  frazioue  continua  perio- 
dica qualunque* 

3tt.  Reciprocamente , una  quantità  irrazionale  del  secondo  grado  essendo  data, 
po»ianio  sempre  svilupparla  in  frazione  conliitua  periodica.  Ecco  prima  di  lutto 
il  processo  conosciuto.  Sia  proposto  V11’  *1  valore  di  questa  radice  essendo  com- 
presa fra  3 e 4 1 poniamo 

V'*  = 3+i, 

e prendiamo  da  quota  equazione  il  valore  di  A,  il  che  zomruiniitra 


A = 


y 11  — 3 

Moltiplicando  i due  termini  del  tecoudo  membro  per  ^ 1 1+3,  verrà 

y 1 1 +3 


A=- 


e motivo  che  (y  1 1 — 3)(y  1 1+3)=  1 1 — 3*  = ».  Or»,  il  valore  del  ouuieralore  del 
secondo  membro  essendo  fra  3-1-3=  6,  e 4“t*3  = 7,  quello  di  A è fi  a — e ^ ; 


esso  dà  3 più  una  frazione  che  indicheremo  per  — , ponendo 

a==Vm+3=3^  , 

2 
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415 


V " — 3 - 


3 ■+•  • 


rna 


i 1 1 -t-  3 

B = " a 


s 


e per  conseguenza 


Moltiplicando  i due  termini  della  frazione  per  t i-t-3,  verrà 

B=  >JVii^JL=VlI+3) 

2 

donde  potremo  porre 


fi  = V i n-3  = c-+-  4 ; 

V> 

così 


r i = 3 


L'  ultima  equazione  dando 


— = V 1 1 — C =3  1 1 — 3 , 


C=  — r- , 

\ 1 1—  3 

ai  vede  che  il  valore  di  C è il  medesimo  di  quello  di  A , di  modo  che  partendo 
da  A , o da  C,  non  possiamo  trovare  che  la  serie  dei  medesimi  denominatori  3 
e 6 all’  iofioito.  Si  ha  dunque  definitivamente 


V ! I = 3 


3 -+- 


G-4- 


3 -+* 


6 -t-ec. 


3<).|ITotto  P artifizio  di  qucit^  trasformazione  consiste  a determinare  così  i 
denominatori  delle  frazioni  integranti  successive,  fino  a tanto  rhe  s»  sia  trovato 
per  uno  di  questi  denominatori  un'  espressione  identica  con  quella  di  un  deno- 
minatore precedente;  si  conosce  allora  tutte  le  frazioni  integranti  di  un  pcrio- 
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«lo,  c,  per  conseguenti»  , la  fratione  continua  essa  medesima.  Si  troverebbe,  in 
questa  maniera,  per  y6,  per  esempio 

V«“*+-s  ' 

K=  — = = a-+-  - 

V6—3  a B 

„ a 2 (V<M-a)  , i 

B=  V^= a "4+S  ’ 

c = Tiìzr 1 

\6 — a 

arreitanilo  il  calcolo  a C,  perchè  I'  espressione  di  C è identica  con  quella  di  A, 
ai  ha 


V 6 = 2-4- 


I 


4'4" 


a-i- 


4-t-ec. 


come  1’  abbiamo  trovato  di  sopra  per  meno  dell’  operatione  inversa  , Tale  dire 
partendo  dalla  frazione  continua  per  ottenere  il  suo  valore  totale,  l ‘rendiamo 
per  ultimo  esempio  1 3 ; ecco  il  tipo  dei  calcoli: 


V 1 3 = 5-4-  ~ , 


A sa 
B = 
C = 


11  = 


E = 


F = 


1 

V»3-+*3 

1 

y 1 3 — 3 

4 

B ’ 

4 

y i3-+- 1 

= I -+~ 

I 

V i3  — i 

3 

C ’ 

3 

V'3-t-a 

I 

V »3  — a 

3 

D ' 

3 

V>3-+-  > 

I 

V*3— 1 4 


r7r_I=V.3  + 3 = 6-4--F, 


V<3  — 3 
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11  periodo  ricomincia  ad  F , cosi 


V i3=3.+-  - 


1 


I 

6 4-  

I-+-€C. 


4o.  Ecco  ora  no  altro  processo  molto  più  semplice,  il  quale  non  esige  alcun 
calcolo  di  trasformazione.  Sia  N un  numero  luterò  qualunque  , ma  di  cui  la  ra- 
dice quadrala  è irrazionale.  Indichiamo  con  a \*  parte  iutera  della  radice,  e con 

— la  sua  parte  frazionaria,  avremo 


V N =a-t-~ ( g )■ 

Elevando  i due  membri  di  questa  eguaglianza  al  quadrato,  otterremo  l' equa- 
zione. 

(N — a2)z*=;  2at-+-i  ; 
o indicando,  per  maggior  semplicità,  N — a*  con 

bz*=.  aciz-hi  ; 

dividendo  i due  membri  di  quest' ultima  per  6z,  verrà 


a a i 


sostituendo  nel  secondo  membro  il  suo  valore  dato  da  questo  secondo  membr  » , 
avremo 


a a 


20  I 


20  -+-  — 


* 

il  che  darà  nella  medesima  maniera. 

20  i 


e cosi  di  seguito  all'  infinito. 


20-+- 
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Sostituendo  il  valore  sviluppalo  di  z in  (e),  avremo  generalmente 

(h)  . . . . yNcsfl-i* 


v 

aa-H 

un  i 


f 

aa-+-  

2 a i 

— H 

o aa-+-  ec. 


Tulle  le  Tolte  che  — sarà  un  numero  intero,  la  radice  sarà  data  da  una 
b 

fraiione  continua  a periodo  di  due  fraxioni  integranti;  in  tulli  gli  altri  casi  si 
riporterà  alla  forma  semplicissima 

b 

(A)  . . . . \'  N =oH 


Sia,  per  esempio  K = |3,  si  ha  allora  n=3 
11-0*  = I 3 — 9 — 


J inique 


t'i3  = 3- 


4 


6-t- 


6-t-ec. 


4i.  Allorché  le  fraxioni  integranti  — sono  molto  più  piccole  dell' unità;  le 

fraxioni  principali  consecutive  convergono  tanto  rapidamente  verso  il  valore  to- 
tale di  yN,  che  non  esiste  verun  mexxo  più  semplice  e meno  faticoso,  per  otte- 
nere i valori  approssimati  di  questa  quantità,  che  quello  di  effettuare  i calcoli, 
d'altra  partesi  facili,  indicali  dall' espressioni  (a).  Prendiamo  per  esempio 
\ 4*7,  il  di  cui  valore  intero  è 23 , il  che  dà 

N = 4*7>  os=22,  b =s  N — (1*=  4*7  — 4®4  = 3 , 

e quindi , 

3 

\ 4*7  — 22H 


44 


44  -+-  -, 


41 
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Pjrjgoujndo  con  le  formule  gcnerjli  (a)  ilei  (n  ° 33),  abbinino 

"o  = “. 

«i  =°»  = °»=',«  = ec.s=44  > 

A„=  A,  = A , = As  = ec.  ss  3 ; 

donde 

!'„=  a»,  Q,=  «. 

1’.  — 97'.  Qi=  44  » 

vi=  4a79"<  '939. 

P,=  i885G73,  Q,  = 85448, 

ec ec 

Se  non  si  domandassero  che  sei  decimali  esatti  alla  radice,  la  lena  frazione 
principale 

P»  _ 4*79? 

<57  *939 

Sarebbe  di  già  .ufficiente,  poiché  dall’  esprenioni  (n°  34),  li  h* 

OT”  V487<-  ,93ijx85448  ’ 

il  che  dà  , riducendo  in  decimali  , 


p 

•y/ ^8^  — <C  0,000 O'OlCli 

xi 


Ora  , 


^2^90 
1 939 


: aa.oC8o^G33  .... 


Coai,  siccome  i due  ultimi  decimali  soli  possono  essere  troppo  pie  col  i , si  hi 
con  sei  decimali  esalti 

y 487  = 22,068076. 

p 

La  quarta  frazione  principale  — - , ridotta  in  decimati , dà  * 

xi 

i88fr673 

-^j^-=aa,o68  ojG  450  96  , 

di  cui  le  nove  prime  cifre  sono  esatte.  Per  assicurarcene,  bisogna  calcolare  Q4  , 
alfine  di  avere  il  limile 

3< 


QiQ«‘ 

Si  trova  Q|S;3;6552<);  e riducendo  la  differenza  in  decimali,  viene 
81 


= 0,000  OOO  OOO  252  . • . . 


854  4&X  3 7655^9  1 

Questo  c il  limite  dell1  errore  in  più  che  si  può  commettere  , prendendo 
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p> 

<J. 


prr  il  valore  di  \r $ 87 : si  ha  dunque  , con  nove  decimali  esatti, 
*YVj8j  ss  22,  068  076  490- 


Questo  esempio  è sufficiente  per  provare  1*  utilità  delle  frazioni  continue  nel- 
1’  estrazione  delle  radici  quadrale. 

42.  Qualunque  siano  i vantaggi  che  abbiamo  fatti  rilevare,  l’uso  delle  frazioni 
continue  , per  1’  estrazione  delle  radici , sarebbe  ben  limitato  se  esso  non  potesse 
estendersi  alle  radici  dei  gradi  superiori  al  secoudo;  ma  questa  estensione  ha 
luogo,  ed  esponevo  un  metodo  generale  il  quale  abbraccia  gli  irrazionali  di 
tutti  i gradi.  Consideriamo  la  radice  del  giado  in  di  un  numero  intero  qualun- 


que N,  \N;  indichiamo  con  a la  più  gran  potenza  m contenuta  in  questo  nu- 
mero, e con  b l’eccesso  di  N sopra  a,  avremo 


ih  ni  ni  t 

VN  = \ (<*-+* b)=z\' a.  f 


a essendo  una  potenza  esatta,  il  fattore  \ a è un  numero  intero,  così,  dobbiamo 

/ b 1 

solamente  occuparci  della  quantità  irrazionale  y ih ) m m 

Per  applicare  a questa  quantità  lo  sviluppo  in  frazione  continua  del  binomio 
(iH-ar)"*  che  abbiamo  dato  (u.#  26),  sostituiamo  in  questo  sviluppo  — ad 

ftt 

— ad  x,  ed  otterremo  fatte  tutte  le  riduzioni 


(//*  — i)b 


(/»*H~i)A 


(2//1 — 1)6 


5mo  H-  ec. 


espressione  di  cui  la  legge  è evidente,  poiché  la  serie  dei  numeratori  è 

A,  (m  — i)A,  (m-+-i)A,  (am  — 1)4,  (am-t-i)A,  (3m  — i)A,  (3m-+-i)A,  tc. 
e quella  dei  denominatori 

ma,  2,  3ma,  2,  5 ma,  2,  jma9  2,  9/na  , a,ec. 


Sceglieremo  per  esempio  \ 17  , della  quale  abbiamo  trovato  per  meno  di  un 
altro  processo  {vedi  Lstraziomj  di  radici)  che  il  valore  con  dieci  decimali  è 

\ 17  = i ,o3<>543i  848. 

Il  paragone  dei  due  calcoli  potrà  provare  la  superiorità  «lei  presente  metodo. 
La  parte  intera  di  \/*7  essendo  2,  a4=;iG  è la  quarta  potenza  più  grande 
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contenuta  in  17,  e dobbiamo  conseguentemente  fare  a=iG,  is=  1;  questi  calo- 
ri sostituiti  io  (/),  danno 


5 


OH 

’9a  ~ 

»+* 

320-+-  ec. 

Abbiamo  dunque,  paragonando  con  le  formule  (a)  del  n.°  33. 

a0—  1 , a,  =64,  a»  = a , <>|  = 192,  o4  = a,  o,  = 3ao,  ec. 
A0=i,AI=3  , = 5 , 4,  = 7 , ec. 

Costruiamo  con  qneati  valori  le  quantità  P,  e Qx,  troveremo 


p.= 

<?.= 

P,  = 65 

Qi—  64 

Pa=  1 33 

Qa=  .3» 

Pj  =3  a586i 

Qs=  25472 

P4=a  5a653 

Qt=3  5i86i 

P6=a  17081709 

Q4a=  >6824768 

ec.  = ec. 

ec.  = ec. 

Avremo  cosi,  per  la  aerie  delle  frationi  principali  alternativamente  minori  e 
maggiori  delia  radice  domandata, 

1 65  a 33  a586i  52653 

1 ’ 64’  1 3 a ’ 35472  ’ 5t86i  ’ CC' 

La  quinta,  ridotta  in  decimali,  dà 

1,0152715913, 

4 

quantità  il  di  cui  prodotto  per  2 è il  valore  approssimato  di  \ 17,  poiché 

V.7=»v*«-v(  «+à)**v(  *+s)- 

Abbiamo  dunque,  arrestandoci  a questa  quinta  fraxione  principale, 

« 

Yi7=4i  o3o543i8a6, 

valore  i di  cui  otto  primi  decimali  sono  esatti. 

Prendendo  la  sesta  frazione  principale 

P5  17081709 
Q7  2=5  1 682^08’ 

Diz.  di  Mat.  Voi.  HI.  *G 
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\ 1 7 = 3, o3o54 3 ■ 84904 

Per  valutare  il  limile  dell'errore,  espresso  per  mezzo  della  formula  (4),  cioè 


■ -3 . 5 . 7 .9. . 

1 ' 


bisogna  calcolare  Q, , che  si  trova  eguale  a 34330007,  donde  si  vede  che  1'  erro- 
re in  più  è minore  di 

10395 

16834768x34330007  ’ 

ove  non  può  cader  dubbio  che  sopra  I'  undecima  cifra  decimale.  Questa  undeci- 
ma cifra  essendo  zero,  diviene  evidente  che  la  decima  è troppo  forte  di  un'uni- 
ta, e che  si  ha  solamente  con  dieci  decimali  esatti  , 

* 

Y^  17  = a,  o3o543 1848. 

Formando  la  setti  ma  frazione  principale 

P«  __  3{7',aGoi 

(J9  34320007 

si  troverebbe,  per  le  dodici  prime  decimali  della  radice , 

4 

\ 17  = 2,  o3o543i84868. 


43.  La  convergenza  della  frazione  continua  (/)  essendo  tanto  maggiore  quanto 
b è minore  rapporto  ad  a,  spesso  è utile  di  prendere  per  a non  la  più  gran 
potenza  conleuuta  nel  numero  proposto  IV,  ma  la  più  gran  potenza  immedia- 
tamente superiore;  b diviene  allora  negativo,  il  che  rende  tulle  le  frazioni  inte- 
granti negative,  e tutte  le  frazioni  principali  maggiori  del  valore  totale  verso  del 
quale  esse  convergono  decrescendo  continuamente.  Sia  a la  più  gran  potenza 
del  grado  m immediatamente  maggiore  di  N,  e b la  differenza  fra  a ed  N,  avremo 


(m)  . 


m m ni  m r b ~ I 

VN  =a  \(a—, ì>)=\a  . \ ^ 1 — — J, 

v[--i]  = — ' 


(m  — 1)  b 


(m-t-i)b 


(am*— 1)  b 


llasl  crìi  di  dare  il  segno  — alle  quantità  £0,  btn  b^ , ec.  nelle  formule  (a), 
per  poterle  applicare  alle  riduzioni  consecutive  di  questa  frazione  continua. 

Se  si  trattasse , per  esempio,  di  estrarre  la  radice  cubica  da  5oq,  il  di  cui 
valore  è compreso  fra  7 e 8,  ma  molto  più  vicino  a b che  a 7,  poiché  7*  = 343  e 


Digitized  by  Googlel 


con  va 

85  = 5i2,  si  farebbe  « = 5i2,  A = 5i2 — 609=3,  e sostituendo  cjuesli  numeri 
nella  formula  (m),  si  avrebbe 


3 


i536— 


6 


a 


12 


4608 


i5 

2 — ec., 


facendo  nelle  espressioni  (a) 


si  otterrebbe 


<j0=i,  a,  = i£36,  o»=a. 

a5=  4608,  <j4=2,  cc. 

40  = — 3 , 4,  =■  — 6,  A»  = — 

12  , £3=3  — 15  , ec. , 

P„  = 

Q.= 

P,=  1 533 , 

Q,  = i536  , 

P3=  3u6o, 

Q,4  3=  3of>6 , 

P,=  14082084, 

Qj=  14109C96, 

ec.=  ec. 

ec.=;ec. 

Nel  caso  in  cui  si  volesse  contentarsi  <li  sei  decimali  esalti  alla  radice,  si  po- 
trebbe arrestarsi  alla  terza  frazione  principale. 


P»  3o6o 

0T=  3-o6G  = °’99804305a 

mentre,  per  mezzo  «iella  formula  (5),  la  differenza  fra  questa  frazione,  e il  va- 
lore totale  è minore  di 


vale  a dire  di 


-3X-GX-.2 
Qa  Qs 


3.6.12 
3o66 .141 09G9G  ’ 

quantità  di  cui  la  prima  cifra  significativa  decimale  è del  nono  ordine 
Si  ha  dunque 

■y  Goq  = 5iaX°»  99804 3o5a  , 

=3  8X0,998043052 

=7, 984344416, 

o solamente  y/  609=7,  984344:  la  moltiplicazione  per  8 non  potendo  alterare 
la  sesta  decimale. 

La  terza  frazione  principale,  trattata  nella  medesima  maniera,  dà 


V 509  = 7,98.4344376. 

Questi  esempi  ci  sembrano  sufficienti  per  far  comprendere  lo  spirito,  e rutilili 
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de!  metodo;  non  ci  fermeremo  tulle  riduzioni  che  ti  può  far  tubirc  alle  frazioni 
continue,  per  la  soppressione  dei  fattori  comuni  delle  frazioni  integranti,  nè 
all'  altre  semplicizzazioni  di  calcolo  le  quali  si  presentano  da  se  medesime. 

f\\.  Le  formule  generali  di  trasformazione,  che  abbiamo  riportate  ( o.»  a3  e 
e quelle  riportate  alla  parola  Tecnia)  contengono  la  soluzione  del  problema  tecnico 
della  valutazione  di  una  funzione  qualunque  per  mezzo  delle  frazioni  continue. 
Ld  è applicandole  alle  serie  semplici  o primitive 


cc.  , 


i 


1 i i 


-f-  ec. 


le  quali  danno  respettivamente  la  generazione  del  quarto  della  semicirconferenza 
del  circolo  il  di  cui  raggio  è uno,  e quella  della  base  dei  logaritmi  naturali  che 
abbiamo  ottenuto  dalle  due  frazioni  degne  d’  osservazione,  la  prima 


4 


3 


e la  sccouda 


4 

3 . 5 


iG 

i -4- 

7U 


a . 3 


a . 3 


1 H r 

a . 5 

i — ec.  , 

le  quali  si  possono  riportare  alle  forme  più  semplici 
i i 


4 


C =:  l + 


I -4-- 


3-4- 


5 -4- 


3-  ■ 


7*4" 


9-t-cc, 


2-4-  ■ 


5 — ec. 
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M*  quelle  formule  di  trasformazione,  di  cui  i diti  inno  i coefficienti  dello 
«viluppo  della  frazione  proposta  io  serie,  secondo  le  potenze  progressive 
yx*,  ec.,  di  un'altra  funzione  qualunque  yx  della  variabile  x,oon  sono  le  più 
generali  che  si  possono  ottenere,  mentre  lo  sviluppo  più  generale  in  serie  è quello 
che  procede  secondo  la  facoltà  progressiva  yx,  yxJl*,  ^x*l*,  ec.,  della  funzione 
arbitraria  yx,  presa  per  misura , nella  valutazione  della  funzione  proposta,  e di 
cui  la  forma  è 


Fx  t=  A0-+-à,yX'4*A1yx*l'-+-Alyx,l‘-4-A»yx,|'-+-  ec  ....  (I) 

Faremo  in  questo  punto  «onoscere  le  formule  di  trasformazione,  che  sono  state 
recentemente  ottenute  per  questa  serie  universale  : y essendo  un  numero  intero 
qualunque , indichiamo  generalmente  per  af  il  valore  della  variabile  x dato  dal 
1’  equazione 

yfx-+^s)=o, 

e formiamo  con  i coefficienti  A„,  A,,  Aa,  ec.,  della  serie  (I)  una  serio  di  quan- 
tità fia,  B, , B, , per  mezzo  della  costruzione  generale 


Br=A1[Ar_I  ( 


y(x-t-s)-(>— a)y(aa-t-r) 
*)*) 


■M/— »)Ar?(° a"4"*)  ]"  *'  -V 

Formiamo  inoltre  altre  serie  di  quantità  C4,  C5,  C, , ec.  ; D, , Ds,  D, , ec.  ; 
Ee,  E,,  E,  , ec  , ec. , ec.,  per  mezzo  delle  costruzioni  generali,  ed  avremo  la 
serie  ....  (li) 


( 


» (x-t-ar)— (y— 3)  y (q3-*-2r) 

y(*-Hr-«)*) 


) 


-Hr— a)Ary(n1-t-ar  ) 


■>»-«•[  v.  ( ) -*-»«<**  > ] - 

— £b,-hBj  y (o,-+-3s)  ]cr, 

ir  n r /■  / y(aH-4*)-Cr-5)y(a,-t-4s)  \ , .,.,1 

Er=D.[C^.  ( )-Hr-4)C/?(a.+4/)  j- 

— |C4-+-C, y(aj-t-4^)  j Dj-, 

— J^Ds-HD,y(o4-i-5s)J  E,, 


ec.  = ec. 
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Calcolando,  con  l’aiuto  di  queste  quantità  la  nuora  icrie  arremo  . . . (Ili) 
M0  = A0, 

A, 


M,  = — , 

A,“t-Aa  d (a%-t-s) 


M,= 


M.= 


Ms  = 


M.= 


[ A.-+-A»»(<V-t-r)  ] 
C 

( A»-t-A,  y (oj-t-ar  ) j ^ 

4 

£ Ai-t-Aj'^Oj-t-as)  j ( B,-bB4  ? (a4-+-3r)  J 

ns 

£ Bj-t-B,  y (a4-s-3r ) J 
E 

^C4-+-C4y  (as-r4r)  J 

(xz=flj) 


|^C,-+-C,  7 (a»-t~4x)  j (o4-4-D,  7 (a,-+-5f)  J ^ ^ 


Gl’indici  (x  = o4)  , (x  = Oj),  (x=n,)  indicano  i ralori  a,,  <j5,  a, , ec.,  che 
bisogna  dare  alla  Tariabile  x in  ciascuna  di  quest’  ultime  quantità  , le^  quali 
danno  definitivamente 


(IV) Fx  = M.-h 


M,^r 


i -h 


M»  v (x-t-r) 


1 •+• 


M,  f (x-HXf) 

M4?(x*+*3x) 


Quando  la  funzione  arbitraria  ox  è semplicemente  la  variabile  x,  la  serie  di- 
venta 

Fx=A#-+-AIx-+-AJkxal'4-Asx3I^A4.T^-+-ec.  . . . (V), 

vale  a dire  che  essa  procede  secondo  le  fattorielle  progressive  della  variabile. 

In  questo  caso  particolare  si  ha  «r= — y*\  mentre  V equazione 

x-ì-ys  = o 

dà  x =s  — ys , e tutte  le  formule  precedenti  prendono  una  forma  molto  più  sem- 
plice; le  quantità  ausiliarie  B^,  C^.,  Dy,  ec. , si  costruiscono  allora  per  mezzo 
delle  espressioni (VI) 

^ j — = 

Aa  £ At — a A 4x  J — A,  A 4 = B4 , 

— 3à6x  J — A,Aj  = B4i 

Aj  (/— a)A^  J ^AjA^s Br . 


5 


i 
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®s  £ A3  >A,j  j — (^Aj — AjjJ  B(  = C(  , 

B,  [ A4 — 3Ast  J - [a^-A.tJb.^C,, 

B,  [A5-4A,x  J _ [a3-A3x]b,=C,, 

B»  [AJ_,-(r-2)A^  ] _ [a,-A3x]  Br=Cr. 

C4  [b4  — aBjX  J - [b3-B4x]c4  = D5) 

C4[b3-3B(x]  _ [Bs-B4x]c.=  De, 

c4  [b,-4B,x  j - [ Bj—  B4x]  Cj=  D,, 

* » • 

[B^,-(r-3)Brx]  - [B3-B4x]cr=Dr. 

D,[c._2C,x]  - [c4-c5i]d,  = e,, 

D. [c,-3C,x]  - [c4-C4x]d,  = E,, 

D4[c,-4C,x]  - [c4-C4x]d>  = E,, 

•••  ***••■•?•••• 

flC/]  - [c4-Csx]Dr=:Er. 

E.  [d,-2U,x]  — [d4-D,x]e,  = F,, 

E,  [d7-3D,x]  _ [ D» — D,r]  E,  = F. , 

E,[dj_4D,x]  _ [Dj-D.xJe.^F,, 

E.Jd^.-Ct-SJD^]  _ [ds— D,  x]  Ej,=Fj.. 


Se  con  quelle  quantità  si  forma (VII) 

M0=A„, 

M i = A , , 


M 


a — ■ — 
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“ s ~ 

( A,— Aax)(Aa— -AjX) 

M,  — 

c4 

(A,— A1r)(B>— B,r) 

Ms== 

»s 

(Bs— B4r)(C4 — C*x) 

M,= 

E. 

(ÌÌ4-CV)(D,-D,s) 

M,  =, 

F, 

(b»-D,/)(E,— ETr) 

M,  — 

G. 

(E„— E,r)(F,— F,r) 

ec.  = ec , 


il  avrà 


(Vili). 


Fx  = M.-+- 


M,x 

Ma(x-+-x) 

I H 

. Ms(x-+-aj) 

M4(x-+-3j) 

i -h  ec. 


Per  dare  almeno  un’esempio  d’  applicazione , proponiamoci  di  ridurre  in  fra- 
zione continua  la  funzione  esponenziale  (i-4-a)-r,  il  di  cui  sviluppo  in  serie  per 
mezzo  delie  fattorielle  è 


i -fax -i x 1l”1  -f-  ...  — — i 

i . a i.a.3 


X3!”1  •+•  ■ 


I . 2 . 3 . 4 


x 4l-« 


abbiamo 

^ i , e A0  ^ 1 , A | — a , A-,  — — — , A j - 

sostituendo  questi  ralori  nelle  formule  (VI),  otterremo 


b = (r— 2)a-r+,('~t-q) 

-r  ’ 


c _ Ir-W+Hi+a) 

T i’M  i/l*  ’ 

JJ  (jr_3Xjr— 4)o/+1(,^.a)* 

E — (r— 4)(r~5)°:r<'l<('-t-o)< 

•r  i»**. ’ 

«c.  ;=;  ec. 
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Con  quell’  ultimi  valori  troveremo 
M,  = o, 

MlS= — , 

a-H  a 

m _ a(|-t~a) 

‘ “ (a-t-a)v3-t-a)  ' 


M.  = - 


M,= 


(a-t-o)(3-v-a)  ’ 

o(i-t-a) 

(a-+-aX3-t-3o) 

a 


M,  = - 

M, 


(a»+-o)(5-4-3o) 

q(i-Ho) 


Mg  =3  — 


(a-t-a)(7-t-3a)  ’ 

a 


(a-+-aX7-+-3“)  ’ 

a(i-t-a) 


(a-t-aX9**~4 °)  ’ 

ec.  = ec. 

La  logge  di  queite  quantità  è evidente.  La  trilione  continua  cercata  è perciò 
ox 


(i-KO'ca  l-t- 


I (x-l) 

a •+*  a ' 


o(  j-4-o) 

■H-r-,  -•:(»- ») 


(a-*-aX3-*-o)' 


(a-t-aX3-ho) 


(*-3) 


i ec. 

onero,  riportandola  alla  forma  generale  (a), 
ox 


(M-o)*c=  i 


i ■+ 


a(x-+-i) 


(a-t-o)-t' 


o(i-t-<i)(x— a) 


(3-H>)- 


«(*-3) 


(a  *t*  o)-t-  oc. 


Di:  di  Mal.  Voi.  Ili. 
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Quest'  espressione  presenta  mio  sviluppo  del  tutto  nuovo  delle  potenze  Jei 
binomio,  e che,  per  alcuni  valori  particolari  di  a e di  X,  può  dare  delle  frazioni 
continue  molto  più  convergenti  di  quelle  che  abbiamo  ottenuto  di  sopra, 

45.  A lord  Brouncker,  cancelliere  d'  Inghilterra  dobbiamo  l’ invenzione  delle 
frazioni  continue  numeriche,  egli  vi  arrivò  cercando  di  trasformare  le  espressio- 
ni indefinite  dell'  Wallis  per  la  quadratura  del  circolo.  In  seguito  se  ne  servì 
l’IIuygens,  ed  esse  furono  ben  tosto  oggetto  di  ricerche  dei  più  celebri  geome- 
tri. Daniele  Bernoulli,  Eulero,  Lambert,  Lagrangc  e Legendre  perfezionarono 
successivamente  la  loro  teoria,  e le  impiegarono  in  questioni  importanti.  Eulero 
e Lambert  soprattutto  considerarono  queste  nuove  funzioni  in  una  maniera  ge- 
nerale o algebrica , ed  arrivarono  a vere  riduzioni  delle  serie  in  frazioni  con- 
tinue. In  seguito  non  si  è fatto  che  riprodurre  o sviluppare  i processi  che  gli 
appartengono.  Finalmente  di  recente  il  signor  Wronski,  nella  seconda  sezione 
della  sua  Philosophie  de  la  technie , ha  definitivamente  classato  le  frazioni  con- 
tinue nel  numero  degli  algoritmi  tecnici  , provando  che  esse  danno  sempre  una 
generazione  differente  dalla  ferie  e molto  più  convergente.  Egli  ha,  per  così 
dire,  esaurito  la  loro  teoria,  in  quest’  opera,  considerandole  ancora  più  gene- 
ralmente che  non  l’abbiamo  fatto  ai  numeri  u e >{,  t dando  tutte  le  leggi 
che  le  regolano.  Le  belle  espressioni  ( it)  ed  (f)  gli  appartengono  , almeno  nella 
loro  forma  sistematica,  mentre  il  processo  di  riduzione  che  esse  contengono  era 
di  già  stato  trovato  dall'  Eulero.  Ma  la  lunghezza  di  questo  articolo  ci  forza  a 
rimandare  all'opera  del  signor  Wronski  quelli  dei  nostri  lettori  che  volessero 
approfondire  la  teoria  delle  frazioni  continue.  In  altre  parti  di  questo  diziona- 
rio vedremo  usi  importantissimi  di  queste  frazioni. 

CONTORNO  (Geom.)  Parola  che  alcune  volte  si  usa  per  indicare  il  perimetro 
di  nna  figura. 

CONTRAPPESO  (Mec.).  Nome  generico  cbp  vien  dato  a tulli  i pesi  i quali  ser- 
vono di  ausiliari  ad  una  forza  motrice.  Nella  maggior  parie  dei  moti  alternativi, 
il  motore  produce  solamente  l’abbassamento  del  mobile,  e l'elevazione  si  fa  per 
mezzo  di  un  contrappeso  o vice  versa. 

CONTR  ARMONICO  (Algebra).  Tre  numeri  si  dicono  in  proporzione  contrarmo- 
nica , quando  la  differenza  tra  il  primo  ed  il  secondo  sta  alla  differenza  tra  il 
fecondo  ed  il  terzo  nel  rapporto  inverso  del  primo  di  questi  numeri  al  terzo: 
cosi  i numeri  A , B,  C saranno  in  proporzione  conlragmonica,  se  si  avrà 


A— B : B— C : : C : A (1). 

Questa  proporzione  ha  preso  il  nome  di  proporzione  contrarmonica  per  con- 
trapposto della  proporzione  armonica,  che  ha  luogo  quando  il  rapporto  delle  dif- 
ferenze è eguale  al  rapporto  diretto  dei  numeri , vale  a dire  quando  si  ha 

A-B  : B— C : : A : C. 


Se  la  considerazione  delle  proporzioni  contrarmoniche  è più  curiosa  clic  utile, 
lu  stesso  non  può  dirsi  delle  proporzioni  armoniche,  delle  quali  abbiamo  data  al- 
trove un’  interessante  applicazione.  Ve  di  Aavoaico. 

Ilei  tre  numeri  A,  B,  C,  che  sono  in  proporzione  contrarmonica  , il  secondo 
prende  il  nome  di  medio  contrarmonico , c si  ottiene  dall'eguaglianza 


B = 


A»-+-C» 


che  facilmente  si  deduce  dalla  proporzioue  (1).  Cosi,  se  si  domandasse  quale  è il 
medio  conlrarmonico  tra  6 c 3 , bisognerebbe  fare  in  questa  eguaglianza  As=ti, 
C = 3,  e si  troverebbe  B = 5. 
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CONTRASCARPA  ( Fortificazione ).  Si  dà  quello  nome  all»  parete  d'  un'  opera  di 
furtificaziooe  che  guarda  la  campagna.  Nelle  piazze  forti,  questa  parete  c rive- 
stila di  muro;  nelle  opere  di  campagna  non  è che  una  semplice  scarpa  di  terra. 

, Vedi  Fo»tipic*zio*e. 

CONTRAZIONE  dilla  vera  fluid*.  ( Idraul .).  Sotto  questo  nome  viene  indicata 
la  specie  di  ristringimento  che  prova  un  getto  d’acqua  che  sgorga  da  un  ser- 
batoio per  mezzo  di  un  orifizio,  e di  cui  l’effetto  è di  diminuire  la  quantità 
d’acqua  che  sgorgherebbe  io  un  tempo  determinato,  se  questo  fenomeno  non 
avesse  luogo. 

Per  rendere  sensibile  la  contrazione  di  ona  vena  fluida  , si  prende  un  vaio 
trasparente  che  in  una  delle  sue  pareti  porti  un  orifizio  pel  quale  pu6  aver  luo- 
go l’aflusso  dell’acqua,  e si  mescola  al  liquido  della  polvere  fioe  colorata,  come 
della  segatura  di  legno , ovvero  si  producono  dei  piccoli  depositi  galleggianti 
nel  liquido,  come  accade,  a cagion  d’esempio,  salando  nn  poco  l’acqua  , e get- 
tandovi alcune  goccie  di  nitrato  d’argento;  si  scorgono  ad  una  piccola  distanza 
dell’  orifizio , a dne  o tré  centimetri  , per  un’apertura  di  un  centimetro  di  dia- 
metro, delle  molecole  fluide  dirigersi  da  tutte  le  parti,  dal  fondo,  come  dai  lati, 
e dalla  parte  superiore  verso  l’orifizio,  descrivendo  delle  linee  curve  e tendenti 
tutte  al  centro  di  quello.  Poscia  quando  vi  sono  vicine  , vi  si  precipitano  con 
moto  acceleratissirooi 

Questa  convergenza  di  direzione,  che  hanno  le  molecole  al  loro  avvicinarsi  al- 
l'orifizio, continuano  pure  ad  averla  quando  esse  l’hanno  oltrepassalo,  e ad  una 
distanza  facilmente  visibile  ali’ occhio  : e ne  resulta  un  rislringime  nto  sensibile 
nel  getto.  Basta  il  far  uscire  dell’acqua  sotto  un  carico  piuttosto  sensibile,  e 
per  un  piccolo  orifizio,  per  iscorgere  questo  ristringimento  dei  getto  fluido  a 
qualche  distanza  dall’orifìzio.  Il  getto  forma  una  specie  di  cono  o di  piramide 
troncata  , la  gran  base  della  quale  è I’  orifizio,  e la  piccola  è al  di  fuori  del  va- 
so: ed  è ciò  che  chiamasi  in  Idrodinamica  la  contrattone  della  vena  fluida. 

Cosi  nello  sgorgo  dell’ acqua  da  un  seibaloio  per  un  orifìzio  praticato  nella 
parete,  havvi  un  punto  nel  getto  fluido  in  cui  la  sezione  dello  sgorgo  è piti  pic- 
cola ebe  quella  dell’orifìzio  sfesso.  Ricerche  falle  con  una  pazienza  ed  tini  Sa- 
gacilà  meravigliosa  da  Poncelet  e Lesbros  han  fatto  conoscere,  con  esattezza  ma- 
tematica, le  leggi  della  contrazione  della  vena  fluida  per  tutti  i casi  i più  im- 
portanti. Ma  senza  entrare  in  queste  particolarità,  ci  limiteremo  al  pratico  risul- 

' lamento  , cioè  che  lo  stringimento  della  vena  fluida  equivale  presso  a poco  al 
terzo  della  snperftcie  dell’  orifìzio. 

La  considerevole  diminuzione  che  la  contrazione  della  vena  fluida  cagiona  nel- 
lo sgorgo  dell* acqua  pegli  orifìzi  pratirati  nelle  pareti  d' un  serbatoio,  puossi 
rendere  meno  considerevole,  accomodando  a questi  orifizi  dei  piccoli  tubi  addi- 
zionali. 

Se  il  tubo  addizionale  è cilindrico,  é che  1’ acqua  esca  a piena  becca , vale  a 
dire  riempiendo  interamente  l’orifìzio  di  sgorgo,  il  che  avviene  abitualmente 
quando  la  lunghezza  del  tubo  è due  o tre  volte  il  suo  diametro,  e che  il  carico 
c eguale  a più  diametri  detl’orifìzio  d’uscita;  allora  invece  di  una  differenza 
d"  un  terzo  tra  la  dispensa  teorica  e la  reale,  come  superiormente,  non  si  ha 
'che  una  differenza  minore  d’  un  quinto-. 

I tubi  addizionali  conici  convergenti,  vale  a dire  più  larghi  dell' orifizio  del 
serbatoio,  e che  vanno  diminuendo  verso  l'esterno,  aumentano  vieppiù  la  dispensa 
di  sgorgo.  I loro  effetti  d’altronde  variano  col  variare  della  loro  inclinazione,  ma 
non  ti  hanno  per  anco  dati  positivi  sulle  differenze  che  ne  risultano.  L’angolo 
di  convergenza  il  più  favorevole  sembra  esser  quello  di  la  a i3  gradi.  In  questo 
taso  sembra  non  aver  luogo  che  una  diminuzione  al  più  del  5 »N3  per  cento 
tuila  dispensa  teorica. 
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Se  •'  impiegano  labi  eoaiei  nel  senso  opposto,  tale  a dire  accomodando  la  loro 
base  minore  al  serbatoio  e la  maggiore  per  conseguenza  esteriormente,  (ali  tubi 
che,  in  questo  caso,  si  chiamano  tubi  conici  dirergenti  presentano  un  fenoiurn  > 
singolare.  La  dispensa  dell’  acqua  che  per  essi  avviene,  è maggiore  della  dispenta 
teorica. 

Sembra  che  una  tale  proprietà  fosse  conosciuta  dai  Romani.  Alcuni  cittadini 
autorizzati  di  prendere  dell’acqua  dai  pubblici  serbatoi,  accomodarono  all' orifì- 
zio de’tubi  conici  dirergenti,  ed  aumentarano  per  tal  modo  fraudolentamente  la 
loro  concessione.  Una  legge  proibirà  l'uso  di  tali  tubi  addizionali  , a meno  che 
non  fossero  situati  a 5o  piedi  dal  serbatoio. 

Un  tubo  addizionale  conico  divergente,  arando  in  lunghezza  nove  zolle  il  dia- 
metro della  base  minore,  ed  un  dilatamento  di  5 gradi  circa,  può  dare  una  di- 
spensa d'acqua  presso  a poco  due  zolle  e mezzo  più  grande  di  quella  che  som- 
ministrerebbe l'orifizio  semplice  praticato  nelle  pareli  del  serbatoio,  ed  una  volta 
e mezzo  più  grande  della  dispensa  teorica.  Vedi  per  tutto  ciò  che  riguarda  la 
teoria  dello  sgorgo  delle  acque,  la  parola  Sgobgo  dei  Fluidi. 

CONVERGENTE.  (Geom.)  Si  chiamano  rette  convergenti  in  geometria  quelle 
che  a’ incontrano  in  un  punto  , o che  sufficientemente  prolungate  a’ incontre- 
rebbero. 

I raggi  convergenti , in  diottrica,  sono  quelli  che,  passando  da  on  mezzo  io 
un  altro,  si  rompono,  o ai  refrangono  avvicinandosi  l’uno  all' altro,  in  maniera 
da  incontrarsi  nei  medesimo  punto  o fuoco,  t'edi  Lsirra  Micaoscorio. 

CONVERGENTE  ( Alg.).  Si  chiamano  serie  convergenti , le  serie  nelle  quali  il 
ralore  della  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  differisce  tanto  meno 
dal  ralore  della  somma  totale  dei  termini,  quanto  questo  numero  di  termini  è mag- 
giore. Nel  caso  contrario,  si  chiamano  serie  divergenti.  Per  esempio,  la  serie 

— - — = i-r-Jr-+-x’-t-x1-+-x4't-.x‘'+-*'-Z-  ec.  . . . all'Infinito, 

I —x 

la  quale,  allorché  «ss  , esprime  la  generazione  della  quantità  s,  o che  dà 


r t r i i 


è una  serie  convergente , perchè  le  somme  successi  re 


i 

i -+-  — 

a 


t r 


ee.  ec. 


si  avvicinano  continuamente  ai  ralore  totale  a. 

Ma  te  in  questa  medesima  serie,  si  fa  ras,  essa  diventa 
i-+-i-t-4-t-8-t-iG-+-3a-t-6$-+-  ec. 
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vale  a «lire  una  strie  divergerne,  poiché  le  (ornine  successive 

i 

i -+•  a 
i-t-a  + 4 
t -+-  a -+-  4 -4-  8 

ec.  ec. 

differiscono  continuamente  dal  Tatare  totale  della  serie  che  io  quello  ceto  è — i. 

Il  carattere  principale  delle  serie  convergenti  è dunque  che  la  differenta  fra 
la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  e il  valore  totale  della  serie  può 
diventare  tanto  piccola  quanto  vogliamo,  vale  a dire  minore  di  qualunque  gran- 
dma data  prendendo  questo  numero  continuamente  più  grande,  cosi: 

i.*  Tutte  le  serie  di  cui  i termini  essendo  alternativamente  positivi  e nega- 
tivi diminuiscono  all'infinito,  sono  serie  convergenti.  Infatti,  sia 

a-A-hc—d-t-e—J'-hg — A -4-  ec 

una  tal  serie,  se  rappresentiamo  con  N il  suo  valore  totale  o la  quantiU  dalla 
quale  essa  viene  generata , avremo 

N = o— 6-+-e— rf-4-e— /-t-g — *-+- ec  .... 

Ora,  prendendo  un  numero  qualunque  di  termini,  per  esempio 

o— é-t-c — d-\~t 

e indicando  la  loro  somma  con  M,  avremo  ancora 

Na=M—  [/—gH-A-i-Hé-f-4-  ec.  . . ] . 

Ma  i termini  andando  diminuendo,  le  differente  successive 
/— g,  à—i,  k—I , m—n  , ec.  . . . 

sona,  all'  infinito  , quantità  positive  , e conseguentemente  la  somma  di  tutte 
queste  differenze,  o ciò,  che  equivale  al  medesimo,  la  somma  di  tutti  i termini, 
cominciando  da  f , è essa  medesima  una  quantità  positiva;  se  l'indichiamo  asm 
P , I’  eguaglianza  precedente  diverrà 

N=M-P. 

Prendendo  ora  un  termine  di  più,  e facendo 

a — 4-t-c — d-t-e — f=z  M' 

avremo  ancora 

ff  as:  M'  ^ fi — ■ /*-+■  i — k -+- 1 — ./n-+-  ec.  . . * j , 

ovvero 

N = M'-t-P' 

rappresentando  con  F'  la  quantità  positiva  eguale  alla  somma  delle  differenze 
positive 

g—h , i — k , / — m , n—o,  ec. 

Cosi  il  valore  di  N è compreso  fra  quelli  di  M e di  M'  poiché  abbiamo 
N>M  e N<M'. 
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I,»  differenza  fra  M ed  M'  «fendo  il  termine  f,  teglie  da  ciò  ehe  precede  che 
la  difTerenxa  fra  il  ed  U ( più  piccola  di  f !,  vale  a dire,  prendendo  la  cosa  più 
generalmente  , ehe  la  somma  di  m primi  termini  della  serie  non  differisce  dall» 
somma  totale  che  di  una  quantità  minore  del  (m-t-i)im“  termine:  dunque  la  se. 
rie  è consergente  , poiché  questo  termine  può  diventare  tanto  piccolo  quanta 
Togliamo  prendendo  m sufficientemente  grande. 

a.*  Una  serie  di  cui  tulli  i termini  sono  positivi  è convergente  quando  que- 
sti termini  diminuiscono  all’ infoilo,  poiché  sia 

I?  s ec. 

una  tal  serie;  se  facciamo 

a-t-i-à-c-t-d-+-e  = M 
o-t-A-V-oà-d  t c V f — M' 

avremo 

N sa  M H-f-hg+/iH-i~h  ec. 

N sa  M'-+-£-+-A-t-i-t-A-+-  ec. 

donde  N;>M  e N>M'  ; ma  M'  differisce  meno  da  N di  M poiché  abbiamo  a'ri- 
rora  M'>M , dunque  la  differenza  fra  N e la  somma  di  un  numero  di  termini 
può  diventare  tanto  piccola  quanto  vorremo,  prèndendo  questo  numero  sufficien- 
temente grande. 

3.*  Tutte  le  serie  i di  cui  termini  vanno  sempre  crescendo  sono  divergenti. 
Per  quanto  una  serie  sia  divergente , quando  essa  non  é stata  formala  da  un 
seguilo  di  termini  presi  arbitrariamente,  ma  che  essa  esprime  la  generazione  di 
una  funzione  di  una  quantità  variabile,  per  valori  particolari  di  questa  variabi- 
le, possiamo  sempre  trasformarla  in  serie  convergente;  sia 

Fx=  A0-+-A,/x-+-A1/x»-t-A,/r’-t-A ,/**-+-  ec (i) 

una  serie  divergente,  F*  essendo  una  funzione  qualunque  di  x,  e fx  un’altra 
funzione  egualmente  qualunque  della  medesima  variabile,  e sia 

FxjssB,  -t-B1-,x-t-B1;>x*-t-B,7xs.4-B4'px*-t-  ec.  . . . (a) 

la  serie  trasformala  convergente,  :x  essendo  una  funzione  arbitraria  di  x. 

Supponiamo  che  l’equazione  fx  = o dia  ics,  e costruiamo  le  funzioni  fx , 
fx% , fx*,  ec.  con  le  potente  successive  di  x— a,  avremo  ( Vedi  Staiz),  indican- 
do con  un  punto  situato  sopra  x che  bisogna  fare  x = o,  dopo  aver  preso  le 
differenziali, 

■ df  x (x  — a)  d*fx  (x— nj* 

/x=/x-s.  J . 1 ’ -f-  -±--  . ! - -+-  ee. 

dx  ■ dx*  i . a 


/x»=/x*  •+- 

f*i=f*i 


dx 

V*' 

dx 


(x— a)  d*f  xx  (x  — a)* 

. - -+-« c. 

I <JXa  I . 2 

I I . 2 I . 2 


ec. 
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Ma  poiché  facendo  issa  si  ha  /xs= o,  tulle  le  quantità  nelle  quali  entra  fx 
ai  riducono  a aero  dopo  le  differenziazioni , cosi  abbiamo  in  generale 

d"/xm  = o 

fintanto  rhe  a è minore  di  m;  sottraendo  dunque  dagli  sviluppi  precedenti  i 
termini  che  diventano  zero  e sostituendo  quindi  nell’  eguaglianaa  (■),  avremo 

FxssA.-t-A.d/i1-^^- 

•+-  [ A.dyi-t-A^VV  J . 

-+•  [ A,d*/i  A»d*/x  ’]  . 

-t-  ec.  ec. 

Prendendo  la  funzione  arbitraria  fx  in  modo  che  sia  ?x  = o,  e facendo  x=a 
avremo  egualmente 

Fx  = B0-t-B,<i<p  x —~a). 

“f*  £ jr-fr-B  %<P  f xM-B3</*^xl  J ~ 

*f  ec*  ec. 

Dunque  paragonando  i due  sviluppi  otterremo 
= 

Ai df x ss: B , dy  x 

A,</yi-+-A1fP/x1=BIJ,?  x -t-B^jir1 

A,d5/x  -+-A,  d5/ x M-Ajd3 f * 5 ss  Bjd5^  x-t-B^d5,;  x^-t-B^d3  y x 1 
ec.  ec.  ec. 

equazioni  di  condizione  per  mezzo  delle  quali  potremo  determinare  le  quantità 
Bo.  B,,  Ba,  ec. , con  l’aiuto  dei  coefficienti  A0,  A,,  A,,  ec 
Per  applicare  queste  formule,  si  abbia  la  serie  generale 
b x ss  A.-t-A,(x — aJ-t-AjJx— o)*-t-A,(x— a)*-e-  ec. 

nella  quale  a è una  quantità  data,  tale  che  quando  abbiamo  x>a-t-i , questa  se- 
rie diventa  divergente*,  A^,  A,,  Aa>  ec.  essendo  numeri  finiti  qualunque.  Si 
avrà  ancora 

/x=(x-«). 

La  funzione  si  dovendo  essere  scelta  in  modo  che  essa  divengj  zero  faceudo 
xssa  diamole  la  forma 

(x— n) . (fx)- 
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fx  essendo  una  funaione  arbitraria  di  x,  e m un  numero  arbitrario,  e per  pren- 
dere la  funaione  la  più  semplice,  facciamo 

fx  =2  n-i-x  e m = — i 

meno 

»x  = (x— a)  X (n-+-x)-'; 
in  quella  maniera  la  terie  trasformata  (a)  sarà 


F*  = ®o'+'B1  — — - -v  Bj  ( -+-ec., 

n-i-x  \ n-t-x  / \ n-i-x/ 

e potrà  divenire  convergente,  qualunque  sia  il  valore  di  x,  per  meno  delle 
quantità  arbitrarie  n. 

Sostituiamo  nelle  equazioni  di  condizione  (3)  in  luogo  di  fx  e fx  i loro  valo- 
ri particolari  trovati  sopra  ed  otterremo 

A0sB0 
Adn-t-a)'  =B, 

Aa(n-ha)1=  B,— B, 

A.fn-t-oJ'ssB, — aBj-t-B, 

Arto+a}*  = Bt — — • B, 


A>+»r=i,  — 


' n , (m-r)(m-a)  D 
“ Um- 1 -I : “m-s 


■ - , (4) 


(m — t)(m— a)(m — 3)  „ 

' ITT 71 

Renderemo  più  chiara  questa  teoria  per  mezzo  di  alcuni  esempi  numerici. 

I.  Lx  indicando  il  logaritmo  naturale  di  x,  si  ha  la  serie  conosciuta. 

L*=(*-i)--(*-i)>+  !•(*_, )S_  L (x— ,)«.+. ec. 

la  quale  è divergente  allorché  X è maggiore  di  a;  per  trasformarla  in  una  serie 
cotivrrgeote , facciamo 

o=i  e n = i 

abbiamo  di  più 

A,sao,  Aj  = i,  Aa  = — — , Aj=  — , A 4 z=z  — — , cc. 


5 1 


il  che  dark  sostituendo  in  (4) 

™o , B,  3 , Ba  =c  0,  Bg  =:  ~ , B*  =: 0 , Bs  z 
Cosi  la  serie  trasformata  sarà 

= a i-  (— )‘  + ec.  ) 

(a+i  3 \x— t- 1 / 5 \x-t-i/  j 

|a  quale  è convergente  per  tutti  i valori  positivi  di  x. 

11.  Prendiamo  per  secondo  esempio  lo  sviluppo 


i-t-x 


=;  1 — x-t-x1 — x’-t-x4 — x5-t-x‘  — i 
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che  ditiene  divergente  quando  x non  è minore  deir  unità.  Avremo  a=:o  e 
A g — - i , Aj  -J  *"  • t Aa  — i f A g — ; i i A4  ss  i t ec. 
Conservando  in  tutta  la  tua  generalità  la  quantità  arbitraria  n,  otterremo 
B„=i,  B,  ss  — /i,  Ba  = n% — ti,  Bj  = — 7isH-a/a*— a , eo. 
e per  conseguenza , 

I X X%  X5 

—r, t-n(n— ■).- — — n(a—  i)»  


n -h  x 


— i)*  . 


• ec. . , 


(/i-*-*)4  ' ' (ti-+-x)s 

Per  zsi,  in  cui  la  serie  proposta  diviene  il  seguilo  singolare 
i — 1-+-1 — 1H-1 — 1-+-1  — i-f-i—  ec. , ec. 
della  quale  i geometri  si  sono  tanto  occupali,  la  serie  trasformata  è 


n 7i(rt— i)  n(n — i)a  n(ti — i)5 

1 /i~M  **  (/i-t-i)a  (ti-+-i)3  (/i-t-i)4 

la  quale,  per  qualunque  valore  positivo  di  ti  è una  serie  convergente  che  dà  il 

valore  — . 

2 

Dobbiamo  al  signor  Wronski  queste  trasformsiioni  e le  belle  leggi  dalle  quali 
esse  derivano  (vedi  Filosofìa  della  Tecnia,  seconda  sezione);  esse  provano  evi- 
dentemente che  una  serie  qualunque  ha,  in  se  medesima,  nel  numero  infinito 
dei  suoi  termini,  un  valore  determinato  rigoroso,  senza  aver  bisogno  di  veruna 
quantità  complementaria  come  diversi  geometri  lo  hanno  creduto  , poiché  con 
P aiuto  di  questi  medesimi  termini  , per  quanto  divergente  sia,  essa  dà  sempre 
una  serie  convergente.  ( Pedi  Serie). 

Possiamo  riportare  tutte  le  serie  infinite  dei  numeri  determinali,  delle  quali 
non  si  conosce  le  serie  generali  corrispondenti,  alle  formule  precedenti,  osservan- 
do che  per  una  tal  serie 

Nu-f-Nl-f-Na-+-N3-+-N|-t-  ec. 

Si  può  ammettere  una  serie  generale 

Fx  = A0-HAI/x-4-Aay!ra-+-As/x,-+-A4/x4  ec. 
supponendo  che  questa  provenga  dalla  serie  generale  per  un  valore  determi- 
nalo della  variabile  x.  Questa  ipotesi  arbitraria  dà  le  relazioni  ( x indicando  il 
valore  determinalo  di  x) 


N0=Ae,  NlS=Af/x,  lfa5=Aa/ia,  N1=Aa/x>,  cc. 
dalle  quali  si  ricava 


A0  — ^o-»  i 

f* 

Diz.  di  Mat.  Poi.  III. 


— r i A j = — - , ec. 

fx 


i» 
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Conoscendo  così  i coefficienti  della  serie  generale,  potremo  determinare  il  tao 

valore  corrispondente  al  valore  x , e questo  valore  particolare  della  serie  sarà  ne- 
cessariamente quello  della  serie  infinita  proposta.  Rimandiamo  all'  opera  di  già 
citata  dal  signor  Wronski,  non  potendo  qui  che  indicare  una  teoria,  di  cui  i li. 
miti  di  questo  dizionario  non  ri  permettono  di  esporre  i principii  superiori. 

Siccome  per  impiegare  con  sicurexza  uno  sviluppo  analitico,  non  vi  è bisogno 
che  di  assicurarci  delle  regolarità  della  serie  che  lo  esprime,  vale  a dire  di  bea 
determinare  la  legge  secondo  la  quale  si  formano  tutti  i suoi  termini,  bisogna  ac- 
curatamente discutere  la  convergenza  delle  serie  numeriche,  per  dedurne  dei  va- 
lori approssimati  della  quantità  da  cui  esse  derivano;  e non  possiamo  nemmeno 
contare  interamente  sopra  queste  determinazioni,  che  quando  siamo  in  caso  di 
assegnare  i limiti  della  differenza  che  può  trovarsi  fra  esse  , ed  il  vero  valore. 
Perchè  r approssimazione  sia  comoda  e sicura,  è necessario  che  questa  differenza 
diminuisca  rapidamente  a misura  che  essa  comprende  un  maggior  numero  di  ter- 
mini, e che  possa  rendersi  minore  di  qualunque  grandezza  data,  per  quanto  pic- 
cola sia  questa  grandezza,  fa  evidente  che  queste  condizioni  non  potrebbero  es- 
sere adempite  che  nel  caso  in  cui  tutti  i termini  della  serie  proposta  andassero 
diminuendo,  poiché  è necessario  che  ciascun  termine  non  cangi  il  risultamento 
che  per  differenze  continuamente  più  piccole.  Per  questi  motivi  abbiamo  credulo 
utile  in  aumento  a quanto  abbiamo  esposto  di  sopra  di  aggiungere  la  segueule 
discussione  del  signor  D' Alembert,  sopra  la  convergenza  delle  serie  risultanti 
dallo  sviluppo  delle  potenze  di  un  binomio,  il  che  viepiù  servirà  a dare  un'idea 
esalta  di  questa  teoria. 

Si  abbia  il  binomio  la  sua  espressione  analitica  essendo  messa  sotto 

la  forma 


= H x-h 


m m (m — i) 


m(m— t)(m  — a)  . 
*+*  — ^ 


m(m — 1)(  ....  (m-n-b a)  m(rn  — i)  ....  (m—n+i) 

1 .2 (/«  — l)  1 * 2 n 


f.i  vedere  che  il  rapporto  fra  due  termini  consecutivi  qualunque  è — — ”~t~1  x; 

così,  perchè  questi  termini  vadano  diminuendo,  bisogna,  astrazione  fatta  dal  se- 
gno dei  numeri  m-n-bi  ed  x,  che  si  abbia 

m — n-+-i 

x<  i 

n 

Conviene  osservare  che  il  numero  m rimane  il  medesimo  in  tutta  l'estensione 
della  serie,  ma  che  il  numero  /i,  necessariamente  intero,  aumenta  da  un  termi- 
ne all'altro,  e può  diventare  tanto  grande  quanto  vorremo,  quando  la  serie  non 
ha  fine,  il  che  è supposto  qui,  ove  principalmente  abbiamo  in  veduta  lo  svilup- 
po delle  potenze  negative  o frazionarie. 

La  prima  conseguenza  che  si  presenta  è,  che  la  quantità 

m — n-bt  m~b  i 

n~~~  ~ n *’ 

la  quale  esprime  il  rapporto  dei  coefficienti  coniecutiri  delle  potenze  di  x , »i 
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avvicina  contìnuamente  a — i,  poiché  la  frazione  ^ avendo  un  numeratore 

costante  e un  denominatore  sempre  più  grande,  diventa  continuamente  più  pic- 
cola. Segue  da  ciò  che  il  rapporto  dei  termini  consecutivi  della  serie  precedente 
tende  sempre  più  a ridursi  a — ar,  e che  per  conseguenza  , qualunque  sieno  i 
suoi  primi  termini,  questa  serie  deve  sempre  finire  per  essere  divergente , quan- 
do il  valore  di  x supera  1'  unità  ; non  possiamo  dunque  servircene  che  quando 

«Cr- 

Consideriamo  prima  di  tatto  il  caso  in  cui  m è positivo,  e facciamo  x=s  — , 

a 

<C>i  ; la  convergenza  non  comincerà  che  quando  il  rapporto  dei  due  termini 
consecutivi  divenendo  <i;  & termini  formerauuo  una  progressione  decrescente: 
questo  seguirà  quando 


m — n-4-  i m — n-fr-  i 

■ <Z  * i ovvero  i > 

na  na 

condizione  che  si  trasforma  successivamente  in 

na^>m — n-f-i  , na-fn>m-f  i 


ovvero 
e infine 


"> 


m-fr-i 

(i-H 


Ma  siccome  al  secondo  termine,  n = i , la  convergenza  si  manifesterà  fin  dal 
principio  della  serie,  quando  avremo  a>m , poiché  allora  il  numero  sa- 

rà una  frazione. 

Sia  per  esempio. 


donde 


1 1 m-t-i 
io  * u-t-i 


» 55 


— Hh  I 

io 


qui  U convergenza  non  ha  luogo  che  allorché  n>2  , Tale  a dire  ai  quarto  ter- 
mine. 

-,  . m-n+c  —m — n-+-i 

oc  m fosse  negativa  , la  quantità  — — diverrebbe  — , e tacen- 

do astrazione  da!  segno  del  numero  — m — n-t-i , la  condizione  relativa  alla  con- 
vergenza si  catterebbe  in 

m-\  n — i 

i > , no>in+n — i , 

na 


na — n;>m — i,  donde  is>  ■ 
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In  questo  caso  U convergenza  uon  può  cominciare  che  tardissimo 

99 

£»i*  per  esempio,  w = 2,  — — , viene 


IOO 


i ioo  primi  termini  delle  serie  formeranno  perciò  una  progressione  crescente. 

Dopo  aver  trovato  il  termine  ove  la  serie  comincia  ad  essere  convergente  , e 
avanti  del  quale  non  possiamo  arrestarci,  conviene  eercare  i limiti  dell1  appros- 
simazione *,  ed  a ciò  arriviamo  molto  semplicemente  per  le  serie  numeriche,  per 
mezzo  di  un  processo  messo  in  uso  pel  primo  dal  D' Alembert. 

Farò  in  primo  luogo  osservare  che  il  rapporto  di  due  termini  consecutivi  dei* 
la  serie  proposta. 


m—  n-hi 
n 


x 


m-+-i 

n 


(-■=?)* 


Le  due  ultime  espressioni  provano  che  quello  rapporto  cangia  di  legno  quan- 
do tiamo  arrivati  al  termine  ove  — non  eomidererò  perciò  la  lerie 

n 

che  al  di  là  di  questo  termine,  per  non  operare  che  sulla  parte  ove  la  legge 
dei  segni  è definitivamente  fìssala,  e supporrò  di  più  che  x sia  negativo,  ac- 
ciocché il  rapporto  dei  termini  consecutivi  avendo  il  segno  -h  sieno  tutti  del 
medesimo  segno.  Ciò  premesso  indicando  con  K il  termine 


w»(m — i)  ....  m — nHha 

— — x 

i . a n— i 

che  è 1*  ns,mo,  la  serie  proposta  prenderà  la  forma 


('  “T" ) *-hK(  — ^ )x  ( ,--^r)x-hee-(a) 

dalla  quale  ai  rileva  evidentemente  ebe  tutti  i tuoi  termini , eccettuato  i due 
primi,  saranno  maggiori  di  quelli  della  progressione  per  quotienle 

/ oi-t-i  \ / m -t-  l \ / m -+-  i v 

* + R 1 — )*•(  ,--7-)x+cr' 

e che  tutti  eccettu-ito  il  primo  saranno  minori  di  quelli  della  progressione 
N-t-Nx-+-Nx . x-t-  ec. 


La  somma  dei  termini  della  serie  (a)  sarà  dunque  comprerà  fra  le  somme 
piuttosto  limiti  di  queste  due  progressioni  *,  e siccome  la  ragione  della  prima 

(m  -+*  i \ 

1 — - ì x , c quella  della  seconda  x,  i loro  limiti  rcspcttivi  sono: 
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Tali  aono  i limiti  in  pia  e in  meno  , delle  diverse  approssimazioni  fhe  som- 
ministra la  aerie  (a);  l'errore  sari  per  conseguenza  al  di  sotto  della  loro  diffe- 
renza, espressa  da 


N(  m-t- 1 ) x 

( i — x)  — o-a- 1 )x)  • 


Si  vede  assai  facilmente,  nella  prima  forma  di  questa  espressione  che  essa  può 
ridursi  a quel  grado  di  piccolezza  che  vorremo,  prendendo  n continuamente  più 
grande;  poiché  il  numeratore  può  diminuire  iudefinitamente , pel  decrescimento 

del  fattore  -m~*~ ' e il  denominatore,  sopprimendovi  ancora  quest' ultima  fra- 
zione, non  può  cadere  al  di  sotto  di  (i—  x)1 , quantità  invariabile  per  tutti  i 
termini  della  serie. 

Impiegando,  per  esempio,  la  formula  del  binomio  , per  estrarre  la  radice  del 


numero  a messo  sotto  questa  forma  : 


9-' 

T’ 


afrcino 


V—hA—f  V'-Ht  (-j)1 

In  questo  caso  ni  ss  — ; x essendo  di  già  supposto  negativo  , basta  di  sostituir- 
2 

vi  — e se  vogliamo  fermarci  al  termine  in  eui  nssio,  verrà 

9 

a . i . 3 . 5 . 7 .9 . s z . i3 . i5 . 17  ■ 

" = ■ e „ 5 • -ry  = o,  00000  00000  o3  ; 

a . 4 • 6 • 0 . io . sa.  iq  • its . 10  . ao  <j10 

f 

i limiti  del  resto  della  serie  che  esprime  il  valore  di  ^ 1 — — j,  saranno  danque 


9 \ ao/ 
c l'errore  commesso,  sarà  minore  di 


9 


N.  — . — 
a 9 


3 9N 


~ 8 .i63 


s=  o,  00000  00000  0006  ; 


e non  resta  più  che  da  moltiplicare  questo  numero  per  — , per  ottenere  il  li- 
mite dell'  approssimazione,  relativamente  al  valore  di  \/a. 
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Se  m fosso  negativo  e >i , I'  ortlioe  di  grandezza  delle  due  progressioni  per 
quoziente,  alle  quali  ho  paragonato  la. serie  (a),  sarebbe  inverso',  mentre  il  rap- 
porto del  termine  N a quello  che  lo  segue,  essendo  allora  ^ e- 1 ^x,  su- 

pera il  rapporto  espresso  solamente  da  x ; ma  la  serie  (a)  rimarrebbe  sempre 
compresa  fra  le  progressioni,  e se  ne  troverebbero  i limiti  come  sopra. 

Ilo  supposto  che  tulli  i termini  della  serie  (a)  fossero  del  medesimo  segno  , 
perchè  questo  è il  caso  più  semplice;  ma  esso  non  ha  più  luogo  allorché 


le  quaulilà 


ed  x sono  di  segni  differenti,  quando  m è positivo. 


e le  quantità — ^ 


-+- 1 


'j  e x,  quando  m è negativa  In  queste  due  cir- 


costanze, i termini  della  serie  (a)  sono  alternativamente  affetti  dal  segno  -+•  e 
dal  segno  — 

Per  abbreviare,  rappresenterò  allora  la  serie  (a)  con 


K — Px-t-Qx* — Rx5-*-Sx4—  Tx4-t-  ec; 
essa  si  divide  Belle  seguenti  : 

N-+-Qx*-+-Sx*-f-  ee.  = K 
- (Px-t-Rx»-t-Tx‘-+-  ec.  ) = L , 


di  cui  tutti  i termini  sono  del  medesimo  segno,  e di  cui  si  troverebbero  i limiti, 
nella  medesima  maniera  che  abbiamo  trovato  quelli  della  serie  (a) , sostituendo 


, / m \ / n + i . 

al  rapporto  ^ i - il  rapporto  ^ i ) x * , a motivo  che 

i termini  son  presi  qui  di  due  in  due. 

Siano  k e k’  i limili  della  serie  K , l ed  P quelli  della  serie  L ; di  maniera 

che 

« K>t  ■ <*' , L>J  e </'  : 

se  si  sottrae  dal  più  piccolo  dei  limiti  di  R , il  più  grande  di  quelli  di  L,  avre- 
mo evidentemente 

K-L<i'— /; 

e facendo  il  contrario,  si  troverà 

K — L>*— /'. 

Non  mi  fermerò  a sviluppare  il  calcolo;  mi  farò  osservare  che  quando  i ter- 
mini di  una  serie  sono  in  parie  positivi  e in  parte  negativi,  non  possiamo  niente 
dedurre  dal  paragone  dei  limiti  corrispondenti  di  ciascuna  delle  sue  parti;  iu- 
falli  non  scrvireblie  a niente  sapere  qui  che  )P>.R  , e /'>L,  mentre  ignorando  la 
grandezza  di  questi  eccessi  , non  si  saprebbe  neppure  se  k1 — V è al  di  sopra 
o al  di  sotto  di  R— L.  Del  ricuaneute,  in  questo  caso,  la  serie  proposta  essendo 
equivalente  a 

N — [(Px-Qx»H-(Rx5-Sx*H-  ee-]  , 

e a 

N— Px-t-[(Qx* — Rx*)-4-(Sx*— Tx‘)-t-  ec.], 
è visibilmente  >N  e <^N— Px,  se  essa  è convergente. 
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Quando  postiamo  disporre  a piacere  della  quantità  x,  è facile  di  rendere  tanto 
convergente  quanto  vogliamo  una  serie 


A+Bjr+Cafa'+*D*®4-  ec. , 


nella  quale  il  rapporto  dei  coefficienti  consecutivi  A e B,  B e C,  cr.  non  è ca- 
pace di  crescere  all'  infinito,  quantunque  d1  altra  parte  questi  coefficienti  vadano 
continuamente  aumentando.  Ciò  vedesi  paragonando  la  serie  proposta  con  una 
progressione  per  quoziente,  come  l'abbiamo  fatto  precedentemente;  e si  prova 
con  questo  mezzo  che  esiste  sempre  un  valore  di  x che  può  rendere  il  primo 
termine  superiore  alla  somma  di  tutti  gli  altri. 

Infatti  , siano  Nx"-*-  Po:**1  i termini  nei  quali  il  rapporto  dei  coefficienti 


consecutivi  -rr  , 


ha  il  piò  gran  valore;  se  r indica  questo  rapporto,  e cheti  for- 


mi la  progressione  per  quoziente 


Ah-  ArjrH-A/^x^H-ArVH-  ec.  t 


tutti  i coefficienti  Ar,  A ra,  A/*3,  ec.  delle  potenze  di  x , supereranno  i coeffi- 

B C D 

cienti  B,  C,  D,  ec. , poiché  r supera  — - , — , 77»  ec.;  e mettendo  da  parte  il 

ABC 

primo  termine  A,  ù troverà  che  la  comma  dei  termini 
A cx-t-  A r*x*-+-  A r*jc*-+-  ec. 
supererà  quella  dei  termini 

Bi-t-CiM-D-r1-*-  ec. 

della  serie  proposta.  Ora 


Arx-+-Ar1x*-t-A/-*x,-+-  ec.  = --  r , 

1 — rx 

espressione  della  quale  possiamo  rendere  il  valóre  tanto  piccolo  quanto  vorremo, 

dando  ad  x un  valore  conveniente;  poiché  se  si  prende  x = — , verrà 

r1 


Arar  A 


quantità  che  diminuirà  continuamente  , a misura  che  daremo  a y dei  valori 
sempre  più  considerabili. 

La  somma  di  tutti  i termini  della  serie  proposta,  a partire  dal  secondo,  essen- 


do 


di  — j , potrà  dunque  readersi  tanto  piccola  quanto  vorremo  , e in 


quel  rapporto  che  vorremo,  col  primo  termine  A. 

Se  si  avesse  per  esempio , la  serie 

a(io)^r-+-<j{io)4r»-*-G(io)*x5-*-8(io)*x'+  ec. , 

di  cui  la  legge  è tale,  che  due  termini  eonsecutiri  sono  espressi  in  generale  da 

2/1(1  o)’"x"-+-a(n-f- 1 )(  1 o^'+Sx-H-’ , 
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con 


•i  troverebbe  che  il  rapporto  dei  coefficienti  di  quoti  termini  è 


n -+•  i 

a 


(*»)•  ; 


Ora  facendo  surceuivamente 

n ss  l , n = a , n =3  3 , ee. 

)a  quantità  amene 


il  tuo  più  gran  valore  è perciò  a,  e aoo  è per  conirguenaa  il  più  cousidera- 
bile  dei  rapporti  che  vi  tono  fra  due  termini  consecutivi.  Prendendo  rsaoo, 

x = — , e indicando  tempre  con  A il  primo  termine,  la  torama  di  tutti  gli 
aooy 

altri  sarà  minore  di  , e per  conseguenza  minore  del  primo  termine  A,  ti  sa, 

? — * 


da  quando  faremo  solamente  y = a,  il  che  suppone  x=  — — . 

AOO 

Per  quanto  possa  essere  inteso  il  metodo  di  sopra  indicato  per  rendere  le  se- 
rie  convergenti,  ve  ne  sono  però  alcune  delle  quali  non  si  potrebbe  correggere 
la  divergenza;  queste  sono  qnelle  nelle  quali  il  rapporto  dei  coefficienti  va  sem- 
pre crescendo.  La  serie 

i-t-i . ax-t-i  .a.  3,*»-t-i  ,a,3. ec., 

olire  un  esempio  di  questo  caso 

Due  termini  consecutivi  qualunque  vi  sono  espressi  da 

i.a.3.  . . (n-t-i)x*-t-i  .a.3...  (n-t-i)x"+> 

e il  loro  rapporto,  eguale  a (n-+-a)x,  aumenta  continuamente  col  numero  n,  il 
quale  non  ammette  alcun  limite  ; qualunque  fosse  per  conseguenza  la  piccolezza 
del  valore  che  si  assegnerebbe  ad  x,  siccome  questo  valore  sarebbe  il  medesimo 
in  tutta  la  serie,  la  quantità  (n-t-a)x  finirebbe  sempre  per  superare  l'unità,  e 
crescerebbe  ancora  indefioitamentr. 

Questo  esempio  basta  per  far  conoscere  che  non  dobbiamo  appoggiarci  , che 
con  molta  riserva  sopra  le  serie,  allorché  abbiamo  per  oggetto  di  arrivare  a va- 
lori approssimati. 

CONVERSIONE.  (,4tg).  Antica  parola  per  mezzo  della  quale  si  esprimeva  la 
proporzione  risultante  dalle  differenze  fra  gli  antecedenti  e i conseguenti  di  due 
rapporti  uguali  paragonati  ai  conseguenti.  Cosi  avendo  la  proporzione 

A : I»  : : C : D 

la  proporzione  derivata 

A-B  : B :i  C-D  : D 

si  chiamava  proporzione  per  conversione.  Vedi  Pnoponziosi. 

CONVERSO  (Geom.)  Proposizioni  converse  o reciproche.  Vedi  Psoporzio.h. 
CONVERTIBILI  (Alg.).  Si  chiamano  convertibili  ed  anche  recìproche  quelle 

equazioni  nelle  quali  nulla  si  cangia  ponendo  — in  luogo  di  x. 
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Tali  iouo  per  esempio 

x4-+-3xM-5xM-5x*'H3jM-i  =.o 

e 

x* — 5xfc — 2x4-f-3xa-+-5x — i =o. 

Vedi  Equazioni  reciproche. 

CONVESSO  (Geom.).  La  superfìcie  conoessa  è la  superficie  esterna  di  un  corpo 
tondo.  Questa  parola  é particolarmente  in  uso  nella  diottrica  , e nella  catottrica. 
Vedi  Specchi. 

COORDINATE  (Geom.)  Nome  comune  dato  alle  ascisse  e alle  ordinate  di  un 
punto.  Vedi  Ascissa. 

COPERNICO  (Niccolò),  l'illustre  e celebre  rinnovatore  del  vero  sistema  del  mon- 
do, nacque  a Thorn  in  Prussia  il  19  Febbrajo  1 47^»  d*  una  famiglia  ragguarde- 
vole, secondo  la  maggior  parte  de' suoi  biografi,  o da  un  paesano  servo  chiamato 
Zopernick,  secondo  ciò  che  ne  narra  Zcrnechc  autore  della  Cronaca  di  Thorn , 
Berlino,  1737.  Figlio  di  un  gentiluomo  o di  uu  servo,  Copernico  si  è acquistala 
tal  gloria  che  formerà  1*  ammirazione  della  più  remota  posterità  : di  queste  due 
circostanze  peraltro  la  prima  è più  verisimile;  V educazione  elevata  che  il  gio- 
vine Copernico  ricevè  nella  casa  paterna,  ove  apprese  le  lettere  greche  e latine, 
prima  di  andare  a Cracovia  a terminare  i suoi  sludj , non  sembra  conciliabile 
collo  stato  disgraziato  e miserabile  della  classe  da  cui  si  c preteso  che  sia  uscito. 
Comunque  ciò  sia,  Copernico  si  applicò  dapprima  alla  filosofìa  e alla  medicina, 
ed  ottenne  in  quest'  ultima  scienza  il  grado  di  dottore.  Fu  allora  che  con  mag- 
gior libertà  si  diede  alle  matematiche,  per  le  quali  finn  dalla  più  tenera  gioven- 
tù aveva  mostralo  un'ardente  passione.  Ne  fece  l'oggetto  de'  suoi  sludj  più 
scrii,  e si  applicò  nel  tempo  stesso  all'astronomia,  scienza  nella  qm^e  doveva  egli 
un  giorno  immortalare  il  suo  nome.  Il  celebre  Regiomontano  (Giovanni  Mailer) 
lajprofessava  in  quel  tempo  in  Italia  con  gran  reputazione;  il  giovine  Copernico, 
tratto  forse  da  quella  specie  di  presentimento  del  suo  avvenire  che  talvolta  si  rivela 
ai  grandi  uomini,  risolvette  di  andare  ud  ascoltare  le  lezioni  di  quel  professore, 
ed  in  età  di  ventitré  auni  parti  per  1'  Italia,  dopo  essersi  perfezionalo  nella  pit- 
tura e nel  disegno,  oude  non  perdere  niuna  cosa  di  quanto  tale  gita  gli  poteva 
offrire  d’ istruttivo.  Studiò  successivamente  .*1  Bologna  sotto  Domenico  Maria,  e 
a Roma  sotto  Regiomontmo;  e quei  due  celebri  astronomi  colpiti  dalla  sua  sa- 
gacità,  dalla  elevatezza  delle  sue  vedute,  e dalle  estese  sue  cognizioni,  che  tanto 
più  notabile  rendevano  in  lui  la  bontà  del  suo  carattere  e la  dolcezza  de'  suoi 
costumi,  lo  ammisero  nella  loro  più  intima  società.  Dopo  avere  seguilo  con  tutto 
lo  zelo  del  quale  era  animato  le  lezioni  di  quei  dotti  professori,  e dopo  essersi 
reso  famigliare  l'uso  degli  strumenti  astronomici,  Copernico  lasciò  Roma,  ove 
l'amicizia  di  Regiomontano  gli  avea  fallo  ottenere  una  cattedra  di  matemati- 
che, e ritornò  in  patria  ricco  dell'  istruzione  profonda  che  aveva  acquistata  e 
delle  osservazioni  alle  quali  aveva  potuto  darsi  sotto  il  bel  cielo  dell'  Italia  , sì 
favorevole  allora  alle  scienze  rinascenti.  Il  vescovo  di  Warmia,  suo  zio,  lo  prov- 
vide di  un  canonicato  nella  piccola  città  di  Fraucnburg  oFravenberg,  ove  andò 
a fissarsi  per  sempre.  Nulladimeno,  avendo  avuto  alcune  contese  da  sostenere  ed 
alcune  pretensioni  da  coiuhal (ere , non  gli  venne  fatto  di  goder  subito  della  tran- 
quillità che  per  quel  posto  sperava  di  gustare.  Ma  le  sue  ragioni,  convalidate  dalla 
sua  costanza,  prevalsero  compiutamente,  e fin  d* allora  la  sua  vita,  la  cui  labo- 
riosa solitudine  doveva  esser  cosi  utile  ai  progressi  della  scienza,  fu  disturbata 
«la  pochi  avvenimenti:  ci  la  divise  tutta  intera  fra  tre  occupazioni  principali  che 
erano  di  assistere  agli  uflìzj  divini,  di  medicare  gratuitamente  i poveri,  c di  con- 
sacrare il  resto  del  suo  tempo  a' suoi  sludj  prediletti.  «Qualunque  nonostante, 
Dii.  di  Mat.  Voi ■ ///.  19 
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aggiunge  uno  «le' suoi  biografi  più  illustri,  fosse  il  suo  allontanamento  per  gli 
-,  affari,  non  potè  ricusare  l'amministrazione  «le1  beni  del  vescovado,  che  a lui  fu 
« più  volte  affiliata,  nel  tempo  che  n’era  vacante  la  sede.  Questa  commissione  ri- 
« chiedeva  probità  e coraggio:  bisognava  difenderei  diritti  del  vescovado  contro  i 
v>  cavalieri  teutonici  allora  potentissimi.  Copernico  non  si  lasciò  nè  abbagliare  dalla 
■n  loro  autorità,  nè  intimorire  dalle  loro  minacce,  n Se  si  narrano  queste  parti- 
colarità che  sembrano  estranee  alla  sua  gloria,  è per  mostrare  che,  in  quel  ca- 
rattere, lo  spirito  di  studio  edi  contemplazione  era  unito  colla  fermezza  e colla 
costanza,  qualità  non  meno  necessarie  dell'  ingegno , per  combattere  e distrug- 
gere i pregiudizi  consacrati  dalla  credenza  de' secoli. 

Nello  studio  profondo  che  Copernico  aveva  fatto  delle  opere  e delle  opinioni 
.legli  astronomi  antichi  e moderni,  era  sempre  rimasto  maravigliato  della  estrema 
complicazione  di  tutti  i loro  sistemi,  e della  poca  o ninna  simmetria  che  essi  sup- 
ponevatw  nell* ordine  dell'universo.  Prese  dunque  a rileggere  ancora  una  volta 
tutti  quei  sistemi,  per  istudiarli  nuovamente,  e vedere  se  prendendo  da  ognuno 
ciò  che  vi  fosse  di  più  verisimile  si  potesse  comporre  un  nuovo  sistema  più 
semplice  e più  simmetrico  di  quelli  fino  allora  immaginali.  In  tale  studio  com- 
parativo, due  furono  i sistemi  che  fermarono  principalmente  la  sua  attenzione: 
quello  «legli  Egiziani,  che  facevano  girare  Mercurio  e Venere  intorno  al  Sole, 
ma  ponevano  Marte,  Giove,  Saturno  e il  Sole  stesso  in  moto  intorno  alla  Terra;  e 
quello  di  Apollonio  Per  geo,  che  scelse  il  Sole  per  centro  comune  di  tutti  i movimenti 
planetari,  ma  fa  che  quest'astro  giri  intorno  alla  terra  come  la  Luna,  sistema 
che  in  seguito  «li venne  quello  di  Ticone  Brahé.  Queste  due  opinioni  colpirono 
particolarmente  Copernico,  perchè  per  mezzo  di  esse  venivano  a rappresentarsi 
mirabilmente  i giri  limitati  di  Mercurio  e di  Venere  intorno  al  Sole,  c a spie- 
garsi senza  difficoltà  e senza  alcun  bisogno  «li  epicicli  i loro  movimenti  alter- 
nativamerne  diretti,  stazionar)  e retrogradi:  vantaggio  che  quest'ultimo  sistema 
estendeva  eziandio  ai  pianeti  superiori.  In  tal  guisa  i sistemi  astronomici  non 
erano  più  per  esso  semplici  scherzi  dell'immaginazione,  diretti  a formarsi  semplice- 
mente un'idea  meccanica  dei  moti  degli  astri:  ei  gli  sottoponeva  alla  rigorosa  prova 
deU'es|»erienza  ; aveva  trovato  le  condizioni  a cui  dovevano  soddisfare;  e cosi  la  parte 
più  difficile  della  sua  scoperta  era  già  fatta.  D'altra  parte  vide  che  Pitagora  ed  i 
filosofi  «Iella  sua  scuola  avevano  allontanalo  la  terra  dal  centro  del  mondo  e vi  ave- 
vano posto  il  Sole.  Gli  parve  dunque  che  il  sistema  di  Apollonio  sarebbe  divenuto 
piti  semplice  e più  simmetrico,  supponendo  il  Sole  fisso  nel  centro,  e facendo  girare 
la  terra  intorno  a lui.  Aveva  veduto  altresì  che  Niceta,  Eruclide  ed  altri  filosofi, 
sebbene  situassero  la  terra  nel  centro  del  mondo , avevano  osato  di  «larle  un  moto 
«li  rotazione  sopra  sè  stessa , onde  spiegare  i fenomeni  del  levare  e del  tramontare 
•i^iì  astri,  come  anche  l'alternativa  de' giorni  e delle  notti.  Propendeva  anco  mag- 
giormente ad  ammettere  l’opinione  di  Filolao,  il  quale  togliendo  la  terra  dal 
centro  «lei  mondo  non  le  aveva  «lato  soltanto  un  moto  di  rotazione  sopra  sè 
stessa  intorno  ad  un  «s se,  ma  un  moto  pur  anche  di  circolazione  annua  intorno 
al  Sole:  e , quantunque  potesse  sembrare  allora  difficile  ed  anco  assurdo  il  to- 
gliere in  tal  modo  la  terra  dal  centro,  per  formarne  un  semplice  pianeta;  tutta- 
via, siccome  vedeva  che  gli  astronomi  che  Io  avevano  preceduto  avevano  avuto 
piena  libertà  d’ immaginare  ad  arbitrio  varj  circoli  nel  cielo  per  rappresentare 
e spiegare  » fenomeni  celesti,  pensò  che  a lui  pure  sarebbe  stato  permesso  d’inven- 
tare qualche  altra  disposizione  che  stabilisse  un  ordine  più  semplice  nel  movi- 
mento «legli  astri.  In  questa  guisa,  combinando  i due  moli  della  terra  intorno 
al  Sole  e intorno  a sè  stessa,  Copernico  divenne  il  fondatore  della  meccanica 
celeste,  e compose  rjtiell'  ammirabile  sistema  che  «la  noi  si  chiama  Sistema  di 
Copernico  , e clic  realruenle  non  è che  1*  ordine  vero  del  sistema  planetario  nel 


Digitìzed  by  Googl 


COP  147 

quale  ci  troviamo.  Collocò  il  Sole  nel  centro  deir  universo,  e intorno  a quell* astro 
fece  girare  da  occidente  in  oriente  tutti  i pianeti  nel  seguente  ordine  di  distanza: 
Mercurio,  Venere,  Terra,  Marte,  Giove  e Saturno;  quanto  alla  Luna,  essa  con- 
tinuò a girare  di  occidente  in  oriente  intorno  alla  terra  , mentre  questa  era  tra- 
sportala intorno  al  Sole.  Suppose  che  la  terra  girasse  neirintertallo  di  un  giorno 
da  occidente  in  oriente  intorno  ad  un  asse  che  rimane  sempre  paralelio  a sé 
stesso,  e che  fa  un  angolo  di  circa  23*^  coll'asse  delPecdillica.  Finalmente,  dice 
l'illustre  Laplace,  tutto  questo  sistema  annunziava  quella  bella  semplicità  chesi 
fa  ammirare  uei  mezzi  dei  quali  si  serve  la  natura,  ogni  volta  che  siamo  abba* 
stanza  fortunati  da  poterli  trovare. 

Sembra  che  le  idee  di  Copernico  sulla  teoria  dei  pianeti  fossero  già  fissate 
verso  l'anno  i5o6.  Siccome  peraltro  egli  non  intendeva  di  proporre  soltanto 
un'ipotesi  che  con  una  certa  maggior  semplicità  spiegasse  le  apparenze  più  generali, 
ma  voleva  anzi  presentare  un  sistema  che  con  tutto  il  rigore  e nelle  più  minute 
particolarità  si  trovasse  d’accordo  coi  fenomeni  più  complicati,  senti  che  per  ap- 
poggiare il  suo  sistema  gli  bisognava  primieramente  descrivere  e calcolare  colla 
massima  esattezza  tutti  i movimenti  celesti,  e dedurre  quindi  dalla  sua  teoria 
delle  tavole  che  servissero  a predirli  con  tutta  la  semplicità,  con  tutta  la  pre- 
cisione. Fu  questo  il  lavoro  dell'intera  sua  vita.  Si  pose  a fare  osservazioni,  e a 
raccogliere  quelle  che  non  poteva  procacciarsi  da  sé,  all' oggetto  di  confermare 
le  sue  idee  e di  trarre  da  esse  I»  spiegazione  più  rigorosa  e più  esatta  dei  fe- 
nomeni che  sembravano  più  indecifrabili,  come  appunto  le  stazioni  e le  retrogra- 
dazioni dei  pianeti  e la  precessione  degli  equinozj.  Finalmente,  quando  gli  parve  di 
aver  fatto  bastanti  osservazioni  e prove,  quando  si  fu  assicurato  della  verità  delle 
sue  scoperte,  imprese  ad  esporne  il  complesso  in  un’opera  divisa  in  sci  libri, 
che  intitolò  : De  orbium  coelestium  revolntionibus. 

Tale  opera  celebre,  nella  quale  depose  il  frutto  di  tanti  studj  e meditazioni, 
ed  in  cui  sottopose  ad  un’idea  sola  tutta  l’astronomia,  sembra  che  fosse  già  ter- 
minata verso  l’anno  i53o.  Ma  Copernico  esitò  lungo  tempo  a darla  alla  luce. 
11  grido  delle  sue  idee  crasi  già  sparso  in  Europa;  i suoi  discepoli  e i suoi  amici 
le  facevano  circolare;  gli  astronomi  più  celebri  desideravano  con  impazienza  di 
vederle  sviluppate;  veniva  stimolato  a pubblicarle;  egli  resisteva,  attendeva  ancora, 
«orreggeva  ogni  giorno  i dati  che  gli  somministravano  osservazioni  più  esatte,  ag- 
giungeva ciò  che  nuove  riflessioni  gli  avevano  fatto  conoscere;  infine,  uopo  è il 
dirlo,  temerà  di  esporre  la  sua  quiete,  abbandonandosi  «1  giudizio  de’ suoi  con- 
temporanei, e questo  timore  era  per  mala  sorte  fondato.  Infatti,  mentre  i dotti 
più  ragguardevoli  si  dichiaravano  in  favore  di  quanto  conoscevano  delle  sue  idee, 
la  moltitudine,  di  cui  combattevano  i pregiudizj,  si  elevava  contro  d’  esse.  Il  suo 
sistema  si  considerò  come  un  ammasso  di  assurdi  e di  chimere.  Si  giunse  perfino 
a porre  in  derisione  lo  stesso  Copernico  in  una  commedia  , come  Socrate  lo  era 
stato  altre  volle  da  Aristofane;  se  non  che  il  carattere  rispettabile  del  moderno 
astronomo,  e forse  più  che  altra  cosa  il  silenzio  che  rotto  non  avea  fino  allora, 
lo  preservarono  dall’insulto,  e colui  che  l’avea  provocato  non  ne  raccolse  che 
disprezzo.  Ma  Copernico  incominciava  a invecchiare:  comprese,  soggiunge  il  bio- 
grafo celebre  che  di  sopra  abbiamo  citato,  che  tardando  più  a lungo  la  pubblica- 
zione delle  sue  ricerche,  lasciava  all’  ignoranza  un  campo  più  libero,  e che 
F esposizione  di  verità  sì  evidenti , accompagnale  da  prove  sì  numerose  e palpa- 
bili , sarebbe  il  miglior  mezzo  di  confutare  l'accusa  di  assurdi,  nome  con  cui 
si  qualificavano  le  sue  opinioni.  Permise  dunque  a' suoi  amici  di  pubblicare  il  suo 
libro,  cut  dedicò  al  papa  Paolo  111;  * acciocché)  dice  egli  a quel  pontefice,  non 
•n  mi  si  accusi  di  fuggire  il  giudizio  delle  persone  illuminate,  e perchè  1*  autorità 
•w  della  Santità  vostra,  se  ella  approva  quest'opera  , mi  difenda  dal  morso  della 
r>  calunnia.  v> 
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L’opera  fu  stampata  a Norimberga  , per  cura  di  11  etico,  uno  de1  discepoli  di 
Copernico.  La  stampa  era  già  terminata,  e Retico  spediva  a Copernico  il  primo 
esemplare,  allorché  questi,  che  sempre  avea  goduto  della  più  perfetta  salute, 
venne  improvvisamente  assalito  da  una  violenta  dissenteria,  che  fu  quasi  subito 
seguita  da  una  paralisia  del  lato  dritto.  Nel  tempo  stesso  la  sua  memoria  ed  il 
suo  spirito  s’indebolirono.  Il  giorno  medesimo  della  sua  morte,  e soltanto  al* 
«un’ora  avanti  che  spirasse,  l’esemplare  della  sua  opera,  spedito  da  Retico’,  ar- 
rivò; ei  lo  vide,  Io  toccò,  ma  era  allora  occupato  d’  altri  pensieri.  Mori  a’ 24  di 
Maggio  i543  in  età  di  setlant'  anni,  e fu  sepolto  nella  cattedrale  di  Frauenburg. 
La  stia  tomba,  che  non  distingtievasi  da  quella  degli  altri  canonici,  fu  ornata 
nel  1 58 1 di  un  epitaffio  latino  del  vescovo  Croraer,  il  Tito  Livio  della  Polonia. 
Nel  1800  gli  fu  eretto  un  piccolo  monumento.  La  prima  opera  , io  cui  siano 
annunziati  i lavori  di  questo  illustre  astronomo,  è la  lettera  che  Retico  pubblicò 
con  questo  titolo;  Ad  dar.  v.  d.  Jo.  Schonerum , de  libris  revolutionum , eru- 
ditiss.  viri  et  ma  tb  ematici  excellentiss.  rev.  doctoris  Nicolai  Copernici  torun - 
noci,  canonici  warmiensis , per  quemdam  juvenem  mathernaticae  studiosum , 
narratio  prima  , Danzica  , i54o,  in*4,  ristampata  con  un  elogio  delta  Prussia, 
Basilea  , 154 1 , in-8. 

Le  opere  che  abbiamo  di  Copernico  sono  le  seguenti:  I De  revolutionibus  or - 
bium  coelestium  libri  VI\  di  quest’opera,  che  collo  stabilire  i veri  fondamenti 
dell’astronomia  fece  una  completa  rivoluzione  nella  scienza,  riporteremo  il  titolo 
del  frontispizio:  Nicolai  Copernici  Torinensis , De  revolutionibus  orbium  code- 
stiurn  libri  VI.  Habrs  in  hoc  opere  jam  recens  nato  et  editoy  studiose  lector , 
motus  stellarum  , tam  ftxarum  qunm  erraticarum , cum  ex  veteribus  tum 
etiam  ex  recent ibtts  observationibus  restitutos : et  novis  insuper  ac  admirabilibns 
hypothesibus  ornatos.  Habes  etiam  tabulas  expeditissimas , ex  quibus  eosdem 
ad  quodvis  tempus  quam  faciliime  ca leu/are  poteris.  Jgitur  emet  legeyfruere. 
'Ayt&unféiio;  oùdris  ìitìtm.  Norimbergae  apud  Joh.  Petreium.  Anno  MDXLUI. 
piccolo  in-fol.  di  196  fogli  : ristampata  a Basilea,  i566,  io-fol.  colla  lettera  di  Re- 
tico: Niccolò  Muller  ne  fece  una  nuova  edizione  con  alcune  note,  cui  pubblicò 
col  titolo  di  Astronomia  instaurata  , Amsterdam,  1617  e >640,  in>4;  li  De 
lateribns  et  angulis  triangulorum , Vittcmberg,  1642,  in-4  : quest’opera  non  è 
che  un  trattalo  di  trigonometria  con  lavole  dei  seni,  e trovasi  anco  nell’opera 
precedente;  III  Theophylacti  scholastici  Simocattae  epistolae  moralesy  ruraìes 
et  amatoriae , cum  versione  latina.  Copernico  aveva  presentato  nel  f52i  agli 
Stati  della  sua  provincia  un’  opera  sulle  monete,  e si  conservavano  altresì  parec- 
chi suoi  trattati  manoscritti  nella  biblioteca  dei  vescovi  di  Varrai». 

La  vita  di  Copernico  è stata  scritta  da  Gassendi  e leggosi  nell’opera:  Tycho- 
nis  Brahaeiy  Copernici , Purbachii,  et  Regiomontani  vitae , Parigi,  i654,  in-4.  Si 
.potranno  però  consultare  sulla  vita  e sugli  scritti  di  questo  dotto  ancora  le  seguen- 
ti «pere:  Ticone  Brahé , De  disciplinis  mathematicis  oratioy  Amburgo,  1621  ; 
Zernecke,  Chronik  von  Thorn , Berlino,  1727,  2*  ediz.  ; Vossio,  De  scientiis 
mathematicis , Amsterdam,  1G60,  in-4  ; Weidler , Historia  astronomie,  Vittem- 
berg,  1741»  »n  4 ; Adam,  Vitae  philosophorum  germanorum,  Eidelberga,  i6i5- 
ao,  4 voi.  in-8;  Martin,  Biographia  philosophica , Londra,  1764,  in-8;  Delam- 
bre  , Histoire  de  ! astronomie  moderne  , Parigi,  1821,  2 voi.  in-4;  Ghilini  , 
Teatro  degli  uomini  letterati , Milano,  in-8,  senza  data,  e Venezia,  1647,  *n~4  ; 
Wieland,  Teutscher  Merkur ' November , 1776;  Giovi o.  Elogia  doctorum  viro- 
rum  ab  nvorum  memoria  publicatis  ingenti  monumentis  illusi  rium , Barile*, 
1677,  in  fol.  ; Boulliaud  , Astronomìae  philolaicae  protegomena , Parigi,  1645, 
in-fol.;  Crasso,  Elogi  di  uomini  letterati , Venezia,  iG56,  a voi.  in-4;  *1- 

(re  citate  da  Lalandc  nella  tua  Bib/iographie  astronomìque  , Parigi,  i8o3,  in-4, 
pag.  595. 
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COPPA  ( Astron .)  Costellazione  meridionale  posta  sull' Idra.  Essa  contiene  tren- 
tuoa  stella  nel  catalogo  di  Flamstead,  e trovasi  presso  gli  scrittori  rammentata 
coi  diversi  nomi  di  Crater , Vas  aquarum , Scyphus , Urna,  Patera , Cali x. 
Albalina,  Poculum  Apolli  ni  t , Bacchi , Herculis , Demophoontis  , Achilli! , 
Bidoni s:  in  arabo  si  chiama  e/A/s  o uMù.  La  principale  stella  della  Coppa  non 
è che  della  quarta  grandetta.  Si  A preteso  che  questa  coslellatione  sia  il  simbolo 
dell'oblio:  secondo  i platonici,  le  anime  venendo  ad  abitare  i corpi  umani  di- 
scendono per  la  porta  del  Cancro,  come  nell'  uscirne  salgono  pel  Capricorno  ; 
ma  discendendo  verso  la  terra  esse  bevono  più  o meno  nella  Coppa  dell'  oblio  , 
e cosi  perdono  parte  di  quello  stato  celeste  del  quale  godevano. 

COPPOLA  (Nìccolò)  , matematico  e sacerdote  italiano  nato  a Palermo  , passò  in 
Spagna  e mori  a Madrid  nel  >697.  Le  sue  opere,  scritte  tutte  in  lingua  spa- 
gnuola,  gli  acquistarono  molta  fama:  eccnne  i titoli  in  italiano:  I Risoluzione 
geometrica  delle  due  proporzioni , Madrid,  >6go,  io-4  ; Il  Certezza  delle  ope- 
razioni della  trisezione  dell'  angolo  e formazione  deir  eptagono  , ivi,  1691, 
in-4  ; III  Chiave  geometrica  del  risultato  e della  dimostrazione  della  trisezione 
delf  angolo  per  mezzo  delle  linee  commensurabili  del  quadrato  , ivi  , 1693, 
in-4;  IV  Forma  e misura  de' cieli,  ivi,  169),  in-4- 

CORANCEZ  (Luigi  Alessàbobo  Oliviieo  db),  nato  a Parigi  nel  1770,  senza  tra- 
scurare gli  studj  letlerar],  occupossi  specialmente  ne’ Suoi  primi  auni,  e con  un 
ardore  affatto  particolare,  di  quelli  che  sono  inerenti  alle  matematiche  e in  ge- 
nerale alle  scienze  astratte.  Ebbe  a maestro  nella  scuola  politecnica  il  celebro 
Lagrange,  quando  questi  esponeva  la  sua  teoria  delle  funzioni  analitiche,  create 
appunto  per  quella  scuola.  Corancez  segui  questo  corso  con  un’  assiduità  e con 
un  profitto  che  notare  il  fecero  dal  professore  e gli  meritarono  i suoi  elogi,  tanto 
più  pregiabili  in  quanto  che  il  sommo  geometra  non  n’  era  prodigo.  Ci  dodo 
di  non  poter  seguitare  Corancez  nelle  molte,  difficili  e delicate  commissioni  ebo 
affidate  gli  furono  dal  governo  e nelle  quali  spiegò  un'abilità  ammirabile;  ma 
molto  più  ci  duole  di  non  poter  seguitarlo  nei  molti  ed  importanti  scritti  da 
lui  pubblicati  sopra  soggetti  non  concernenti  le  matematiche,  e pei  quali  riman- 
deremo il  lettore  all’  articolo  che  su  questo  dotto  ha  inserito  Prooy  nel  Suppli- 
mento  alla  Biografia  universale.  Ci  limiteremo  pertanto  a rammentare  di  Coran- 
cez : I una  Memoria  analitica,  rimasta  inedita,  sul  modo  di  distinguere  il  numero 
delle  radici  reali  e delle  radici  immaginarie  delle  equazioni , della  quale  La- 
crolx  e Lagrange  fecero  un  rapporto  vantaggiosissimo  inserito  nel  Moniteur  del 
mese  di  Luglio  1811;  II  Recherches  sur  la  rdsolution  des  dquations , stampato 
nel  |8|5  nel  fascicolo  X del  Giornale  della  scuola  politecnica;  III  Thdorie  du 
mouvement  de  l' eau  dans  les  vases,  Parigi,  i83o,  in-8.  Quest'opera  è divisa  in 
qaaltro  sezioni:  la  prima  tratta  del  moto  di  oscillazione  dell’acqua  in  un  vaso 
senza  orifizio,  e nel  quale  rimane  sempre  contenuta  ; la  seconda  tratta  del  moto 
dell’acqua  nei  vasi  aventi  un  orifizio;  la  terza,  semplicemente  analitica,  con- 
tiene l'integrazione  di  alcune  equazioni  a differenze  parziali;  la  quarta  finalmente 
è destinata  alle  applicazioni  delle  formule  della  terza  alla  teoria  del  moto  delle 
onde.  Corancez  fece  in  quest’  opera  una  felice  applicazione  del  metodo  analitico 
che  Fourier  aveva  immaginato  per  ottenere  gl' integrali  di  cui  fece  uso  nella  sua 
Thdorie  de  la  chaleur.  Corancez,  mori  il  a Luglio  i83a  colpito  improvvisamente 
da  un  attacco  di  cholera -morbus,  mentre  la  scienza  molto  ancora  si  aspettava 
dalla  profondità  de’  suoi  talenti  e dall’  estensione  delle  sue  cognizioni. 

CORDE  ( Mec .).  Le  corde  delle  quali  si  fa  un  grand'uso  nelle  macchine,  si  compongono 
Ai  fili  chiamati  fili  commettitori , e di  cui  il  diametro  varia  da  1 a 5 millimetri. 
Sono  essi  fabbricati  con  filamenti  di  canapa  di  diversa  lunghezza.  I fili  commet- 
titori fatti  coi  filamenti  più  lunghi  o di  prima  qualità  , hanno  8 millimetri  di 
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rirconferenxa ; quelli  fatti  con  filamenti  di  seconda  qualità  hanno  io  millimetri, 
e quelli  con  filamenti  di  terza,  14  millimetri.  Le  più  piccole  corde  si  chiamano 
cordicine , e sono  composte  di  due  piccoli  fili  attorcigliati  o commessi  insieme. 
Quelle  che  sono  composte  di  tre  fili  si  chiamano  merlini  o funi.  Si  chiama  funi* 
colo  o cordone  P unione  di  molti  fili  commessi  , ed  il  numero  di  tali  fili  può 
variare  da  due  a sessanta.  Molli  cordoni  o funicoli  commessi  formano  una  corda 
semplice  o canapo , e molti  canapi  compongono  un  gherlino  o piccola  gomena. 

Le  corde  più  adoperate  nella  costruzione  e negli  usi  meccanici  sono  i cordini 
le  corde  a mano  , i funicchi  o corde  da  burbera  , le  raganelle  (cosi  dette  dai 
romani),  le  alzaie^  ossianu  canapi  adoperati  per  rimontare  le  barche  nei  fiumi, 
e i canapi  poco  torti  per  allacciature. 

I cordini  sono  , come  dicemmo  superiormente  , piccole  corde  composte  di  tre 
fili,  e servono  ad  allineare  le  pietre  nella  costruzione  dei  muri. 

Le  corde  a inano  sono  composte  di  quattro  funicoli  formalo  ognuno  di  sei  fili 
commettitori;  il  loro  diametro  medio  è di  17  millimetri. 

Le  corde  da  burbera  sono  anch*  esse  formate  di  quattro  funicoli,  ma  ciascuno 
di  questi  ha  sette  fili,  il  loro  diametro  medio  è di  27  millimetri. 

Le  zaganelle  hanno  34  millimetri  di  diametro,  e sono  composte  di  quattro 
funicoli  di  10  fili  ognuno. 

II  diametro  delle  alzaie,  o piccoli  canapi  , varia;  ed  ercone  le  dimensioni  dei 
principali. 

Diametri 4 7 — “ ^4  — ^6  — 81 — milli. 

Numero  dei  funicoli.  4 — 4 4 — 4 

Numero  dei  fili  di 

ogni  funicolo  . . . 4°  — fio  — 72  — 90 

Le  alzaie  o canapi  di  81  millimetri  di  diametro  sono  i più  forti  che  «'impie- 
gano nelle  costruzioni. 

I canapi  meno  torti  servono  per  legare  le  pietre. 

Secondo  il  Coulomb  non  si  debbono  mai  caricare  le  corde  al  di  là  dei  4°  chi- 
logrammi  per  ogni  filo  che  le  compone,  benché  i detti  fili  potessero  sostenere 
da  4o  a ho  chilogrammi  senza  rompersi.  Le  corde  bagnate  perdono  quasi  il 
terzo  della  loro  forza;  e la  resistenza,  a diametro  eguale,  è pressoché,  per  le 

2 3 

corde  incatramate  , i — o i — di  quella  delle  corde  naturali  o bianche. 

Dietro  esperienze  fatte  dal  Duhamel  la  resistenza  delle  corde  bianche , alla  rot- 
tura, sarebbe  proporzionale  al  quadralo  del  diametro;  ma  essa  aumenta  in  un 
rapporto  un  poco  maggiore  del  loro  peso  sotto  1*  unità  di  lunghezza  , e del  nu- 
mero dei  fili  commettitori  di  cui  esse  si  compongono.  Se  si  chiama  d il  diametro  di 
una  tal  corda,  espresso  in  centimetri,  si  potrà  secondo  il  Natier  ( Note  sull'Ar- 
chitettura Idraulica  del  Belidor)  rappresentare  la  forza  necessaria  per  romperla 
con  400  chilogrammi  Xd*.  La  qualità  della  canapa  e le  circostanze  della  fabbri- 


cazione possono  far  variare  di 


1 

5 


questo  valore  in  più  o in 


meno  ; così  se  una 


corda  di  8 centimetri  «lì  diametro  potrà  , in  seguito  della  formula  , sopportare 
4oo  chilogrammi  X$4  ' ovvero  336oo  chilogrammi;  e secondocbè  la  sua  fabbri- 
cazione sarà  stata  eseguita  con  ogni  diligenza,  o che  la  materia  non  sia  di  prima 
qualità  essa  potrà  sopportare  39200  chilogrammi,  ovvero  a8ooo  chilogrammi  sol- 
tanto. 
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Questi  diversi  rìsoltamenli  t'applicano  d'altronde  alle  corde  fabbricate  secon- 
do I’  antico  metodo.  Quelle  che  sono  fabbricate  secondo  i processi  introdotti  dal- 
P Hubert  nell’arsenale  della  marina  di  Rocheforl,  oltre  ch’esse  hanno  maggiore 
flessibilità  , offrono  ancora  un  aumento  di  resistenza  , che  cresce  proporzional- 
mente al  numero  dei  fili  commettitori. 

Per  meglio  intendere  ciò,  consien  sapere  che  nell’antico  metodo  di  fabbricare 
le  corde,  ■ fili  che  le  componevano  erano  inegualmente  tesi.  Puossi  rappresentare 
una  corda  siffatta  come  il  risultamene  di  fili  paralelli  torli  insieme  e senza  po- 
tere strisciare  gli  uni  sugli  altri,  in  modo  tale  che  i fili  che  sono  alla  superficie 
descrivono  una  via  più  lunga , e sono  più  tesi  di  quelli  che  stanno  al  centro , e 
i quali  rimangono  compressi. 

n Supponiamo  dice  Dupin  ( Corso  di  meccanica ) che  si  tiri  una  corda  cosi 
fabbricata,  con  forze  applicate  alle  sue  due  estremità',  l’effetto  di  tali  forze  sarà 
di  agire  per  allungarla.  Le  fibre  del  centro , trovandosi  compresse  , le  forze] che 
ora  s’  impiegano  tenderanno  a far  loro  riprendere  il  primitivo  stato  , e lungi  di 
provare  resistenza  dal  lato  di  questi  fili , esse  saranno  al  contrario  favoreggiate 
dalla  compressione  di  già  esistente.  Non  resteranno  adunque  più,  per  opporsi  «I- 
1’ allungamento  della  corda  , che  le  sole  fibre  esteriori  , e quelle  che  vi  stanno 
immediatamente  vicine. 

n Cosi  nell’antico  modo  di  fabbricare  le  corde  non  havvi  mai  che  una  sola  parte 
dei  fili  d’ogni  corda,  la  quale  si  opponga  all’allungamento  cd  alla  rottura:  e 
questi  fili  vi  si  oppongono  inegualmente.  Se  dunque  non  sono  rapaci  che  di  un 
certo  grado  di  allungamento,  quando  per  1’ effetto  di  nuove  forze,  i fili  che  si 
trovano  all’esterno  della  corda  acquistano  questo  grado  di  allungamento,  si 
troncano  prima  che  i fili  interni  abbiano  per  anco  acquistato  la  loro  massima 
resistenza.  Schiantati  i primi  fili  esteriori  , lo  strato  che  trovasi  poscia  il  più 
lontano  dal  centro,  deve  rompersi  ; c cosi  avverrà  di  seguito  fino  al  centro 
della  corda. 

n Tenendo  conto  di  queste  resistenze  successive  si  è conosciuto  tutto  il  van- 
taggio che  avrebhesi  quando  i fili  che  compongono  una  corda  si  trovassero  tutti 
egualmente  tesi  all’atto  della  fabbricazione  della  medesima.  Per  questo  mezzo 
tutti  i fili  resisterebbero  ad  una  volta  all’  allungamento-,  e si  conosce  che  un  tal 
effetto  avrebbe  tanta  maggior  efficaci tà , quando  la  corda  fosse  più  grossa,  poiché 
allora  la  differenza  di  allungamento  tra  i fili  esteriori  e gl’  interni  sarà  assai  più 
grande. 

n Tale  è il  principio  dietro  il  quale  gl'inglesi  hanno  immaginato  le  loro  nuove 
macchine  per  la  fabbricazione  delle  corde;  macchine  che  i nostri  ingegneri  più 
abili  hanno  riprodotto  con  modificazioni  tutte  proprie,  e colle  qoali  hanno  otte- 
nuto risultamenti  di  molla  importanza  per  la  marina  francese. 

n Colle  macchine  che  il  barone  Lair  ed  Hubert  fecero  eseguire  nei  porti  di 
Brest  e di  Rochefort  si  fabbricano  corde  che  hanno  maggior  forza  delle  antiche, 
ciò  che  rende  gli  arredi  dei  vascelli  più  leggeri,  in  quanto  che  si  conserva  la 
stessa  forza  alle  corde , diminuendo  il  loro  diametro,  e per  conseguenza  anche  la 
dimensione  delle  carrucole  impiegate  a manovrare  queste  corde  ; e con  ciò  si  al- 
leggerisce  di  molto  l’alberatura  dei  vascelli. 

» Egli  è a desiderarsi  che  nei  nostri  porti  di  commercio  si  adottino  questi 
nuovi  principii  per  la  fabbricazione  delle  corde  , stando  certi  che  otterrannosi 
ad  un  tempo  dei  vantaggi  tanto  dal  lato  dell’  economia  quanto  da  quello  della 
forza,  n 

Torna  utile  qualche  volta  di  conoscere  il  peso  delle  corde  il  cui  diametro  è 
stabilito:  si  troverà  nell’ una  o nell'altra  di  queste  formule. 

Se  vuoisi  sapere  il  peso  in  libbre , si  prenderà  il  quinto  del  quadrilo  della 
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circonferenza  delta  corda  «pretto  in  pollici;  e il  ritulUmento  tara  in  libbre  il 
peto  di  cinque  piedi  di  lunghezza  di  questa  corda.  Coti  te  la  circonferenza  del- 
la corda  è di  lette  pollici,  ti  prenderà  il  quinto  di  49  ovvero  9 , 8 , il  peto  dei 
cinque  piedi  di  quella  corda,  sarà  di  9 libbre  e */,. 

Se  vuoiti  sapere  il  peso  in  chilogrammi,  ti  prenderà  il  quadrato  della  circoo- 
ferenia  «pretto  in  centimetri  ; e moltiplicando  questo  numero  per  o,o8a6  ti 
avrà  il  peto  di  un  metro  di  corda.  Coti  a cagion  d'  esempio,  se  la  circonferenza 
ha  19  centimetri,  ti  moltiplicherà  36i  per  0,0816,  e il  risultamento  3,98  sarà  il 
peto  in  chilogrammi  di  un  metro  di  questa  corda. 

Pattiamo  ora  all'  attrito  e alla  rigidezza  delle  corde.  Hachette  riassume  come 
ora  vedremo  alcune  esperienze  fatte  tu  questo  argomento  dal  Rondelet. 

Una  corda  pasta  tul  cilindro  di  un  verricello  o sulla  gola  di  una  carrucola, 
l'asse  della  quale  è orizzontale,  e si  sospendono  all' estremità  di  detta  carda  due 
peti  eguali.  Se  la  corda  fosse  sena’ alcuna  rigidezza  e perfettamente  flessibile,  la 
direzione  dei  due  tratti  di  detta  corda  sarebbe  verticale;  ma  a cagione  della 
rigidezza  essi  tratti  ai  allontaneranno  dalla  verticale.  Se  la  rigidezza  è conside- 
rabile, la  corda  non  farà  un  intero  giro  sul  cilindro  del  verricello;  ed  avendo 
fissato  uno  dei  capi  della  corda  in  modo  che  il  primo  tratto  sia  io  una  direzione 
verticale,  ti  sospende  alt'  altro  capo  un  peto  P,  che  obbliga  il  secondo  tratto  della 
corda  a prendere  come  il  primo,  una  direzione  verticale.  Allora  la  corda  si  ap- 
plica sopra  una  semicirconferenza  del  cilindro  del  verricello , ed  il  peto  P ti 
prende  per  misura  della  rigidezza  della  corda. 

Supponendo  che  la  corda  che  passa  sulla  gola  di  una  carrucolai  o tul  cilindro 
di  un  verricello  orizzontale  sia  tesa  da  due  pesi  eguali  P e P,  attaccati  ai  due 
capi  di  qu«ta  corda;  e aggiungendo  un  peso  Q all'  uno  dei  due  capi  per  rompere 
l'equilibrio  dei  pesi  P e I1' ; una  parte  di  questo  peso  Q è impiegata  a vincere 
la  rigidezza  delta  corda.  Ma  la  rigidezza  i piccolissima  per  rispetto  al  peso  totale 
Q , per  cui  puotsi  trascurare  ; e si  prende  questo  peto  addizionale  per  la  misura 
d'  attrito. 

La  rigidezza  e l'attrito  d"  una  corda  dipendono  da  tre  elementi: 

s.°  Dalla  natura  della  corda  e dal  suo  grado  di  torcimento; 

1.'  Dal  diametro  del  cilindro  sul  quale  ti  ravolge  ; 

3 ° Dal  peso  che  essa  sostiene  ad  ognuna  delle  sue  estremità. 

In  quanto  concerne  alla  rigidezza  delle  corde,  ecco  i risullamenti  più  impor- 
tanti dell’  espierenze  del  Rondelet. 

Il  diametro  del  vericello  orrizzonlale  tul  quale  passa  la  corda  assoggettata  al- 
V esperienza  è di  om , 3a5.  I due  tratti  della  corda  sono  verticali,  ed  abbrac- 
ciano una  semicirconferenza  dal  verricello.  L'  uno  dei  capi  della  corda  estendo 
fìttalo,  ti  appende  all'altro  il  peso  che  piega  la  corda  sul  verricello.  Il  peso 
varia,  come  ti  vede  dalla  tavola  seguente,  secondo  le  grossezze  e i diametri  delle 
corde. 
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Ecco  frattanto  il  riassunto  dell'  esperienze  del  Rondelet,  relativamente  all'attrito 
delle  corde.  Quell'  esperienze  furono  fitte  con  un  cilindra  di  franino  di  ■ 1 1 
millimetri  di  diametro  ed  una  corda  di  5 millimetri  di  diametro.  Si  sospese  un  pesu 
di  o chilogrammi , 979  (a  libbre  francesi)  ad  uno  dei  capi  della  corda;  e ti  attaccò 
all'altro  capo  il  piò  piccolo  peto  capace  di  muovere  il  primo.  La  tavola  teguentc 
iodica  la  corritpondenaa  di  quest' ultimo  peto,  e del  numero  dei  giri  della  corda 
sul  cilindro. 


Ncssaao  dii  giu  Caitocaiuai 

Va  3,oi 

1 ‘/a 

a Va  ' 16,98 

3 '/a  4».  63 

4 Va  »7>9a 

Si  è osservalo  che  i numeri  della  colonna  dti  giri  furmaoo  una  progressione 
aritmetica  della  quale  la  ragione  è 1 , mentre  i numeri  della  colonna  dei  peti 
differiscono  di  poco  da  una  progressione  geometrica,  di  cui  la  ragione  sarebbe  di 
i,54 , elevato  al  quadrato.  Questo  termine  1,54  si  ottiene  dividendo  il  primo 
numero  3 chilogr.  01,  per  1 chilogrammo, g58 , doppio  del  peso  o chilogrammi 
979,  che  determina  il  movimento  della  corda.  Questo  calcolo  è stato  verificalo 
mediante  altre  esperieuze- 

St  attaccò  ad  uno  dei  capi  della  corda  un  peso  di  a chilogrammi,  937  (6  lib- 
bre francesi),  e ti  trovò  che  per  fargli  equilibrio,  quando  non  bavvi  che  un  meno 
giro,  occorreva  un  peto  di  17  chilogrammi,  6a  (36  libbre  francesi),  e che  per 
un  giro  e meno  occorrevano  i63  chilogrammi,  95,  (33a  libbre  francesi).  La  ra- 
gione geometrica  verrà  data  perciò  mediante  la  divisione  di  17  chilogrammi,  6a 
per  due  volte  a chilogrammi,  937,  ovvero  5 chilogrammi,  87,  ciò  che  dà  3 
chilogrammi,  di  cui  il  quadrato  è 9.  Il  secondo  termine  della  progressione  sarà 
dunque:  17,60X9=  '58,  chilogrammi,  58:  ma  l'esperienza  diede  invece  163,96. 

Ss  applicò  ad  un  capo  della  corda  rivolta  ad  un  cilindro  di  3a5  millimetri  di 
diametro  un  peso  di  7 libbre,  e si  trovò  ohe  per  farvi  equilibrio,  occorreva  at- 
taccare all’altro  capo  un  peso  di  44  libbre  per  un  mezio  giro,  e di  44a  libbre 
per  un  giro  e messo.  Seguitando  la  regola,  quest'  ultimo  numero  sarebbe 

Si  applioò  un  peso  di  100  libbre  ad  una  delle  estremità  di  un  capo  del  canapo 
di  37  liuee  di  diametro,  ed  è occorso  , per  cominciare  a sollevarlo  , di  attaccare 
all'  altra  estremità  un  peso  di  367  libbre.  Dietro  la  regola  precedente  si  trove- 
rebbe che  la  corda,  facendo  un  giro  e mezzo  sul  verricello,  il  peto  capace  di  far 
equilibrio  al  peto  di  100  libbre  sarebbe  di  1468  libbre;  dopo  due  giri  e messo 
questo  peso  sarebbe  di  5 000  libbre  circa. 

Queste  esperienze  basteranno  per  dare  un'esatta  idea  degli  effetti  prodotti  dall’al- 
trito  delle  corde  sui  verricelli  dell'argano.  Più  la  grossezza  delle  corde  aumenta,  dice 
l'IIachette,  più  si  aumenta  il  diametro  dei  verricelli , sui  quali  tue  si  ravvolgono. 
Nella  pratica  si  determina  il  diametro  del  verricello  che  spetta  ad  una  data  gros- 
sezza, supponendo  che  le  rigidezze  delle  corde  siano  in  ragione  diretta  dei  quadrati 
dei  loro  diametri,  e nei  rapporti  inversi  dei  diametri  dei  verricelli:  dimodoché  la 
rigidezza  per  una  corda  d’un  diametro  C rbe  si  ravvolge  sopra  un  verricello  di  un 
Vii.  di  Mat.  Fot.  ao 
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diametro  D , estendo  — , sarebbe  essa  per  un'altra  corda  di  un  diametro  e , che 


si  ravvolgesse  sopra  on  altro  verricello  d'  un  diametro  d,  — . 

d 

Le  rigideaxe  delle  corde  dei  diametri  C,  c non  cangiano  quand’  esse  si  ravvol- 
gono sul  verricello  di  diametro  D,  e l'altra  sul  verricello  di  diametro  d,  se  si  ha 
C»  c» 

— = — ; e se  i diametri  dei  verricelli  sono  proporaionali  ai  quadrati  dei  dia- 
1)  d 


metri  delle  corde.  Si  segue  la  stessa  regola  per  determinare  i diametri  delle  car- 
rucole, e le  grossezze  delle  corde  che  girano  sulle  gole  delle  medesime. 

Ciò  che  abbiamo  detto  fin  qui  basta  per  la  pratica  la  più  generale.  Tuttavol- 
ta  , siccome  questo  soggetto  i della  massima  importanza,  ci  teniamo  in  dovere  di 
riportare  la  seguente  teoria  dedotta  dall’ esperienze  del  Coulomb. 

I calcoli  della  meccanica  sono  stati  fatti  supponendo  che  le  corde  siano  ridot- 
te ad  un  filo  inestensibile  e perfettamente  flessibile;  ma  nella  pratica  le  corde 
avendo  dei  diametri  spesso  assai  grandi,  ed  una  tensione  tanto  più  considerabile, 
quanto  esse  sono  più  grosse,  i rimi  lamenti  del  calcolo  non  sono  applicabili  senza 
grandi  modificazioni.  Fcr  poter  valutare  queste  correzioni,  l'Amontons,  nel  1699, 
fece  dell’  esperienze  dirette  per  determinare  come  la  tensione  delle  corde  era 
funzione  del  loro  diametro.  Ma , essendosi  servito  di  cordicelle  invece  che  di 
corde,  i suoi  risultamenti  non  erano  punto  applicabili  alla  pratica,  e dobbiamo 
al  Coulomb  il  metodo  per  poter  valutare  esattamente  qual’  è la  forza  necessaria 
per  vincere  I*  tensione  di  una  corda  di  una  grossezza  determinata.  Egli  comin- 
ciò a servirsi  di  un  apparecchio  simile  a quello  deH’Araontons;  ma  per  poter  va- 
lutare la  tensione  di  una  corda  che  passa  nella  gola  di  una  puleggia,  impiegò  il 
seguente  apparecchio  , che  sembra  il  migliore  di  tutti  quelli  ai  quali  possiamo 
ricorrere. 

Sopra  due  cavalletti  solidamente  stabiliti  di  sei  piedi  di  altezza,  riposano  due 
pezzi  di  legno  squadrati  , sopra  i quali  sono  applicati  due  regoli  di  quercia  di- 
ritti e puliti.  Sopra  questi  regoli,  bene  allivellati,  si  pone  un  cilindro  di  guajaco 
o di  qualunque  altro  legno  di  un  diametro  e di  un  peso  determinato.  Con  l’aiu- 
to di  cordicelle  di  due  linee  di  diametro,  e delle  quali  la  tensione  non  è eguale 

a — di  quella  della  corda  di  sei  fili,  si  sospendono  da  ciascun  lato  del  cilindro 


dei  pesi  di  5o  libbre.  Con  questo  mezzo,  si  produce  sopra  i regoli  una  pressione 
determinata.  Aggiungendo  successivamente  da  ciascun  lato  del  cilindro  dei  leg- 
geri contrappesi,  si  determina  qual'  é la  forza  necessaria  per  dare  al  cilindro 
un  molo  continuo  insensibile  , vale  a dire  per  vincere  il  suo  attrito.  Si  trova 
cosi  che  l’attrito  dei  cilindri  rotolando  sopra  piani  orizzontali,  i in  ragione  di- 
retta delle  pressioni  , e in  ragione  inversa  del  loro  diametro.  ( V rdi  Attrito  ). 
L’attrito  dei  cilindri  essendo  determinato,  si  cerca  qual  è il  peso  addizionale 
che  può  produrre  un  moto  continuo  insensibile,  quando  corde  di  una  dimensione 
determinata,  e caricate  di  pesi  dati,  sono  piegate  sopra  i cilindri;  e sottraendone 
la  parte  del  peso  destinata  a vincere  1’  attrito  dei  cilindri,  è evidente  che  il  re- 
slo_sarà  la  forza  necessaria  per  piegare  la  corda  sopra  il  cilindro. 
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Si  tede  da  questa  tavola  che  il  metodo  dell'  Amontoni  e quello  del  Coulomb 
danno  presso  a poco  i medesimi  risultamenti.  Il  Coulomb  attribuisce  le  dille, 
reme  le  più  grandi  a non  essere  il  grado  del  logoro  il  medesimo  nelle  corde  alle 
esperienze  corrispondenti. 

Con  l'aiuto  di  quest’  esperienze  , ai  determina  la  Torta  necessaria  per  piegare 
una  corda  intorno  di  un  cilindro,  allorché  il  molo  di  questo  è insensibile  , ma 
affine  di  poterle  applicare  alla  pratica,  era  necessario  di  cercare  se  i risultamenti 
restavano  i medesimi  nel  caso  di  una  velocità  finita.  Il  Coulomb  ha  trovalo  per 
risultamenlo  dell' esperienze  fatte  in  questo  caso,  che  in  qualunque  macchina  di 
rotazione  il  rapporto  di  rotazione  all'attrito  può  sempre  supporsi  costante,  e 
l’influenza  della  velociti»  è troppo  piccola  per  avervi  riguardo.  La  resistenza  che 
bisogna  vincere  per  piegare  una  corda  sopra  un  cilindro  è rappresentata  dalla 
formula 

— (/s-+-n'T  ) 

nella  qnale  <i-r  è una  potenza  del  diametro  d della  corda  , D il  diametro  d«l  ci- 
lindro , n e n'  delle  quantità  costanti  determinate  dall'  esperienza  , e T la  ten- 
sione della  corda. 

In  quanto  all'  esponente  y il  suo  valore  dipende  principalmente  dallo  stato 
delle  corde  , e trovasi  compreso  tra  i limili  y=  a,  e y—  » , dimodoché  ti  ha 
yzsz  a per  le  grosse  corde  nuove,  y—  i,  5 per  le  corde  semi  usate,  y=t  per 
funicelle  sottilissime  e debolissime.  Se  trattasi  di  corde  impeciate,  sembra  dietro 
l’ esperienze,  che  in  luogo  di  supporre  la  rigidezza  proporzionale  alla  potenza 
y del  diametro,  sia  più  esatto  supporla  proporzionale  al  numero  dei  fili  di  tor- 
sione, dei  quali  la  corda  è composta,  tanto  più  che  l'esperienza  ha  provato  non 
variare  sensibilmente  1‘  esponente  y , nelle  corde  impeciate,  qualunque  sia  il  loro 
grado  di  uso.  L’  esperienze  pure  hanno  fatto  manifesto  che  la  velocità  del  moto 
aumentava  un  poco  la  rigidezza,  ma  che  l'aumento  non  era  molto  sensibile 
perché  necessitasse  di  tenerne  couto  nella  pratica  , specialmente  ove  si  tratti  di 
tensioni  considerabili. 

Ecco  frattanto  altri  risnltamenti  dell'  esperienze  disposti  in  modo  da  renderne 
facili  I’  applicazioni.  L' esperienza  aveva  luogo  sopra  un  albero  di  un  metro  di 
diametro. 


Indicazione  deli  e 

Diametro  delle 

Pesi 

DELLE  CORDn 

CORDE  SOTTOPOSTE 

CORDE  UGUALE 

PER  OGNI  METRO 

ALL*  ESPERIENZA 

a d 

DI 

LUNGHEZZA 

N.  i.  Corda  bianca  di 
3o  fili  di  torcimento  . . . 

. . . . om  , 0200  . . . 

chil. 

. . . . o.  a834 

N.  a.  Corda  bianca  di 

1 5.  fili  . : 

. . . o",  0144  . . . 

...  0,  1448 

N.  3.  Corda  bianca  di 
G.  fili 

. . . o"* , 0088  . . . 

. . . 0,  0$22 

N.  4-  Corda  impeciata 

di  3o  fili 

. . . o" , oa3G  . . . 

...  0,  3326 

N.  5.  Corda  impeciata 
di  i5  fili 

. . . om  , 01G8  . . . 

. . . 0,  i63a 

h.  6.  Corda  impeciata 

di  G.  fili 

. . . om  , 009G  . . . 

...  0,  oGn3 
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N Cazzi  DELLE 

Rioidezzs 

costante 

Rig  mezza 

PER  «ORI 

COR  DP. 



. 

CHIC..  DI 

CARICO 

— dTXn 

= rf/X«' 

chil. 

chil. 

I 

. . . . o. 

22346  • . . 

0, 

°°07 

2 

o635i  . . . 

oo55 

3 

. • . . o. 

01090  . . . 

0024 

4 

3496  . . . 

0, 

0061 

5 

. . . • o. 

io5g  . . . 

0. 

006l 

6 

02120  . . . 

0026 

.Si  Tede  da  quella  tavola  che  una  corda  bianca  di  3o  fili  di  torcimento  , di 
cui  il  diametro  è om,oa,  e che  soffre  in  nna  macchina  una  tensione  eguale  ad 
un  certo  numero  di  chil.  che  noi  chiaroaroo  </  , produce  per  la  sua  rigidezza, 
quand' essa  si  ravvolge  sopra  nn  albero,  di  cui  il  diametro  è r,  eoa  velocità 
espressa  in  chilogrammi  da 

i 

— (o,aaa-+-o,oo97X?) , 


il  diametro  r essendo  valutalo  in  metri-,  ...  e cosi  dicesi  dell' altre  corde. 

Per  far  uso  nella  pratica  di  questi  risultamenti  converrà  cominciare  dal  calao- 
lare  la  rigidezza  di  quella  fra  le  corde  comprese  nella  data  tavola,  che  più  si 
ravvicinerà  , sia  per  la  sua  composizione  che  per  la  sua  grossezza  , a quelle  che 
si  vorrà  sperimentare,  dando  ad  r ed  a q i valori  che  hanno  luogo  nelle  rose- 
chine  che  si  vogliono  calcolare,  dipoi,  se  trattasi  di  una  corda  bianca,  il  cui 

/ * \* 

diametro  sia  = rf,  si  moltiplicherà  il  risultamento  pel  rapporto  I — 1 , pren- 
dendo per  y un  numero  compreso  tra  i e a conformemente  a ciò  che  si  disse 
più  alto. 

Per  esempio  , supponiamo  che  si  voglia  calcolare  la  rigidezza  di  una  corda 
bianca  e nuova  di  un  diametro  r=  om,o45,  e che  sopporti  una  tensione  Q=5ooo 
chilogrammi.  Si  paragonerà  alla  prima  corda  della  tavola,  il  diametro  della  quale 
è d = o’",oa,  e che  si  ravvolge  sopra  un  albero  di  un  metro  di  diametro.  La 
sua  rigidezza  si  trova  dunque  espressa  da 

-IjKoaM+o,  0097X5000)  X ( ) ■ 

Si  farà  a poiché  trattasi  di  una  corda  nuova,  e si  troveranno  435  chilo- 
grammi. Questa  cifra  esprime  1’  eccedente  di  forza  da  impiegare  per  la  rigidezza. 

Per  secondo  esempio,  si  calcolerà  la  rigidezza  di  un  canapo  di  sao  fili  di  tor- 
sione, che  si  ravvolge  sopra  uu  albero  d’un  diametro  r = o”,  5$,  facendo  uno 
sforzo  7 = 3c)i6  chilogrammi.  Confrontando  questo  canapo  a quello  di  3o  fili  di 
torcimento  della  tavola  , si  troverà  la  sua  rigidezza  rappresentata  da 


J^(o,35+o,,a55X39.6X™ 


^ sa  3fij  chilogrammi, 


che  esprime  la  rigidezza  cercala. 
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Aggiungeremo  di  piti  le  seguenti  riflessioni:  L' esperitine  hanno  insegnato  che 
le  corde  bianche  imbevute  d’  acqua  avevano  una  rigidezza  sensibilmente  mag- 
giore delle  secche,  soprattutto  quando  erano  un  poco  grosse.  L’aumento  avviene 
principalmente  sulla  frazione  costante  d*Xn  dell’espressione  della  rigidezza  della 
corda,  e che  volendo  aver  riguardo  a questa  circostanza,  si  duplicheranno  nella 
tavola  i numeri  che  la  rappresentano.  La  rigidezza  delle  corde  incatramale  au- 
menta un  poco,  quando  la  temperatura  si  abbassa  al  di  sotto  del  ghiaccio  fon- 
dente, e un  tale  aumento  avviene  pure  sulla  parte  costante.  Si  è ancora  osservato 
che  quando  una  corda  piegava  sopra  una  carrucola,  essa  aveva  bisogno  di  un 
certo  tempo  per  riprendere  tutta  la  rigideaza  di  cui  era  capace  , e che  aveva 
dapprima  manifestata. 

Le  macchine  nelle  qnali  le  corde  tono  più  generalmente  impiegate  , essendo 
1’  argano  e la  puleggia,  conviene  ricorrere  a queste  parole  per  vedere  come  si  è 
potuto  applicare  al  calcolo  delle  macchine,  i risultamenti  somministrali  dall’ espe- 
rienze. ( Vedi  Puleggia  e Ansano).  Oi  più  ti  potrà  ancora  consultare  la  teoria 
delle  macchine  semplici  del  Coulomb. 

Cokdi  viaaasTi.  Vedi  Vnaazioira. 

CORDE  CONTINUE  o PERPETUE.  ( Mec.  ) Si  chiamano  cosi  quelle  corde  di 
cui  le  due  estremiti  sono  riunite,  e le  quali  passano  sopra  pulegge  o cilindri  per 
trasmettere  il  moto  dall’  uno  all’  altra. 

CORDE  (Geom.)  Linee  rette  di  cui  ciascuna  unisce  le  due  estremità  di  un  arco. 
Vedi  Nozioni  I’r tr.iMiMiu  e Circolo, 

CORDE  DI  CONTATTO,  liitolveremo  in  questo  punto  alcuni  problemi  sopra  le 
corde  di  contatto. 

Problemi  I.  Trovare  l’  espressione  analitica  della  corda  compresa  nel  cir- 
colo. Siano 

j'=Aar-t-B (i), 

(*— a)* -+- (/— R’  . . . (a), 

1’  equazioni  le  più  generali  del  circolo  e della  linea  retta  ( Vedi  AppLicaziona 
dell'algebra  alla  Geometria)  nelle  quali  indichiamo  con  le  medesime  coordi- 
nate che  queste  linee  hanno  dei  punti  comuni.  Si  cercheranno  le  coordinate  di 
questi  punti  comuni  come  segue. 

Il  valore  di  y dato  dall’equazione  (i)  si  sostituisce  nell’ equazione  (a),  e si 
trova  dopo  avere  ordinato  rapporto  ad  x, 

x'O-t-A1)— a[a-A(B— A)]  x =R*— [a*-t-(B — b)1]  , 

donde 

q-A(B-A)  ^ VR»(i-fA»)-[An-HB-A)]» 

i-f-A*  i-t-A* 

• « 

B-f- A ( A b-ha)  A R*(i-+- A1)  — [ Aa-t-(B — A)J* 

7 i-t-A»  — i-i-A*  ’ 

tali  sono  in  generale  i valori  dei  punti  d’ incontro  di  un  circolo  e di  una  se- 
cante. 

La  curda  intercetta  dalla  circonferenza  ha  evidentemente  per  espressione 

C=ay(x'-x")s’-+-(/-/')S 

**  e T"i  j'  * x"  rappresentando  i valori  corrispondenti  ai  segni  -f-e  — nei  va- 
ori  onerali  di  x e di  y. 
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x-_ x„  _ aV 

s-+-A* 


, aàyR1(i-+-A»)-[A0-+-(B-i)]» 

T T I-+-A* 

Elevando  al  quadrato  e sostituendo  troveremo  fatte  tutte  le  riduzioni 

c = • • ■ (3)- 

Possiamo  determinare  B assoggettando  la  retta  a certe  condizioni,  per  «empio 
di  passare  per  un  punto  dato  ( a' , A'  ).  Quelle  coordinate  dovendo  soddisfare 
alla  Telati one 

X = A-r-t-B  ; 

avremo 

t'~  Aa'-t-B , donde  B = t'—ka' 
sostituendo  questi  valori  nell’ equazione  (3),  avremo 

C“  “ V7tW  R*0-t-A»)-[A(a-a')-(A-A')]1 . 

Allorché  C ha  nn  valore  dato,  l’equazione  sviluppata 


A*_2 


(«— o')(A— A') 


— A -+-  ■ ...  ; 

(„_„<)>_[  R>_^]  (a_a  )z_[R._^ 


:o  . . . (ij) 


dà  la  soluzione  del  tegnente  problema. 

Condurre  per  un  punto  dato  una  secante  tale,  che  la  parte  compresa  nel  circolo 
sia  eguale  ad  una  lunghezza  data. 

Infatti , i due  valori  trovati  di  sopra  per  x ed  y si  ridurranno  ad  uno  solo, 
allorquando  il  radicale  sarà  nullo:  dunque 

R*(. -+-Aa)  — [ Aa-t- (B— A) ]»  = o . . . . (5) , 

sarà  l’equazione  finale  che  esprime  che  la  secante  ed  il  circolo  non  hanno  che 
un  solo  punto  comune,  vale  a dire  che  esprime  le  condizioni  di  tangenza. 
Sostituendo  nell’  equazione  (5)  il  valore  di  B ricavato  come  sopra  si  ottiene 
R*(i-+-A»)-|;A(a-a')-(A-A')]’=;o  ....  (6) 

sviluppando  e ordinando  viene 

AJ[R*— (a— a')1]  ■+•  aA(o— a'j{A— A')-t-  R*— (A — A')*=o 
e finalmente 


A>-  a (a-°'X&— *')  . (A — A*)*  - R*  _ 

(o-o')‘-n>  (o  — ar)%  — R*  0 

ora  paragonando  quest  equazione  con  1’  equazione  ( n.”  \ ) si  riconosce  con  facr- 
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lilà  che  le  («canti,  le  quali  godono  della  proprietà  domandata,  devono  euere  tan- 

/ C* 

genti  al  circolo  il  di  cui  raggio  è ^ R* — — concentrico  al  primo,  vale  a di- 
re deaerino  con  un  raggio  eguale  (Ila  perpendicolare  abbaiaata  dal  centro  ao- 
pra una  corda  eguale  a C : mediante  queita  oitervaiione  con  facilità  re  ne  ere- 
guiice  la  coilruiione. 

Dalt’equaiione  (n.°  5)  ri  deduce  anco» 

Ao-+-(B— A) 

R — — -i-  l::- 

donde  ai  riconoiee  1'  eapreiaione  della  perpendicolare  abballata  dal  punto  (a,  A) 
•opra  la  linea  di  cui  1’  equaaione  è 

/=  Arr-f-B  : 

dunque  la  tangente  è perpendicolare  all'estremità  del  raggio. 

PnoBLauA  II.  Trovare  sopra  la  linea  che  unisce  i centri  di  due  circoli 
dati  un  punto  tale , che  conducendo  per  questo  punto  una  secante  comune  ai 
due  circoli , le  corde  intercette  da  essi  siano  eguali  fra  loro  e ad  una  lun- 
ghetta data. 

Dal  valore  generale 

C = ±-==  J R’(.-t-A’)  _ [A(u — a') — (A— A')J* 

Si  vede  che,  per  un  aecondo  circolo  di  cui  le  coordinate  del  centro  fonerò  a,,  A„ 
e il  raggio  K,,  la  corda  intercetta  dalla  medeiima  locante  lari 

C'  = ± V7^F  VK  r*(|-+-A1)-[ ' 

Se  poniamo  l’origine  degli  atti  al  centro  del  primo  circolo,  Pane  delle  jc 
passando  pel  centro  del  fecondo  , e d’  altra  parte  il  punto  cercato  dovendo  tro- 
varsi «opra  quest’  asse  , avremo 

. a = o,  b = o , bl  = o , bf  = o ; 

finalmente,  se  indichiamo  con  a / la  lunghezza  , troveremo  facilmente  i valori 

, - yw»-/» 

V»'1— ’ 

a = ±-O^L=. 

V (<»'-«  ^-(R.»—/») 

Eguagliando  questi  valori,  e per  abbreviare,  ponendo 

= ~h\ 

si  avrà 


/<•*  y/  [ar — ax)x—h'x 
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donde  si  ricava 


coli 


h±V 


1G1 


d=za  , indicando  la  distanza  dei  centri. 

Da  ciò  quella  costruzione.  Si  cerchi  sopra  la  linea  dei  centri  due  punti  tali,  che 
le  loro  distarne  a ciascuno  dei  centri  siano  fra  loro  come  le  lunghezze  h e A',  c 
per  questi  punti  si  conduca  ad  uno  dei  circoli  una  secante  tale  che  la  corda  in- 
tercetta sia  di  una  lunghezza  aC  : la  corda  intercetta  nell’altro  circolo  sarà  della 
medesima  lunghezza. 

1 due  seguenti  problemi,  come  pure  quello  che  precede,  sebbene  eguali  ad  altri 
risoluti  nella  teoria  dei  contatti , ho  creduto  risolverli  nuovamente  con  alcune 
modificazioni , slanlechè  essi  determinano  con  facilità  1’  equazione  delle  corde  di 
contatto. 

Pboslexa  1.  Essendo  date  due  circonferenze  concentriche  da  tutti  i punti 
P dell'  interno  { Tav-  /.XXX IV,  fig.  8 ) si  conducano  le  tangenti  f IV,  e per 
tutti  i punti  tei ' /e  tangenti  alla  circonferenza  esterna  Mi,  Mt':  trovare  il 
luogo  geometrico  dei  punti  d'  incontro  di  queste  tangenti. 

Siano 

(i), 

y-t-z’azsR» (a); 

P equazioni  dei  circoli  dati , 1’  origine  degli  assi  essendo  situata  al  loro  centro. 
La  tangente  fPl'  avrà  per  equazione  (Vedi  Conxaxxo  n.*  la.) 

y</+xp  = r* (3), 

y ed  x essendo  lo  coordinate  correnti  di  questa  linea  considerata  come  corda 
dell’  altra  circonferenza. 

Da  un’altra  parte  questa  corda,  rapporto  alle  tangenti  fM , AVI  avrà  per 
equazione 

R1 (4). 

Queste  due  equazioni  dovendo  dare  i medesimi  valori  per  x c per  y,  se  le  ri- 
solviamo rapporto  ad  y e che  si  eguaglino  i coefficienti , troveremo 


donde 


y=a  — 


p r» 

— x , 

1 1 


a 

r=-  -Z4- 


R* 

T 


p_ 

1 

r » 
? 


(5), 


R* 

h 


(6). 


Eliminando  finalmente  fra  le  tre  equazioni  (i)  , (5),  c (fi)  le  indeterminate  p 
e q si  trova 


Dii.  d,  Mal.  fot.  HI. 


31 
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eqnazione  di  un  circolo  concentrico  ai  circoli  dati,  e di  cui  il  raggio  è una  terxa 
proporzionale  ai  loro  raggi,  che  potremo  cojtruirc  come  segue. 

Si  conduca  la  tangente  rs  paralella  all'asse  delle  X,  e il  punto  I,  ore  le 
tangenti  ri  ed  si  s'incontrano,  determinerà  il  raggio  cercato  OI:  infatti  il  trian- 
golo rettangolo  OIs  dà 

Ó7\=  OHXOI, 

donde 


OI  = 


R» 


Pbobi.eua  II.  Condurre  una  tangente  comune  ai  due  circoli. 

È evidente  che  la  secante  sarà  tangente  nel  medesimo  tempo  ai  due  circoli  i 
di  cui  raggi  sono  h e li'.  In  generale  se  supponiamo  a/s=  o (Problema  a0),  tro- 
veremo 


R=tR' 


d. 


Dunque  , per  condurre  la  tangente  comune  ai  due  circoli  , ti  cerchi  aopra  la 
linea  che  unisce  i centri  i due  punti  tali,  che  il  rapporto  delle  loro  disiarne  a 
ciascuno  dei  centri  sia  il  medesimo  che  quello  dei  raggi  , e per  questi  punti  ai 
con  lucano  le  due  tangenti  ad  uno  dei  circoli:  esse  saranno  ancora  tangenti  al- 
1'  altro. 

Questa  costruzione  è facilissima  ( Tao.  LXXXIV , Jlg.  g)  si  conduca  nn  rag- 
gio qualunque  OI  e il  diametro  paralello  I'  O'  I";  si  unisce  li',  li'',  i pnnti 
T,  Ta  sono  i punti  cercati.  Il  punto  interno  corrisponde  al  segno  -4-;  questi 
punti  hanno  ricevuto  il  nome  di  centri  di  similitudine  dei  circoli,  perchè  i rag- 
gi vettori  condotti  da  questi  punti  alle  circonferenze  sono  proporzionali  ai  raggi 
Se  il  secondo  circolo  fosse  situato  in  una  maniera  qualunque  nel  piano,  a,  e 6 , 
estendo  le  coordinale  del  centro,  sarebbe  facile  di  determinare  le  coordinale  dei 
rentri  di  similitudine.  Infatti  le  coordinate  non  essendo  altra  cosa  che  le  proie- 
zioni sopra  gli  assi  di  una  lunghezza  determinata  d , se  indichiamo  con  v l'in- 
clinazione delle  linee  dei  centri  sopra  l'asse  delle  x,  avremo 


R 


R ± R' 


d coi  v , y — 


R 


Il  zt  il' 


d ten  v ; 


ma  poiché  la  linea  dei  centri  patta  per  P origine  e per  il  punto  di  cui  le  coordi- 
nate sono  a,,  è, , avremo 

b, 

tang  , 

donde 


b, 


h 

= d 
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RtK' 


RtR' 


Abbiamo  Irovato  sopra  per  la  corda  dei  ponti  di  coniano  delle  due  tangenti 
condotte  pel  punto  a , b,  al  circolo  l’+^sar*  l’equazione 


Se  si  sostituisce  ad  o. 


R 

R±R' 


by-i-ax  = r*. 
a,,  e « b,  — 


R 


■j  J,,  e r con  R,  avremo 


— R’)  i 


equazione  della  corda  di  contatto  dei  punti  di  tangenza  determinati  dalla  tan- 
geate  comune  al  circolo,  di  cui  il  centro  è all'  origine. 


Se  i,so, 


2=3 


R(R  :±  RQ 

» i 


Per  la  corda  di  contatto  di  un  secondo  circolo,  di  coi  1'  equazione  è 

(x— *.)»=  R'», 

si  trova  egualmente  I’  equazione 

(4— b,){y— 4,)-t-(a— i b,)(x— , o.JsssR'* 

a e b essendo  le  coordinate  del  punto  donde  le  due  tangenti  sono  condotte. 
Sostituendo  a b ed  a i loro  valori,  si  ottiene  fatta  ogni  riduzione 

*s(r— 1 = H?  R'  (R'  — R)s 

corda  di  contatto  della  tangente  comune  sopra  il  secondo  circolo. 


Se  A,  = o. 


__a,*=pR,(Rf±R) 

n. 


CORDIER  (Niccolò),  prete  nato  ad  Hàvre  nel  i68a,  fu  per  più  di  quarantanni 
professore  d' idrografia  a Oieppe,  ove  mori  nel  1766.  Si  ha  di  lui  un'opera  molto 
pregiala  intitolata:  lnstruction  des  pilotes , divisa  in  tre  parti,  cioè:  il  Pilo- 
tale, le  Tablet  de  ddclination  , e il  Journal  de  navigation.  Suo  padre  fu  an- 
ch' esso  autore  di  varie  operette  di  navigazione  assai  stimale  al  suo  tempo. 

CORDOVA  (Alfonso  di),  astronomo  e medico,  nato  a Siviglia,  viver#  sotto  il  re- 
gno di  Ferdinando  e Isabella.  Compiè  e corresse  il  famoso  almanacco  perpetuo 
dell'ebreo  Abram  Zacuth,  intitolato:  Almanach  perpetuurn  solis,  e lo  fece  stam- 
pare nel  1496,  in-4-  Abbiamo  pure  dello  stesso  Cordova  alcune  Tavole  astrono- 
miche in  latino,  Venezia  , 1 5 1 7 , in-4. 

COR  MONTA ING NE,  celebre  ingegnere  francese,  nacque  sulla  fine  del  secolo  XVII, 
e morì  il  20  di  Ottobre  i;5a,  in  età  di  quasi  60  anni.  Entrato  nel  1713  nel 
corpo  degl'  ingegneri , ne  percorse  tutti  i gradi,  e fu  finalmente  creato  mare- 
sciallo di  campo.  Rivolse  interamente  i suoi  sludj  all'arte  di  fortificare  le  piaz- 
ze, e le  grandi  opere  che  sotto  il  regno  di  Luigi  XV  aggiunte  vennero  alle  for- 
tezze di  Metz  e di  Thionville  furono  costrutte  dietro  i suoi  progetti  e sotto  la 
sua  direzione.  Se  non  creò  un  sistema  particolare,  perfezionò  quello  di  \ auban 
introducendovi  un  gran  numero  di  importanti  miglioramenti.  Le  sue  opere  spes- 
so ristampale,  ma  sempre  con  infiniti  errori  e alterazioni,  uoo  furono  ristabilite 
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nel  loro  testo  che  di  recente,  per  cura  degl'ingegneri  Bayart,  Fourcroy  e Infitte, 
che  le  pubblicarono,  insieme  con  altri  scritti  inediti  dello  stesso  autore,  in  tre 
volumi  intitolali:  I Mdmorial  pour  V atlaque  dei  places , ouurage  potthume 
de  Cormontaingne  , maréehal-de-champ , directeur  dei  fortificatiom  dei  pla- 
cet de  la  Mot  elle  , ec.  , edition  autographe  , enrichie  d' addizioni  tirees  dei 
autret  manuicriti  de  l'auteur,  Parigi,  1806,  in-8;  Il  Memoria!  pour  la  de- 
ferite dei  places , faisant  suite  au  Memorial  pour  V attaque,  ivi,  1806,  in-8; 
III  Mimorial  pour  les  fortificatiom  permanente  et  pasiagire , ivi,  1809,  in-8. 
Questi  tre  volumi  compiono  il  Manuel  de  l'  ojfficier  de  gdnie. 

CORNETTO  ACUSTICO  (Acustica).  Strumento  destinato  a trasmettere  i suoni 
all' orecchio,  aumentando  la  loro  intensità.  Il  cornetto  acustico  rende  all'orecchio 
nn  servigio  simile  a quello  che  gli  occhiali  prestano  agli  occhi. 

COROLLARIO.  Si  chiama  cosi  una  conseguenza  dedotta  da  una  proposizione  sta- 
bilita e dimostrata.  Cosi  dopo  avere  stabilito  per  esempio,  che  i tre  angoli  di 
un  triangolo  sono  eguali  a due  angoli  retti,  se  ne  deduce  come  Cobollàbio,  che 
due  triangoli  nei  quali  i due  angoli  dell'  uno  sono  eguali  ai  due  angoli  dell'  al- 
tro, hanno  i loro  tre  angoli  eguali  ciascuno  a ciascuno. 

CORONA  AUSTRALE.  (Astron.).  Costellazione  meridionale  posta  tra  il  Sagitta- 
rio e 1'  Altare.  Trovasi  rammentata  dagli  scrittori  coi  diversi  nomi  di  Corona 
murrina , Corolla  notia , Sertum  australe  , Caduceut , Orbiculus  capitit.  Co- 
rona Sagittarii , Rota  hrionis.  Dicono  i poeti  che  Bacco  pose  questa  corona 
nel  cielo  in  onore  di  sua  madre  Semele:  altri  dicono  che  questa  corona  è quella 
che  fu  conferita  a Corinna  di  Tebe,  celebre  poetessa  che  riportò  cinque  volte  la 
vittoria  su  Pindaro.  La  stella  principale  di  questa  costellazione  non  è che  di 
quinta  grandezza. 

CORONA  BOREALE  (Astron.).  Costellazione  settentrionale  composta  di  ventuna 
stella  nel  Catalogo  britannico.  Trovasi  rammentata  negli  scrittori  coi  nomi  di 
Corona  Ariadnae , Cretica , Gnossia  , Corona  Falconi,  Amphitrites,  Thesei , 
Minori , Diadema  coeli , Oculus.  La  stella  più  beila  di  questa  costellazione  è di 
seconda  grandezza  , ed  è specialmente  chiamala  : Gnossia , Gemma , Margarita  , 
Pupilla , Rosa  aperta , Lucida  Coronae  ; gli  Arabi  la  chiamano  Mumir. 

Suppongono  i poeti  che  questa  costellazione  rappresenti  la  corona  d'  Arianna, 
che  insegnò  a Teseo  la  maniera  di  uscire  dal  labirinto  di  Creta,  donde  le  venne 
il  nome  di  Gnossia  e di  Cretica.  Abbandonata  Arianna  nell' isola  di  Nasso,  A» 
sposata  da  Bacco,  e questo  Dio  pose  in  cielo  la  corona  che  Vulcano  aveva  dato 
a Venere,  e Venere  ad  Arianna.  Questa  costellazione  è posta  tra  Ercole,  Boote, 
e il  Serpentario,  come  osserva  Ovidio: 

Utque  perenni 

Sidere  clara  foret , sumptam  de  fronte  coronam 
Immisit  coelo.  Tenues  volai  illa  per  auras\ 

Dumque  volai , gemmae  subitos  vertuntur  in  ignei  ; 
Consistuntque  loco , specie  remanente  coronae , 

Qui  mediai  nixique  genu  ett , anguemque  tenenti!. 

Metass.  Lib.  Vili,  veri.  177. 

Bacchus  amar  flore!  : Baccho  placuisse  coronam 
Ex  Ariadnaeo  sidere  nosse  poter. 

Fasi.  Lib.  V,  vers.  345. 

Altri  vogliono  che  questa  corona  sia  quella  che  Teseo  ricevè  da  Anfitrite, 
quando  si  gettò  in  mare  per  cercare  la  perla  di  Minosse.  Dupuis  sostiene  che 
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quella  costellatone  rappresenta  la  famosa  Proserpina  dagli  antichi  , e che  il  Ser- 
pentario che  le  rimane  sotto  è il  loro  Plutone. 

CORONELLI  (Masco  Vincenzo),  geografo  nato  a Venezia,  entrò  giovanissimo 
ne'  minori  conventuali.  La  fama  che  presto  si  acquistò  nelle  matematiche  lo  fere 
chiamare  in  Francia  per  costruirvi  i due  grandi  globi  che  si  vedono  nella  bi- 
blioteca reale.  11  loro  diametro  è di  dodici  piedi  meno  un  mezzo  pollice  : ma,  a 
motivo  dei  grandi  progessi  che  modernamente  ha  fatto  la  geografia  , tali  globi 
ai  ammirano  oggigiorno  più. per  la  bellezza  della  loro  esecuzione  che  per  la  loro 
utilità.  Coronelli  gli  terminò  nel  s683,  e nel  i685  tornò  in  patria,  ove  fu  creato 
cosmografo  della  repubblica,  e,  quattro  anni  dopo  , professore  di  geografìa.  Mori 
a Venezia  nel  Dicembre  1718,  dopo  aver  pubblicato  nn  gran  numero  di  opere,  e 
più  di  quattrocento  carte  geografiche.  I più  importanti  de'  suoi  lavori  sono  i se- 
guenti : I Atlante  Veneto , Venezia,  1690,  in-fol.;  II  Portolano  del  mare  me- 
diterraneo , ivi  , 1698,  in-fol.;  IH  / solario , descrittane  g cograjìco-is  lorica , 
sacro-profana , antico-moderna  , naturale  e poetica,  ec.,  ivi,  169C,  a voi.  in- 
foglio. 

CORPO.  Questa  parola  in  geometria  indica  la  medesima  cosa  di  solido.  Vedi 
Solido. 

CORPO  di  tbobba.  ( Idraul .).  Si  dà  questo  nome  nelle  trombe  idrauliche,  alla 
parte  del  tubo  nel  quale  lo  stantuffo  si  muove. 

CORRENTE  D'  ACQUA.  (Idraul.).  Nome  generico  di  una  data  quantità  d'acqua 
la  quale  si  muove  con  una  velocità  e io  una  direzione  qualunque. 

L’acqua  non  può  essere  applicata  come  forza  motrice  alle  macchine  che  quan- 
do essa  è in  moto.  Nel  suo  stato  di  riposo  essa  è una  massa  inerte,  come  tutti 
gli  altri  corpi  materiali  , incapace  a servire  di  motore  , e che  può  tutto  al  più 
rendere  il  moto  che  gli  sarebbe  comunicato  da  una  forza  estranea.  La  gravila  è 
il  principio  d'  azione  dell’  acqua  correute  ; ed  è allorché  essa  è trasportata  dal 
suo  peso  da  un  punto  verso  un'altro  meno  elevato,  che  essa  acquista  una  forza 
impulsiva,  l’ intensità  della  quale  dipende  nello  stesso  tempo  dalla  massa  mobile 
e dalla  sua  velocità.  Gl'  immensi  servizii  che  questo  motore  naturale  ha  reso  al- 
1’  industria,  avanti  l'invenzione  delle  macchine  a vapore,  quelli  che  essa  dovrà 
ancora  rendere,  malgrado  queste  potenti  macchine,  le  quali  non  potrebbero  es- 
sere sostituite  con  vantaggio  in  tutte  le  località , ci  determinano  a presentare 
tutte  le  formule  pratiche  le  più  recenti  , dalle  quali  dipeodc  il  moto  delle 
acqua. 

Le  diverse  circostanze  che  accompagnano  il  moto  dell' acque  correnti  dipen- 
dono dalla  natura  del  letto  che  le  contiene.  Quando  questo  letto  è uu  canale 
scavato  dalla  roano  dell'  uomo,  presenta  generalmente  un  medesimo  declivio  ed 
una  medesima  sezione  trasversale  in  tutte  le  sue  parti  , e conduce  , per  conse- 
guenza, un  medesimo  volume  d'acqua  in  tutta  la  sua  lunghezza.  Quando  ai  con- 
trario questo  letto  è irregolare  come  quello  dei  fiumi  , i volumi  d’  acqua  delta 
medesima  lunghezza  non  sono  più  eguali,  e la  velocità  della  corrente  varia  con 
la  larghezza  e la  profondità  delie  differenti  parti  del  suo  letto.  Le  leggi  del  mo- 
to dell' acque  essendo  più  semplici  ed  offrendo  meno  difficoltà  nei  canali  artifi- 
ciali che  nei  letti  dei  fiumi  , esamineremo  prima  di  tutto  quello  che  spetta  a 
questi  canali. 


» Moto  delle  acque  imi  cabali 

1.  Si  chiama  declivio  assoluto  di  un  canale  la  differenza  di  livello  delle  sue 
due  estremità,  e declivio  propriamente  detto  quello  che  é relativo  all’  unità  di 
lunghezza.  I*er  esempio,  se  la  differenza  di  livello  delle  due  estremità  di  un  ca- 
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Dale  lungo  100  metri  è di  dieci  metri,  il  tuo  declivio  assoluto  sarà  di  io  metri , 
e il  suo  declivio  propriamente  detto,  di  -1^-  =o’",i  , ossia  di  un  centimetro 


per  metro . 

Per  avere  il  declivio  propriamente  detto,  basta  di  conoscere  il  declivio  assoluto 
di  una  porzione  del  canale  o la  differenza  di  livello  delle  due  estremità  di 
questa  porzione,  poiché  chiamando  / la  lunghezza,  d la  differenza  di  livello,  e 


p il  declivio  per  1’  unità  di  lunghezza,  si  ha  evidentemente  p=—  . 


Possiamo  ancora  determinare  questo  declivio  propriamente  detto,  che  indiche- 
remo semplicemente  in  lutto  ciò  che  segue  col  nome  di  dccfivioy  per  mezzo  del- 
Pangolo  d’ inclinazione  della  corrente  d'  acqua  con  la  linea  orizzontale.  Infatti 
supponiamo  che  la  retta  AE  ( Tav.  LXXXY' , fig.  i.)  rappresenti  la  direzione 
dell'  acqua  o V asse  della  corrente,  se  per  un  punto  qualunque  A di  questa  linea 
si  conduce  una  retta  orizzontale  AB  , e per  un  altro  punto  C , una  retta  verti- 
cale GB,  GB  sarà  la  differenza  di  livello  dei  due  punti  A e C,  e indicando  AC 


a 

per  / e BC  per  d , avremo  come  sopra,  per  il  declivio  p,  p = — ; ma 


indi- 


cando l'angolo  d'inclinazione  BAC,  abbiamo  ancora 

i : sen  i sa  / : d , 


donde  seni  = — , e per  conseguenza,  p = seni. 


Sapendo,  per  esempio , ‘che  l’angolo  » è di  5°  io',  si  cercherà  nelle  tavole  il 
logaritmo  del  seno  di  5°  io',  e il  numero  corrispondente  a questo  logaritmo,  dal 
quale  bisognerà  prima  d’  ogni  altra  cosa  sottrarre  io  unità  per  tener  conto  del 
raggio  delle  tavole,  sarà  il  declivio  domandato.  Si  ha  perciò 

Log  scn  (5°  io' )s=  8,9544991* 
c 

®s9f»4499|  — ^ 10  = -2-*“°»954499«  » 

il  numero  che  corrisponde  alla  parte  positiva  del  logaritmo  è 9,oo53  , quetlo  che 
corrisponde  alla  parte  negativa  è 100,  ed  abbiamo,  dividendo  il  primo  per  I’  ul- 
timo, p = o"',o9,  vale  a dire  che  il  declivio  è presso  a poco,  di  9 centimetri. 

u.  Si  chiama  sezione  di  un  canale  e di  una  corrente  d’ acqua  in  generale 
V area  della  sezione  della  massa  di  acqua  colante  per  nn  piano  perpendicolare  al 
suo  asse.  NM  perpendicolare  alla  corrente  AG  è l'altezza  di  questa  sezione.  Indi- 
cando la  sezione  con  S,  l'altezza  NM  con  h e la  larghezza  del  fondo  con  «r, 
avremo  S = eA,  se  il  canale  è rettangolare;  se  egli  è in  pendio  o trapezioidale. 


si  avrà  S= — (e-t-e')A , e'  indicando  la  lunghezza  superiore  della  sezione  ; ov- 


vero ancora  S = (e-H/A)A,  t indicando  il  pendio  delle  pareti  laterali  o il  rappor- 
to della  loro  base  alla  loro  altezza. 

Si  chiama  perimetro  bagnato  della  sezione,  la  parte  del  sno  contorno  che  è a 
contatto  con  le  pareti  del  letto,  vale  adire  col  fondo  e i lati  laterali.  Questo  pe- 
rimetro indicandolo  per  P,  ha  per  espressione  P = e-4-a/i  nei  canali  rettangolari  e 


PiseH-a/iy 1 , nei  canali  a trapezio. 

3.  La  gravità  essendo  la  sola  forza  che  agisce  sopra  una  massa  d'  acqua  ab- 
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bandonata  a se  medesima  in  on  canale,  questa  massa  d'  acqua  non  può  muoversi 
che  nel  caso  in  cui  la  sua  superficie  supcriore  non  sia  punto  orizzontale,  mentre 
nel  caso  contrario  ciascuna  molecola  è egualmente  compressa  in  tutti  i sensi  e 
rimane  in  equilibrio*  {Fedi  Idrodinamica),  ma  quando  la  superfìcie  superiore  è 
inclinata,  una  molecola  qualunque  presa  da  questa  superfìcie  sostiene,  nella  dire- 
zione del  lato  il  più  elevato  , una  pressione  superiore  a quella  che  la  regge 
dall'altro  lato:  essa  deve  perciò  muoversi  verso  quest'ultimo  lato  con  una  velo- 
cità eguale  alla  differenza  delle  pressioni,  e segue  Io  stesso  di  tutte  le  molecole  O 

situate  verticalmente  al  di  sotto  di  questa  prima.  Dobbiamo  dunque  ammettere 
per  principio  che  il  moto  delle  molecole  di  una  corrente  d'  acqua  non  deriva 
c/ie  dal  declivio  della  sua  superfìcie. 

L'  equilibrio  o il  moto  di  una  massa  d'  acqua  polendo  esisterò  d'  altra  parte 
qualunque  sieno  la  forma  e l'inclinazione  del  letto;  basta  per  l'equilibrio  che 
la  superfìcie  liquida  sia  orizzontale  , come  basta  per  il  moto  che  essa  sia  in- 
clinata. 

4.  Se  la  forza  accelera  trine  della  gravità  agisse  senza  alcuna  resistenza  estra- 
nea sopra  le  molecole  liquide,  l'acqua  scenderebbe  con  un  moto  uniformemente 
accelerato,  e la  sua  velocità  crescerebbe  a cominciare  dal  punto  il  più  elevato 
del  canale  fino  al  punto  il  più  basso;  però  si  osserva  ebe  a poca  distanza  dal 
punto  il  più  elevato  l'accelerazione  non  è di  già  più  sensibile,  e che  il  moto  si 
effettua  in  una  maniera  uniforme  sopra  tutto  il  resto  della  lunghezza  , ancora 
nei  canali  il  declivio  dei  quali  è grandissimo.  Questo  fenomeno  indica  che  la  re- 
sistenza del  letto,  solo  ostacolo  che  possa  impedire  l'azione  della  gravità,  cresce 
come  la  velocità  dovuta  a questa  azione,  all!  quale  essa  fa  prontamente  equili- 
brio, di  modo  che  il  liquido  non  si  muove  che  in  virtù  della  velocità  acquistata 
oei  primi  istanti  dello  scolo-  Da  ciò  risulta  il  principio  foudaraentale  dell'idraulica. 

Quando  V acqua  si  move  uniformemente  in  un  canale , la  resistenza  che 
essa  vi  prova  i eguale  alla  forza  acceleratrice  ehe  deriva  dalla  gravità. 

5.  Si  considera  comunemente  la  resistenza  del  letto  di  una  corrente  come  pro- 
veniente dall*  attrito  dell'acqua  contro  le  sue  pareti,  ma  l'esperienze  del  Dubuat 
e del  Venturi  tendono  a provare  che  essa  è unicamente  dovuta  all'  aderenza 
delle  molecole  fluide  fra  loro  e con  le  pareti  del  canale.  w Quando  l' acqua 
passa  sopra  la  superfìcie  di  un  corpo,  dice  il  signor  d' Aubuissou  ( fdraul . des 
ingénieurs) , e che  non  vi  è repulsione  fra  le  due  sostanze,  essa  bagna  questa 
superfìcie,  vale  a dire  che  un  sottile  strato  di  fluido  si  applica  contro  essa,  ne 
penetra  i pori,  e vi  è ritenuto,  tanto  per  questo  impegno  delle  molecole  quanto 
per  un  effetto  dell'  attrazione  molecolare,  n 

vi  Ed  è sopra  un  tale  intonaco  o strato  acquoso  fìsso  contro  le  pareti  del  ca- 
nale, che  cola  la  massa  fluida  che  esso  conduce.  La  parte  o sottile  strato  di  que- 
sta massa  che  è immediatamente  in  contatto  con  1*  intonaco  , strisciando  e fre- 
gando sopra  esso  , ingrana  le  sue  molecole  con  le  sue  , essa  vi  aderisce,  e la  sua 
velocità  è ritardata.  Quindi  dall’  aderenza  delle  molecole  fluide  fra  loro  , questo 
ritardo,  benché  diminuisca  graduatamente  , si  comunica  di  vicino  in  vicinò  agli 
strati  adiacenti  fino  ai  filetti  i più  lontani  La  massa  prende  in  conseguenza  una 
velocità  media,  minore  di  quella  che  avrebbe  luogo  senza  1'  azione  delle  pareti  o 
senza  le  viscosità  del  fluido,  n 

6.  Qualunque  cosa  si  possa  dire  di  questa  teoria,  egli  è certo  che  tutte  le  mo- 
lecole non  ai  muovono  con  la  medesima  facilità  , e che  considerando  la  massa 
fluida  come  composta  di  differenti  vene  o filetti,  questi  filetti  hanno  una  velo- 
cità tanto  maggiore  quanto  essi  sono  situali  ad  una  maggiore  distanza  dalle  pa- 
reti* Cosi  intenderemo  d'ora  in  avanti  per  velocità  della  corrente , la  velocità 
media  della  massa  delle  molecole  che  compongono  una  medesima  sezione. 
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•).  In  un  canale  regolare,  tutte  le  sctioni  della  massa  fluida  mosse  uniforme- 
mente  sono  eguali,  poiché  passa  necessariamente  per  ciascuna  di  queste  sezioni 
( Vedi  Sooano  dei  fluidi)  un  medesimo  volume  d’acqua  in  un  medesimo  inter- 
vallo di  tempo,  e siccome  esse  hanno  tutte  per  base  la  larghetta  del  canale,  esse 
hanno  ancora  una  medesima  alletta,  donde  segue  che  la  superficie  fluida  è para- 
fila alla  superficie  del  fondo  del  canale.  La  quantità  d’  acqua  che  passa  per  una 
seiione  nell'  unità  di  tempo,  è ciò  che  si  chiama  la  dispensa  del  canale.  Se  per 
esempio,  la  seiione  è di  4 metri  quadrati  , e che  la  velocità  sia  di  3 decimetri 
per  secoudo,  la  dispensa  sarà  di  4Xo”’,3=a  i,a  , vale  a dire  che  passerà  un  metro 
cubo  e y,0  d’ acqua  in  una  seiione  per  secondo. 

8.  Ciascuna  molecola  fluida  poteodo  considerarsi  come  un  corpo  che  discende  so- 
pra un  piano  inclinato  in  virtti  del  suo  proprio  peso,  la  torta  arceleratrice  che 
muove  l’acqua  nel  canale  ha  per  espressione  gp , g rappresentando  la  Torta  asso- 
luta della  gravità,  e p il  rapporto  dell'alleata  del  piano  inclinato  alla  sua  base 
ovvero  il  declivio  del  canale  (Fedi  Accei.ebato  ).  La  resistente  che  prova  l’ac- 
qua nel  canale,  secondo  il  principio  fondamentale  (4)  deve  perciò  essere  uguale  a 
questa  quantità  gp. 

Ora,  I'  esperienta  ha  provalo  che  questa  resistente  è sensibilmente  proponio- 
nale  al  perimetro  bagnato  , al  quadrato  della  velocità  , più  una  fratione  di 
questa  velocità,  e che  essa  è in  ragione  inversa  della  seiione,  vale  a dire  che  in- 
dicando con  A'  e B due  fattori  costanti,  con  s>  la  velocità  , e con  S e P come 
qui  sopra  la  seiione  e il  perimetro  ammollato  , la  resislenta  ha  per  espressione 
P 

A'  — («*-+- LV  ) , il  che  dà  1’  equatione 

!P=  V («’M-Bs») , 

ovvero  semplicemente 

P = A j(s>M-Bi>)  ....  (a), 

facendo  - = A 
8 

L’  Kjtelwein  ha  trovato  , per  metto  di  nna  lunga  serie  di  esperiente  , che  i 
coefficienti  costanti  A e B hanno  per  valori 

A = o,  ooo3G554 ; B =s  o , o6638  ; 

sostituendo  questi  numeri  nell’  equatione  precedente,  essa  diviene 

P 

p = o,ooo36554  — (o*-vo,o6638i> ) ....  (s); 


e questa  é 1’  equatione  fondamentale  del  moto  dell’  acque  nei  canali. 

9.  Se  indichiamo  con  Q la  dispensa  del  canale  il  di  coi  valore  t vS  {7),  avre- 
mo il  che  ci  darà  questa  seconda  equatione 


/»S’  = o,  ooo3G554  P(QM-o,oo664QS  ) (a) , 

con  l’aiuto  della  quale  tre  qualunque  delle  quantità  p,  P,  S , Q essendo  date, 
potremo  determinare  la  quarta. 
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io.  Uùolvendo  r equazione  (i)  rapporto  a t>,  ri  ottiene  1’  espressone 

o,o33i-+-^  j^ìG^-t- 0,001  ij  . . . . (3)  , 

che  fa  conoscere  la  velocità. 

roisiatuo  dedurne  per  1’  espresiione  della  dispensa 

Q = S | — o,o33a-t-  J [a^G  ^ -+•  o,  oom  . . «), 

ovvero, con  una  sufficiente  approssimazione 

Q = S | ^ [aj3G^J  — °,°3Ja  j.  . . . (5). 

ti.  Allorché  la  velocità  è grandissima  » la  resistenza  è semplicemente  propor- 
zionale al  suo  quadrato , il  termine  Bo  sparisce  dall’  equazione  (u),  c si  ha  sem- 
plicemente 


5‘V  T~  ’ Q — 5,s  \/ 


pS 


(6). 


Proponiamoci,  per  dare  un  esempio  dell’ applicazione  di  queste  formule»  di 
determinare  la  dispensa  di  un  canale  di  cui  la  sezione  sarebbe  un  trapezio  avente 
la  piccola  base  di  due  metri  di  larghezza,  e la  gran  base  di  G metri  di  larghez- 
za, a metri  di  altezza  e om,oot5  di  declivio  ( un  millimetro  e mezzo  per  me- 
tro). Conservando  le  indicazioni  di  sopra  avremo. 

e =3 a»  e'=6,  a; 

6 2 

La  scarpa,  o pendio  t , o il  rapporto  fra  la  base  di  ciascun  argine  =: eia 

loro  altezza  a,  sari  eguale  i ; cosi 

S=3rj-(2-t-6)a  = 8,  P = a*+-  a-a^i+i  = 7,GDG; 
sostituendo  questi  valori  nella  formala  3,  otterremo 

__  / T °,oo,5X8  1 

•>  = — <N  o33a-+-y  |^273G — 7~~g5~G  °’  °°l  * J ^ a*  ’ 

e quindi»  Q = 8X2  ,03^9=  i G,  3o3.  La  velocità  in  un  tal  canale  sarà  dunque  di 
am,o38  per  secondo  e la  dispensa  nel  medesimo  tempo  di  iG  metri  cubi,  più 
3c»3  decimetri  cubi. 

Trascurando  il  termine  o, oon  sotto  il  radicale,  avremmo  ottenuto 
0=2,03^6;  Q = iG,  3oi, 

calori  che  differiscono  pochissimo  dai  precedenti.  Le  formule  delle  grandi  velo- 
cita  (G)  avrebbero  dato 

’o,oof  5 X 8'] 


Dii.  di  Mai.  Voi.  IH. 


p /r  0,001 5X8] 

J'Y  j_  ^650  J ~2'0,9’ 

Q.“  8,<2,  0191  = 16,  i03. 
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ia.  La  «Ir  terni  inai  ione  «1«-1  declivio  p che  dobbiamo  dare  ad  un  canale,  di  cui 
tutte  le  altre  deposizioni  *0110  determinate,  si  effettua  per  meno  dell’ eq ustio- 
ne (j\:  riprodurremo  per  esempio  il  calcolo  del  declivio  del  canale  dell’ Ourcq 
dato  dal  Signor  D'Atibuisson. 

T>  Si  aveva  da  disporre  di  3m,oi88  d’acqua  per  secondo;  la  navigazione  cheli 
progettava  esigeva  una  profondità  di  acqua  di  im,5o  ; e perchè  T acqua  non  si 
alterasse,  al  punto  da  divenire  impropria  al  servizio  delle  fontane  di  Parigi  , gli 
bisognava  una  velocità  di  o"*,35  almeno;  la  natura  del  terreno  permetteva  di 
non  dare  agli  argini  che  un  pendio  di  1 */a  di  base  sopra  1 di  altezza. 

n In  questo  caso  abbiamo  Q a 3, 0188;  v = ow,,35  ; /ì=i,5o,  e /=i,5o. 

Di  più  f dai  dati  del  problema  S è conosciuto,  poiché 


S =» 


Q 


3, 0188 

0,35 


= 8,6*5  ; 


e lo  sarà  ancora,  poiché  dall*  espressione  S=:  (n.°  a)  si  deduce 

S - f/i4 


e sostituendo 


— h ’ 

8. 6a5  — i,5o(i,5o)* 


— 3, 5o 


quindi  avremo  ancora 


Psj+al^lM-iss  8,908. 

Da  ciò,  1'  equazione  generale 

P 

p—o,  000 3655  — ( v1-t-o,o6638v'  ) , 


sostituendovi  le  quanlilk  numeriche,  dà  p~  om,oooo55oa  ; questo  è il  declivio  in- 
dicalo dalle  formule. 

n II  signor  Girard,  ingegnere  incaricato  di  tracciare  il  canale,  è arrivato  ad 
un  risullamento  presso  a poco  simile.  Ma  egli  con  ragione  ha  fatto  osservare,  che 
le  piante  aquatiche  che  crescono  sul  fondo  e sopra  gli  argini  dei  canali,  aumen- 
tano considerabilmente  il  perimetro  ammollato  , e quindi  la  resistenza  : egli  ha 
rammentato  che  il  Dubuat  avendo  misurato  la  velocità  dell'  acqua  nel  canale 
dell’ Jard,  avanti  e dopo  il  taglio  delle  canne  delle  quali  era  guarnito,  aveva 
trovato  un  risullamento  ben  minore  avanti  che  dopo.  In  conseguenza,  egli  ha 
quasi  raddoppiato  il  declivio  dato  dal  calcolo,  e lo  ha  portato  a o,oooio56:  la 
lunghezza  del  canale  essendo  di  9G00  metri  , ciò  equivale  a iom,i4  di  declivio 
assoluto,  n 

i3.  Gli  esempi  che  abbiamo  dati  provano  sufficientemente  il  metodo  che  deb- 
biamo seguire  per  determinare  I*  incognita  del  problema  nello  stabilimento  di  un 
canale  quando  non  ve  ne  è che  nna,  ro<  il  più  ordinariamente  lo  sole  quantità 
date  sono  p e Q,  o il  declivio  e la  dispensa  , e si  tratta  di  scegliere  la  forma 
della  sezione  che  può  adempire  il  più  couvenienlemeiita  l’oggetto  che  abbiamo 
in  veduta.  Per  i canali  scavati  nelle  terre,  è essenziale  di  tenere  gli  argini  in- 
clinati poiché  senza  di  ciò  essi  non  potrebbero  sostenersi  e si  franerebbero,  cosà 
la  Cgura  del  trapezio  è quella  che  è generalmente  adottata  , e si  dà  agli  argini 
una  inclinazione  di  34°  al  più  all'orizzonte.  Supponiamo  dunqac  che  si  abbia 
una  dispensa  di  3 metri  cubi  di  acqua  c che  si  tratti  di  coslruirc  un  canale  il 
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dì  cui  declivio  sia  c»"\ooii  c la  (Carpa  i.5o,  lo  quantità  da  determinare  tono  la 
larghezza  e 1* altezza  della  sezione.  Ora,  di  tutti  i trapezii  che  possiamo  scegliere 
per  la  sezione,  quello  di  cui  la  superficie  è più  grande  e il  perimetro  ammollato 
il  pii»  piccolo  è il  pii»  vantaggioso,  poiché  la  resistenza  che  l'acqua  prova  a muo- 
versi è in  ragione  diretta  del  perimetro  è in  ragione  inversa  della  sezione  (o.°8); 
questo  trapezio  il  più  vantaggioso  ha  la  sua  larghezza  media,  o la  semi-somma  delle 
sue  basi  parnlelle,  doppia  della  sua  altezza,  di  modo  che  possiamo  stabilire  U 


condizione  ~ (e-+-e,)  = 2Ò,  ovvero  e-4-///  = 2Ò,  poiché  f = 


ò(n.°  2);  ne 


risulta  da  una  parie,  S=2//a,  e dall*  altra. 


P = a/i— t2-i-t  , 

o semplicemente  P=nò  , facendo  2~/-+-a\'/a-i-i  =n.  Dietro  questi  dati  abbiamo 
qui 


a t=  2—  i,5o-+-ay  (i,5o)a-t-i  = 1.80-8. 

.Sostituendo  i valori  S = 2/»a,  P=  1,8028/1,  p = o, 001  »,  e Q = 3 nella  for- 
mula (a),  essa  diverrà 

0,001  »X8/<®  = 0,  ooo36554X  t,8o28òX(3a-H>,  o6GjX3Xa/*a), 

ovvero 

0,0088// 5 = o,oo593o9~+-o, 0002625//*. 

Dividendo  tutlo  per  0,0088  e trasportando,  avremo  definitivamente  l'equazione 
//5— 0,0298//* — 0,674  = 0, 

donde  risolvendola,  otterremo,  /i=snw,g3oi. 

Conoscendo  così  I*  altezza  del  trapezio,  ricaveremo  il  valore  della  sua  più  pic- 
cola base  dall'equazione  e-*-/// = aò , la  quale  «là 

e=*(a— /)A  = (2— i,5o)Xo,93oi  =s»«m,  465<»5. 

La  sezione  sarà  perciò  un  trapezio  di  cui  la  più  piccola  base  dovrà  avere 
0*",  4(5f>°!>  > la  più  grande  3m,a5535  e l’altezza  o",,t)3oi;  ma  queste  dimensioni 
sono  quelle  della  massa  fluidi»,  e la  profondità  del  Canale  dev' essere  un  poc  » 
più  grande;  gli  si  darà  almeno  im,20,  e allora  la  larghezza  del  fondo  rimaueudo 
n"\465o5,  quella  a livello  del  terreno  sarà  4m»365. 

14.  La  forma  del  trapezio  è,  come  l'abbiamo  detto  , quella  che  più  conviene 
per  » canal»  scavali  nelle  terre,  perchè  essa  riunisce  alla  facilità  della  costruzione 
la  solidità  e l'economia,  ma  essa  non  è capace  di  dare  nel  medesimo  tempo  il 
maximum  della  sezione  e della  dispensa.  Di  tutte  le  figure  isoperimelre,  il  cir- 
colo è quello  che  ha  la  maggior  superficie,  e questa  supeificie  diminuisce  a mi- 
sura che  il  numero  dei  l.iti  del  poligono  regolare  diminuisce.  Segue  lo  stesso  d*  l 
semicircolo  e dei  semi-poligoni  regolari  del  medesimo  perimetro,  la  superficie  del 
circolo  è la  maggiore,  e quella  del  semi-quadrato  è la  minore.  Se  fosse  possibile 
di  costruire  un  canale  di  cui  la  sezione  fosse  un  semi-circolo,  si  avrebbe  nel  me- 
desimo tempo  il  maximum  della  sezione  e della  dispensa;  ina  le  spese  che  sa- 
rebbero necessarie  per  una  simile  costruzione  gli  fanno  preferire  il  semi-qua- 
drato per  tulli  i esiliali  scovali  nel  masso  o rivestili  di  fabbricate  , tali  come  gli 
acquedocci . In  quest»,  abbiamo  dunque  il  maximum  della  sezione  e «Iella  dispensa 
quando  il  rapporto  della  base  all'  altezza  «Iella  sezione  è quella  dei  uuineri  a :». 
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Da  questo  considerazioni  Tediamo  che  il  trapezio  capace  di  dare  la  maggiore 
dispensa  è quello  che,  sopra  una  scarpa  t determinata  dalla  natura  del  terreno, 
contiene  la  maggior  superficie  nel  più  piccolo  perimetro.  Allorquando  la  scarpa 
o pendio  è i */8,  che  è uno  dei  casi  più  ordinari,  bisogna  dare  al  trapezio  una 
larghezza  media  doppia  della  sua  altezza,  perchè  con  un  tal  rapporto  nelle  sue 
dimensioni  vi  è medesima  superficie  e medesimo  perimetro  ammollato  che  un 
rettangolo  della  medesima  altezza  di  cui  la  base  sarebbe  eguale  alla  sua  larghezza 
inedia,  e clic,  per  conseguenza,  darebbe  il  maximum  della  dispensa  e della  se* 
rione.  Infatti,  se  indichiamo  con  h 1’ altezza  del  rettangolo,  la  sua  base  sarà  2/1. 
la  sua  superfìcie  2 A2,  e il  suo  perimetro  ammollato  4 A»  il  trapezio  avendo  per 
altezza  fi  e per  larghezza  media  2 A,  ha  egualmente  per  superfìcie  2/i2  ; quanto  al 


suo  perimetro  ammollato,  se  nell'espressione  generale  del  n.°  2 facciemo  f = i-t-  y. 


e che  si  dia  ad  e il  valore  (2—  t)h  che  risulta  dalla  relazione  =c  aA,  Terrà 

1>=  ( V T ) V [(  ' T )*  *"]  = *' [ J + V?J = ** 

vale  a dire  il  medesimo  valore  che  per  il  jicrimctro  ammollato  del  rettangolo.  In 
lutti  i casi  in  cui  il  pendio  fosse  maggiore  di  1 */s , si  dovrebbe  dunque,  per 
maggior  esattezza,  determinare  il  raparlo  dell'altezza  alla  larghezza  media  del 
trapezio,  in  maniera  da  ottenere  il  maximum  della  sezione  e della  dispensa;  pe- 
rò 1’  uso  è di  conservare  il  rapporto  di  1 : 2 , e questo  è ciò  che  abbiamo  fatto 
nell’  esempio  precedente. 

i5.  Nei  canali  rettangolari,  la  larghezza  dovendo  essere  il  doppio  dell1  altezza, 
possiamo  facilmente  calcolarla  quando  la  massa  dell'  acqua  che  essi  debbono  con- 
durre è data,  poiché  chiamando  x questa  larghezza,  l'area  della  sezione  ha  per 


espressione  — a2,  ed  abbiamo,  per  consrgucnza,  v essendo  la  velocità  e Q la 


dispensa,  — i»arl=:Q,  donde 


Non  ri  arresteremo  a dare  esempi  di  questi  calcoli,  > quali  non  presentano 
alcune  difficoltà. 

iG.  Abbiamo  fatto  osservare  ( n.°  6)  che  la  velocità  dei  diversi  fili  di  un  corso 
d'acqua  era  tanto  maggiore,  quanto  questi  fili  erano  più  lontani  dalle  pareti  del 
« anale,  e che  valutando  la  dispensa  per  il  prodotto  della  sezione  e della  velocità, 
bisognava  impiegare  necessariamente  la  velocità  media  , e non  la  velocità  par- 
ticolare del  tale  o tale  filo.  La  determinazione  di  questa  velocità  media  è per- 
ciò importantissima,  e siccome  non  si  può  misurare  con  facilità  che  la  velocità 
«lei  fili  superiori , sarebbe  necessario  di  conoscere  la  legge  del  decrescimento  che 
provano  le  velocità  partendo  dalla  superfìcie  fluida  fino  al  fondo  del  canale,  per 
poter  valutare  con  certezza  Ja  velocità  media.  Il  Dubuat  ha  concluso,  da  una 
serie  di  eperienze  fatte  con  molla  cura,  che  la  velocità  media  è una  media  pro- 
porzionale aritmetica  fra  quella  della  superficie  e quella  del  fondo , e che  il 
rapporto  di  queste  due  ultime,  interamente  indipendente  dall’altezza  della  se- 
ziono, è tanto  maggiore  quanto  la  velocità  della  superfìcie  è minore.  Ecco  i ri- 
sulta menti  numerici  delle  sue  osservazioni,  disgraziatamente  troppo  poco  nume- 
rose per  essere  concludenti. 
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Sia  V la  velocità  della  superficie,  \>  quella  del  fondo,  e u la  velocità  media. 


v = [ \“  V —o,  i65]  , 
u = (yfv  — o,  o8a)M-o,  006  7. 

Il  signor  di  Prony  ha  ricavato  dall' esperienze  del  Dubuat  la  formula 


V y-t-a,37 
~ V-+-3,  ,33 


che  gli  parve  rappresentare  i fatti  con  maggibre  esattezza.  Ma  egli  pensa  che 
nella  pratica  si  può  ammettere,  con  una  sufficiente  approssimazione 

<1  — o,  8V. 

Dobbiamo  aggiungere  che  la  velocità  V è quella  del  filo  fluido  più  lontano 
<ì«ille  pareli,  o la  più  gran  velocità  delia  corrente.  Questo  filo  nei  canali  regolari 
c quello  del  mezzo  della  superficie,  cd  è ciò  che  si  chiama  il  filo  dell' (tatua. 

§ li.  Del  moto  dell'  acqui  nei  fiumi. 


17.  L'irregolarità  dei  letti  -dea  fiumi  non  permette  di  paragonarla  ai  cana- 
li,  ove  la  velocità  diviene  prontamente  uniforme;  in  questi  il  volume  del- 
l'acqua condotta  è sempre  il  medesimo  , mentre  nei  fiumi  questo  volume  au- 
menta o diminuisce  secondo  le  variazioni  che  il  letto  prova  nel  suo  declivio  e 
nelle  sue  dimensioni  , e ancora  per  1'  effetto  degli  affluenti  che  esso  riceve. 
Allorché  il  declivio  di  un  fiume  dopo  essere  rimasto  costante  per  una  data 
lunghezza,  viene  ad  aumentare  o a diminuire,  la  velocità  aumenta  o diminuisce; 
c siccome  la  larghezza  del  letto  non  cangia  bruscamente,  ne  risulta  che  ned  pri- 
mo caso  P altezza  della  sezione  diventa  minore,  nientreebé  essa  diventa  maggiore 
nel  secondo.  Questi  cangiamenti  di  altezza  seguono  per  gradi , la  superfìcie  flui- 
da prende  una  forma  convessa  quando  il  suo  moto  si  accelera  , ed  una  forma 
roncava  quando  esso  si  rallenta,  di  modo  che  il  filo  dell'acqua,  consideralo 
dalla  sorgente  fino  all1  imboccatura,  presenta  un  seguilo  di  linee  rette  riunite  da 
piccole  linee  curve,  ora  convesse,  ora  concave. 

Se  concepiamo  un  piano  perpendicolare  alla  superficie  fluida  e che  passi  pel 
filo  dell'acqua,  l' intersezione  di  questo  piano  col  fondo  del  letto  offrirà  una 
linea  simile  al  filo  dell'acqua,  vale  a dire  composta  di  parti  rette  e curve,  di 
cui  l’ ineguaglianze  corrisponderanno  alle  ineguaglianze  del  filo  dell'acqua,  ma 
saranno  ancora  maggiori.  La  fig.  2.  della  Tao.  LXXXV  indica  la  differenza 
delle  due  sezioni. 

Si  chiama  contro-declivio  qualunque  inclinazione  di  poca  estensione  opposta 
all' inclinazione  generale  del  letto,  come  sarebbe,  per  esempio,  il  declivio  offerto 
contro  la  corrente  dell'  acqua  da  un  banco  di  pietra  disposto  trasversalmente 
sopra  il  letto  di  un  fiume.  L'acqua,  superandolo  in  forza  della  sua  velocità 
acquistata  , presenta  una  superfìcie  concava  nella  salita  ed  una  superficie  con- 
vessa nella  discesa,  e la  sua  velocità  diminuisce  fino  al  punto  il  più  elevalo  della 
curva,  di  dove  essa  accelerasi  scendendo.  La  resistenza  dell' ostacolo,  unita  alla 
gravità  che  agisce  sopra  le  molecole  fluide  , non  permettendo  a queste  molecole 
di  elevarsi  al  di  sopra  del  piano  generale  «Iella  superficie  del  fiume,  fintanlo 
che  1' ostacolo  è elevato  esso  medesimo  al  «li  sopra  del  piano  generale  del  letto, 
il  filo  dell'acqua  non  può  perciò  mai  avere  un'irregolarità  tanto  grande  quanto 
la  sezione  longitudinale  corrispondente  <1* k letto,  come  lo  abbiamo  fallo  osse*- 
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vare.  In  certi  casi  , gli  ostacoli  clic  Rincontrano  nel  letto  di  un  fiume  prò  lu- 
cono uno  storno  di  una  parte  del  fluido  contro  la  corrente  , questo  è ciò  che 
chiamasi  un  rivolgimento  ( vedi  questa  parola  ). 

18.  Gli  effetti  risultanti  dagli  allargamenti  c dai  ristringi  menti  dei  letti  sono 
simili  a quelli  delle  variazioni  di  declivio.  Quando  il  letto  si  allarga  , V altezza 
della  sezione  diminuisce,  ina  in  un  rapporto  un  poco  minore  dell' aumentazione 
di  larghezza,  perchè  la  velociti*  diminuisce  un  poco  in  seguito  dell1  accresci- 
mento  del  perimetro  ammollalo.  Quando  il  letto  si  ristringe,  l'altezza  dell'acqua 
aumenta  con  la  velocità.  Non  debbiamo  perdere  di  vista  , per  renderci  conto  di 
tutte  queste  variazioni,  il  principio  dello  sgorgo  dei  fluidi  ( vedi  questa  parola), 
che  qui  rammenteremo. 

In  qualunque  massa  fluida  la  quale  si  muove  senta  soluzione  di  continuità , 
possa  un  medesimo  volume  fluido  in  un  medesimo  tempo  , per  ciascuna  delle 
setioni  fatte  perpendicolarmente  alla  direzione  del  moto . 

19.  Le  sezioni  longitudinali  della  superficie  fluida  dei  fiumi  non  sono  le  sole 
che  presentino  delle  parti  curve.  Le  setioni  trasversali  offrono  ancora  una  forma 
che  raciita  di  essere  osservata,  di  cui  la  figura  3 della  Tavola  LXXXV  , può 
dare  un'  idea.  Questa  è una  curva  convessa  di  cui  il  punto  più  elevato  è nel 
filo  dell'acqua,  e di  cui  l'elevazione  respettiva  degli  altri  punii,  i quali  vanno 
decrescendo  egualmente  o inegualmente  verso  ciascuna  sponda,  è tanto  maggiore 
quanto  i fili  corrispondenti  hanno  una  maggiore  velocità. 

uo.  La  determinazione  della  velocità  media  di  un  fiume  presenta  grandi 
difficoltà,  che  siamo  lontani  dall'avere  completamente  superale.  Allorché  il 
fiume  presenta  un  declivio  assai  uniforme  ed  un  letto  assai  regolare,  sopra  una 
lunghezza  assai  considerabile  , mille  metri  almeno  , perchè  si  possa  , in  questa 
estensione,  paragonarla  od  nn  canale,  si  deve  premiere  il  profilo  di  più  sezioni, 
misurare  il  declivio  con  molla  cura  e dedurne  i valori  medii  di  S e di  P,  i 
quali  faranno  conoscere  la  velocità  cercata  sostituendoli  nella  formula  (3)  del  11. 0 10. 
Questo  processo  per  quanto  sia  approssimativo,  quando  può  essere  impiegato  , è 
superiore  «Ile  misure  «lire! le. 

Allorquando  le  località  non  offrono  la  riunione  delle  circostanze  che  abbiamo 
indicale,  si  misura  la  velocità  della  corrente  per  mezzo  di  ceri»  (strumenti  chia- 
mati idrometri  ( vedi  questa  parola),  «lei  quali  ci  limiteremo  qui  a descrivere  il 
più  semplice.  Che  s' immagini  un  piccolo  pezzo  di  legno,  o qualche  altro  corpo 
•li  una  gravità  specifica  quasi  eguale  a quella  dell'acqua  , situato  sopra  il  filo 
dell’  acqua  o sopra  il  più  forte  della  corrente  e abbandonato  a se  medesimo. 
Trasportato  dal  moto  dell*  acqua  , questo  galleggiante , che  così  chiamasi  , non 
tarila  ad  acquistare  una  velocità  eguale  a quella  del  fluido  che  lo  circonda , e se 
allora  si  osserva  lo  spazio  che  esso  percorre  in  un  dato  tempo,  potremo  determi- 
nare questa  velocità  con  una  sufficiente  esattezza. 

I galleggianti  non  possono  far  conoscere  che  la  velocità  del  filo  dell' acqua, 
poiché  essi  non  si  manterrebbero  nella  direzione  necessaria  se  si  mettessero  sopra 
altri  fili;  ma  esistono  degli  idrometri  con  i quali  si  misura  la  velocità  di  un 
punto  qualunque  della  sii|>erficie  fluida,  ed  « 1 1 ri  che  sono  destinali  a misurare  le 
velocità  al  di  sotto  della  superficie.  Vedremo  alla  parola  Idrometro  la  serie  delle 
operazioni  che  esige  la  determinazione  della  velocità  media  di  un  fiume  per 
mezzo  di  questi  iiistrumvnli. 

ai.  La  conoscenza  della  velocità  media  di  un  fiume  c principalmente  necessa- 
ria per  determinare  il  volume  d'acqua  che  esso  conduce  o per  statare  il  corso 
dell'acqua.  Questo  volume  è eguale  al  prodotto  della  velocità  media  di  una  se- 
zione per  la  »ua  area. 

J^i  sizza  tura  dei  piccoli  corsi  d’acqua  si  effettua  in  una  miniera  molto  pivi 
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semplice  cou  una  cateratta  die  con  le  misure  idrometriche , alle  quali  non  ab- 
biamo fin  qui  avuto  ricorso  che  per  alcuni  fiumi.  Questo  processo  consiste  a 
chiudere  la  corrente  con  un  tramezzo  di  piante,  sopra  1*  altezza  dei  qnale  si 
pratica  un  diversivo  o apertura  rettangolare  la  di  cui  soglia  deve  avere,  al  di  so- 
pra del  fondo  del  letto,  un'altezza  tale  che  la  grossezza  dell'onda  fluida  che 
sgorga  sia  almeno  di  io  centimetri.  Le  formule  dello  sgorgo  dell'acqua  per  mez- 
zo dei  diversivi  fanno  allora  conoscere  la  dispensa  , con  l'aiuto  delle  dimensioni 
del  diversivo  e dell'altezza  misurata  dalla  superficie  della  corrente  al  di  sopra 
della  soglia.  Vedi  Sgorgo  dei  fluidi. 

22.  Gli  affluenti  o corsi  d'  acqua  i quali  si  perdono  in  un  fiume  principale 
fanno  variare  il  volume  dell'acqua  che  esso  conduce.  Questo  volume  aumenta 
necessariamente  al  di  sotto  della  congiunzione  , dimodoché  la  dispensa  non  è la 
medesima  per  tutte  le  sezioni  del  fiume  se  non  che  quando  non  si  IroFa  al- 
cun affluente  sopra  la  lunghezza  ove  esse  sono  prese.  Questa  dispensa  varia  inol- 
tre per  tutte  le  cause  che  l'anno  variare  le  sorgenti  ali  menta!  rici  , e dobbiamo 
ili  più  distinguere  i diversi  casi  delle  alle,  delle  medie  e delle  basse  acque  , le 
quali  hanno  luogo  nelle  diverse  stazioni  dell'  anno. 

Si  dice  che  la  velocità  di  un  fiume  è debole;  quando  essa  è al  di  sotto  di 
o"*,5o  per  secondo,  e che  essa  è grandissima,  quando  supera  due  metri.  La  velo- 
cità ordinaria  si  stima  da  om,6o  a o^.qo.  Quella  della  Senna,  Delle  vicinanze  di 
Parigi,  è mediamente  de  o"*,6o  a om,55.  La  velocità  del  Rodano  e della  Duran- 
za  elevasi  fino  a 4 metri  nelle  forti  crescenze.  La  dispensa  della  Senna  , sopra 
una  larghezza  media  di  i3o  metri  ed  una  profondità  di  im,5o,  è di  circa  i3o 
metri  cubi  d’  acqua  per  secondo. 

§ III.  Dhl  moto  dbll'  acqua  rei  condotti. 

a3.  Si  chiama  condotto  un  seguito  di  tubi  uniti  esattamente  gli  uni  agli  altri 
il  quale  serve  a condurre  l’acqua  da  un  luogo  a un  altro.  Per  esaminate  il  molo 
dell'  acqua  nei  condotti , considereremo  prima  di  tutto  il  caso  di  un  solo  tubo 
leltilineo  e di  un  medesimo  diametro  in  tutte  le  sue  parti. 

Sia  perciò  BD  ( Tav . LXXXV  ,Jig.  4),  un  tubo  inclinato  che  riceve  per  la 
apertura  superiore  EB  l'acqua  da  un  serbatoio  M,  e la  versa  per  la  sua  apertura 
inferiore  CD.  La  velocità  dello  sgorgo  in  CD  la  dovremo  a due  forze  distinte; 
1'  una  proveniente  dalla  pressione  che  la  massa  fluida  del  serbatoio  esercita  in 
EB,  e l'altra  dalla  porzione  della  fona  assoluta  della  gravità  che  si  sviluppa 
sul  piano  inclinato  BC;  vale  a dire  che  il  fluido  entra  in  EB  animalo  da  una 
velocità  dovuta  all' altezza  AE  oCF,e  che  questa  velocità  si  aumenta  di  tutta 
quella  che  potrebbe  acquistare  dalla  sola  altezza  t D , se  le  molecole  fluide  co- 
minciavano a scendere  in  EB  senza  alcuna  velocita  autecedentemenlc  acquistata. 
Là  velocità  finale  delio  sgorgo  ha  dunque  luogo  in  virtù  della  somma  delle  due 
altezze  GF-*-FD,  o semplicemente  dell' altezza  GD  della  superficie  del  serba- 
toio al  di  sopra  dell'orifizio  di  sgorgo.  Indicheremo  cou  H quest’  ultima  altezza  , 
che  li  chinina  la  carica  del  condotto . 

Se  le  pareli  del  tubo  uon  preseniasiero  alcuna  resilienza  al  molo  dell’ acqua, 
questo  molo  dorrebbe  continuamente  accelerarsi,  e la  selociU  »'  di  uscita  sa- 
rebbe ( Vedi  Sooaoo ) 

/=  y 2 g h . - 

Ma  non  segue  niente  affatto  cosi:  nei  condotti,  come  nei  canali  , il  moto  di- 
scola seusibilraeulc  uniforme  »d  un»  piccolissimi  distane»  dalla  sua  origine,  di- 
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modorhè  la  velociti  di  uscita  non  è mai  quella  che  corrisponde  a tutta  V allei- 
la H.  Chiamiamo  o la  velocità  reale  di  uscita  ed  /<  1'  allena  alla  quale  essa  sa- 
rebbe dovuta , avremo 


/(  = 


u» 

“ 1 


e per  conseguenza 


aS 


tara  la  poriiooe  di  altezza  assorbita  dalla  resistenza  e rappresenterà  questa  re- 
sistenza. 

Ora,  la  resistenza  proveniente  dall'  azione  delle  pareti  è proporzionale  a tutta 
la  superfìcie  interna  del  tubo:  poiché,  nel  caso  che  esaminiamo,  lo  sgorgo  si  la 
a tubo  pieno  (se  non  fosse  così,  il  condotto  sarebbe  un  semplice  canale);  di  pira 
essa  c proporzionale  al  quadrato  della  velocità,  più  una  frazione  della  semplice 
velocità,  e,  finalmente  essa  è in  ragione  inversa  dell'area  della  sezione.  Se  in- 
dichiamo perciò  la  lunghezza  del  condotto  con  L,  con  S la  sua  sezione  , con  F 
il  perimetro  ammollalo  e con  1 e B due  coefficienti  costanti  da  determinarsi 
dall’  esperienza,  la  superficie  interna  del  tubo  sarà  LP,  ed  avremo  per  l’  eapres- 
sionc  della  resistenza  j' 


A -g-(s**-t-Bi>), 


il  che  ci  darà  F equazione  fondamentale 

o»  LI* 

Il = A (^-é-Be)  ....(«), 

g =• 

Il  signor  di  Pronj  ha  ottenuto,  per  i coefficienti  A c B,  i valori 
A ss  o,ooo3j85;  B=o,o4<j8; 

ma  il  signor  d'Aubuisson,  combinando  dell' esperienze  più  recenti,  trova 
A = o,  ooo34a5  ; R = o,o55. 

Per  quest'  ultimi  valori , I'  equazione  fondamentale  diventa 


Il =o,ooo34»5 

iS 


LP 


(o*-t-o,  o55e  ) 


<7>- 


Per  rendere  quest'equazione  più  facilmente  applicabile  ai  casi  particolari,  os- 


serveremo che  se  indichiamo  con  D il  diametro  dei  tubi,  avremo  S=—  rD1, 

4 

P=~I);  7r  csseodo  il  rapporto  della  circonferenza  al  diametro  o il  numero 
3,  i/Ji5agG.  Sostituendo  questi  valori,  come  pure  quello  di  g,  verrà 

li— o,  oSio*  =o,ooi  37  ^ (o*-H>,  oo55e) , ....  (8); 

equazione  che  farà  conoscere  una  qualunque  delle  quattro  quantità  H,  L,  D,  i>, 
allorché  le  tre  altre  saranno  date. 

34.  La  dispensa  essendo  il  più  ordinariamente  una  delle  quantità  date  o cer- 
cate nelle  questioni  relative  al  moto  dell'acqua  nei  condotti , é utile  di  farla  cn- 
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trare  nell'  equazione  (6) , com  che  non  presenta  reruna  difficoltà  poiché  chiaman- 
dola Q,  si  ha  Q=s>S,  o Q = — rroD*,  il  che  dà  »=i,273-pj  . 

Sostituendo  questo  ralore  di  v nell'equatione  (7),  viene 

H—o, 08264  jjj- =°,oo22i  ^4(Q*-+-°.°43aQD1)  . (9), 

equazione  che  contiene  la  soluzione  (li  tatti  i problemi  pratici.  Se  ne  ricava  per 
il  valore  di  Q 

0,0216  /(  45o, 2HD*  / o,oai6LDl\»l 

Q = — L-t-37,aD  V | L+37,20  V L-t-37,aD  ) J'  ' ' <lo)' 

Quanto  a quello  di  D,  r.be  spesso  è la  quantità  da  determinare,  bisogna  risol- 
vere l’equazione  (6)  rapporto  a D,  riportandola  alla  forma  ilo) 

LO  O»  LO» 

DS 0,00009574  -jj-  D*  — 0,0826  g D 0,00223  -yp  =0. 


Possiamo,  ci  sembra,  ahbreriare  i calcoli  della  determinaiione  di  Q risolvendo 
prima  l'equazione  (8)  rapporto  a e,  il  che  dà 

0,02751.  /J  729.92HD  _ ( o,o275L  y) 

L-t-37,aD  V ( L-r-37,2D  V L-t-37,2D)  } '•  ( 

mentre  il  valore  di  v una  volta  conosciuto,  si  ha  quindi 

Q = o,  7854^1)*. 

25.  Tutte  queste  espressioni  diventano  molto  più  semplici  quando  la  velocità 
supera  om,6o,  perchè  la  resistenza  è allora  sensibilmente  proporiionale  al  qua- 
drato della  velocità,  il  che  permette  di  trascurare  il  termine  Bv>  dell’  equazione 
fondamentale  (6);  abbiamo  allora  dall’ esperienze  del  Couplet 

hi)* 

H— o,o5ioas=; o,ooi435  —jj  . . . . (12), 
e in  funzione  di  Q 

H-o, 08274  yjj- =0,002326  (i3); 


il  valore  di  Q è semplicemente 

q=2o,73  V[r5w]--(,4)- 

26-  Il  termine  37, aD  essendo  pìccolissimo  paragonato  ad  L,  nei  grandi  condotti 
possiamo  trascurarlo,  come  pure  il  secondo  termine  sotto  il  radicale , ed  abbiamo, 
con  una  sufficiente  approssimazione,  per  le  piccole  velocità 


Q = D»£  — 0,0216  + 21,22 

Diz.  di  Mat.  rei.  Ili. 


(■5), 

a3 


Digitized  by  Google 


178 

e per  le  gremii 


COR 


Q=ao,S^,i5.‘....CC). 

a;.  Daremo  alcuni  esempi  d'  applicazione. 

ESEMPIO  I. 

Si  domanda  qual  volume  d'  acqua  somministrerà  un  condotto  di  i$5o  metri 
di  lunghetta  e o"*,a5  di  diametro,  tolto  una  carica  di  5”*,3a. 

Abbiamo  in  questo  caso  D = o"",a5,  tisico  e H = 5"*,3i.  Cosi 

L-t-37,2D  = i45g,  3. 

Sostituendo  questi  valori  nell' espressione  della  velocità  (n),  viene 

„ o,0275X>45o  / J 729,92X5,32X0,  25  t / o,o275Xi45o\»  | 

.459,3  VI  7^1  h V .459,3  ) f ; 

donde,  dopo  tutti  i calcoli  fatti,  0=20,788796.  Si  ha  dunque 

Q = 0, 78879GX0,  7854X(o,  a5)‘  = 0,03873. 

Cosi  la  dispensa  domandata  è di  om,o3872.  Impiegando  la  formula  approssima- 
tiva  (.5),  ai  sarebbe  trovalo  om,.388a;  la  formula  (.6)  darebbe  o,o3843. 

ESEMPIO  II. 

Si  domanda  il  diametro  di  un  condotto  di  800  metri  di  lunghetta  il  quale 
sotto  una  carica  di  a metri,  deve  condurre  om,o5. 

Abbiamo  H = a,  L = 8oo,  Q=o,  o5;  mettendo  queste  quantità  nell' equa- 
zione (10),  essa  diviene,  dopo  le  riduzioni 

D*— 0,00.920* — 0,0000980— 0,00222=  o. 

Per  ottenere  una  prima  approssimazione,  trascuriamo  il  secondo  e il  terzo  ter- 
mine, avremo 

s 

D=V 0,00222  za  0,395, 

valore  troppo  piccolo,  perchè  sostituendolo  invece  di  D nell’  equazione,  il  primo 
termine  ai  riduce  a 0,000.82.  Facendo  D = o,2g5-t-<  ed  applicando  il  metodo 
del  Newton  ( Vedi  Appaossisaz.oaa) , otterremo  «=0,00496,  donde  D = o,agg6. 
Il  diametro  cercato  è perciò  om,  3,  limitandone  l'approssimazione  ai  millimetri. 

28.  Allorquando  le  velocità  sono  al  di  sopra  di  om,6o , possiamo  ottenere  as- 
sai facilmente  il  valore  di  D ricavando  questa  quantità  dall' espressione (.6)-,  ab- 
biamo allora  • 

\ 

s 

D = 0,298  v/J'5* 
v H 

Impiegando  quest’  ultima  formula,  avremmo  trovato  immediatamente, 
valore  che  sensibilmente  non  differisce  dal  precedente. 
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ai).  In  tutto  ciò  che  precede,  abbiamo  lupposto  che  lo  (gorgo  ii  effettuasse  ila 
un’ estremiti  aperta  del  condotto;  ma  ordinariamente  quest’  estremità  sono  ter- 
minate da  orifìlii  più  stretti  del  tubo,  o da  chiari,  e allora  la  velocità  del  flui- 
do alla  sua  uscita  non  è più  la  medesima  che  nel  condotto.  Se  indichiamo  per 
V la  velocità  di  uscita  per  un  orifizio  o per  un  tubo  qualunque,  la  porzione 
della  carica  assorbita  dalla  resistenza  diverrà. 

H— o,o5t  V*, 

nel  mentre  che  la  resistenza  delle  pareti  sarà  sempre  funzione  della  relocilà  v 
che  ha  luogo  nell' interno,  e non  cesserà  di  azere  per  espressione 

0,00137  (s>*-t-o,o55v), 

dimodoché  l'equazione  fondamentale  diventerà 

H — o,  o5 1 V*  :=  o,  00137  ^ (u*+o,  o55k  ) . 

Ora  , per  il  principio  rammentalo  nel  ( n."  18),  le  velocità  sono  in  ragione 
inversa  delle  sezioni  : così,  indicando  con  d il  diametro  dell’  orifizio  e per  m il 
coefficiente  di  contrazione  che  vi  si  applica  (Vedi  Sconco),  abbiamo. 

V:fs'-»D1:-s  md1 , 

4 4 

donde 


e sostituendo  invece  della  velocità  s>  la  dispensa  Q , 


Sostituendo  qnesto  valore  nella  precedente  equazione,  otterremo  per  l'equa- 
zione generale  del  moto 

04  L 

H— o,  o8a64  t t-  = 0,  oomi  (Q»-t-o,o}3aQD»)  . . .(17). 

Per  le  velocità  al  di  sopra  di  o",6o,  quest’equazione  si  riduce  a 
O»  LO» 

11=0,0816—5-^=0,00133  . . . (18). 

Se  ne  ricava  successivamente 
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io.  L’  Jppl  ic.tiione  di  quote  formule  ai  coi  particolari  non  presentando  al- 
cuna difficolti,  ci  contenteremo  di  presentarne  un  solo  esempio. 

Si  domanda  la  dispensa  che  avrà  luogo  da  un  tubo  cilindrico  adattato  at- 
/'  estremità  di  un  condotto  lungo  1200  metri  e di  un  diametro  di  om,2,  sotto 
una  carica  di  6m , il  diametro  del  tubo  essendo  di  om,  01 . 

Abbiamo  11  = 6,  D = o , a,  L = iaoo,  d = o,oi  , e il  coefficiente  di  contra- 
zione dei  tubi  cilindrici  è 0,82.  Questi  valori  danno 

3547-^JT=,688°47. 


quindi 


5X(Qi»)‘ 

1200-4-1688047 


]= 


Om  ,00231. 


La  dispensa  del  tubo  aperto  sarebbe  stata  om,o82f>75. 

11  Sigaor  d’  Aubuisson  ha  osservato  che  quando  il  diametro  del  tubo  supera 
dalia  metà  il  diametro  del  condotto,  la  dispensa  non  differisce  che  di  pochissimo  da 
quella  che  avrebbe  luogo  lasciando  il  condotto  interamente  aperto.  Nel  caso  del 
quale  ci  occupiamo,  troveremmo  D = om, 078^16  facendo  <f=;om,  12  ; ma  pare  che 
la  differenza  sia  ancora  minore  in  pratica  che  in  teorica , poiché  adattando  diversi 
tubi  ad  un  medesimo  condotto  di  om,o5  di  diametro  sopra  4a4w  ^ lunghezza, 
il  signor  d’  Aubuisson  ha  ottenuto  i seguenti  risultamene  : 


Dispensa  con  un 

tubo  di  om,  01  . . 

. . 0,000822 

jd. 

a 

0 

0 

. . 0,001 58 1 

n. 

id.  . . 0 ,o3  . . 

. . 0,001720 

Id.  senza 

tubo 

. . 0,001722. 

3i.  Ci  resterebbe  da  esaminare  il  caso  dei  condotti  che  presentano  dei  gomiti, 
e dei  ristringimenti , vale  a dire  delle  parli  di  minor  sezione  nella  loro  esten- 
sione; ma  le  particolarità  che  esigerebbe  quest'esame  supera  i limiti  della  no- 
stra opera,  c dobbiamo  rimandare  ai  trattati  d'idraulica.  Faremo  solamente  os- 
servare in  una  maniera  generale  che  qualunque  causa  che  porti  tanto  un  cangia- 
mento di  direzione  nel  moto  dell'acqua,  quanto  un  accelerazione  di  velocità  per 
costringerla  a passare  da  una  sezione  più  stretta,  assorbisce  sempre  una  data  parte 
della  carica  totale.  I gomiti  rotondi  o curvilinei  non  hanno  che  pochissima  in- 
fluenza sopra  la  velocità  finale,  nel  mentre  che  i gomiti  spezzali,  come  lo  sa- 
rebbe un  gomito  rettangolare  la  diminuiscono  considerabilmenle.  E dunque  ira* 
portantissimo  di  evitare  gli  angoli  nei  condotti.  Quanto  ai  ristringimenti  ed  ai 
rigonfiamenti,  raramente  ne  dobbiamo  tener  conto,  perchè  un  condotto  ben  co- 
struito non  deve  presentarne  alcuno. 

Quando  1’  acqua  sgorga  da  un  serbatoio  in  nn  condotto  principale  o da  questo 
in  una  riunione  di  condotti , vi  è sempre  contrazione  della  vena  fluida,  e se  non 
ne  abbiamo  parlato  fin  qui,  ciò  dipende  perchè  il  suo  effetto  è compreso  net 
coefficienti  dell’  equazione  fondamentale.  Allorché  si  tratterà  di  un  condotto  se- 
condario, l'effetto  della  contrazione  si  troverà  similmente  compreso  nella  deter- 
minazione della  sua  carica,  dimodoché  c inutile  di  considerarlo  in  particolare. 

Tutte  le  formule  precedenti  riportandosi  ad  un  condotto  perfettamente  unito 
sopra  tutta  la  sua  superficie  interna,  non  dobbiamo  riguardare  i risultamene  nu- 
merici che  esse  danno  che  come  approssimazioni,  e gl*  ingegneri  sono  in  uso  di 
diminuire  di  un  terzo  il  coefficiente  della  dispensa.  Cosi , quando  vorremo  sta- 
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bilire  un  condotto,  dovremo  determinare  ! diametri  ntll'ipolesi  che  la  dispensa 
sia  di  nn  terzo  piò  grande  delta  dispensa  reale.  Se  abbiamo  , per  esempio,  una 
dispensa  reale  di  om,  roo,  metteremo  nelle  formule  o”,  i5o.  Egualmente,  se  cal- 
colando nna  dispensa  le  troviamo  teoricamente  di  o™,  aio,  non  dovremo  contare 
che  sopra  una  dispensa  reale  di  */,  (o, aio)=>o,  i^o. 

3a.  Qualunque  acqua  corrente  sia  in  un  canale,  in  un  fiume  o in  un  con- 
dotto, è animata  da  una  forza  motrice  che  possiamo  impiegare  purché  le  mac- 
chine facciano  ciò  che  debbano.  Non  abbiamo  in  quest'  articolo  esaminato  che  le 
circostanze  del  moto  dell’acqua;  non  essendu  questo  il  luogo  da  considerare  que- 
sto fluido  come  motore. 

Le  opere  da  consultare  sopra  le  acque  correnti  sono.  Hydrodynamique  di 
Bossut;  Architecture  hydraulique  di  Belidor,  con  le  note  del  Navier.  Nouvelle 
Architecture  hydraulique  del  Prooj;  Principe s d' hydraulique  del  Dubuat  ; Es- 
sai sur  le  mouvement  des  eaux  courantes  del  Belanger  ; Hydrotechnie  del  Punk; 
Idraulica  del  Venturoli;  Hydraulique  des  inginieurs  del  .d’ Aubuisson. 

CORRISPONDENTI  (Astron.).  Si  dicono  alt  me  corrispondenti  le  due  altezze 
eguali  di  un  medesimo  astro  al  di  sopra  dell'orizzonte,  osservale  l'una  all'oriente 
e l’altra  all’occidente  per  concluderne  l'istante  preciso  del  passaggio  di  que- 
st’ astro  al  meridiano.  Vedi  Alt  azza  cokbisposdbsti  , e Passacelo  al  uebidibho. 

CORSIERE  (Idraul.).  Canale  di  legno  o di  pietra  che  contiene  e dirige  una  cor- 
rente d'  acqua.  Si  adopra  particolarmente  per  alimentare  le  ruote  idrauliche. 
Vedi  Acqua. 

CORTINA  (Fortijicaùone).  Massa  di  terra  rivestita  esternamente  di  un  muro,  e 
che  ha  per  oggetto  di  congiungere  due  bastioni  in  modo  da  formare  un  ricinto 
forti  Reato  e continuo.  Vedi  Foanric Azione. 

CORVO  (Astron.).  Costellazione  meridionale  composta  di  nove  stelle  nel  catalogo 
britannico:  trovasi  rammentata  dagli  scrittori  coi  diversi  nomi  di  Corvus , Phoe- 
bejus  ales , Avis  pomplina,  Alee  Jicarius,  Garrutui  proditor:  il  suo  nome  ara- 
bo è Gorab  o Al-gourah.  Vogliono  alcuni  che  questa  costellazione  rappresenti 
il  corvo  che  Apollo  condannò  ad  una  eterna  sete-  Altri  credono  che  sia  quel 
corvo  che  rivelò  ad  Apollo  l' infedeltà  di  Coronide.  La  vittoria  che  Valerio  Cor- 
vino dovette  ad  un  corvo  ha  fatto  dare  a questa  costellazione  1’  epiteto  di  pom- 
ptina , perchè  tal  vittoria  fu  riportata  presso  le  paludi  pontine.  Questa  costella- 
zione annunziava  il  solstizio  col  suo  tramonto  eliaco.  La  stella  principale  del 
Corvo  è di  terza  grandezza. 

COSECANTE  (Geom.).  Si  chiama  cosecante  di  un  arco  o di  un  angolo,  la  secante 
del  complemento  di  quest’arco  o di  quest’angolo.  Cosi  la  cosecante  di  un  an- 
golo di  3o*  è la  medesima  cosa  che  la  secante  dell'angolo  di  6o*,  complemento 

del  primo  : In  generale  — r indicando  il  quarto  della  circonferenza  del  circolo 
il  di  cui  raggio  è i , e y un  arco  minore  di  — ir , si  ha 


cosecante  ? = secante 


)• 


Vedi  Complemento  e Secante. 

COSENO  (Geom.).  Si  chiama  così  il  seno  del  complemento  di  nn  arco  o di  un 
angolo.  Vedi  Complemento  e Seno. 

COSICA.  Regola  cosica  , nome  col  quale  i primi  aotori  italiani  indicarono  l1  al- 
gebra, fino  dalla  sua  introduzione  in  Europa.  È mollo  probabile  che  questa  de- 
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nominazione  venisse  dalla  parola  cosa  , che  eni  davano  s\Y Incognita  del  pro- 
blema. 

COSMICO  (Astron.).  lì  levare  e il  tramonto  cosmico  di  una  «Iella  ba  luogo  quan- 
do la  stella  ti  leva  o tramonta  nel  momento  in  cui  «i  leva  il  iole.  Vedi  Levare 
e Tramohto. 

COSMOLABIO  (Astron.).  Antico  alrumento  di  matematiche,  atsai  somigliante  al- 
l’astrolabio. Serviva  a prendere  le  altezze  e a rappresentare  i circoli  della  «fo- 
ra ; ma  da  molto  tempo  non  è più  in  uso. 

COSPIRANTI  ( Mec.  ).  Le  potenze  cospiranti  tono  quelle  che  agiscono  in  direzioni 
le  quali  non  sono  opposte  e che,  per  conseguenza  , concorrono  a produrre  un 
effetto.  Vedi  Forza  e Moro. 

COSSALI  (Pietro),  uno  de’ più  illustri  matematici  italiani  del  pastaio  secolo, 
nacque  il  29  Giugno  1748  in  Verona  da  nobile  famiglia.  Fece  con  molto  succes- 
so i suoi  primi  studj  presso  i gesuiti,  e tale  fu  il  suo  attaccamento  pei  maestri 
e la  sua  inclinazione  al  ritiro,  che  volle  vestire  l'abito  di  Sant’  Ignazio  ; se  non 
che  dovette  non  molto  dopo  deporlo,  non  potendo  le  disposizioni  del  suo  corpo 
reggere  a sì  rigida  disciplina.  Tornato  in  seno  della  sua  famiglia,  proseguì  collo 
stesso  ardore  i suoi  studj,  e postosi  sotto  la  direzione  di  un  dotto  cherico  rego- 
lare teatino  di  Napoli,  si  diè  tutto  alla  filosofìa  e alle  matematiche,  prendendo  a 
guida  le  opere  del  Volfìo.  Le  scienze  profane  non  lo  distrassero  però  da’  suoi 
pensieri  religiosi  , e non  andò  molto  che  prete  in  Milano  1’  abito  di  cherico  re- 
golare teatino,  la  cui  regola  meno  rigorosa  meglio  conveniva  al  suo  carattere. 
Tornato  iu  breve,  nel  1778,  alla  patria  si  occupò  interamente  a dar  lezioni  di  fi- 
losofìa, di  geometria  e di  fìsica,  delle  quali  scienze  seppe  inspirare  il  gusto  ne’suoi 
concittadini  che  in  folla  accorsero  ad  ascoltarlo. 

La  celebre  scoperta  degli  aerostati,  avvenuta  in  quel  tempo,  richiamò  l’atten- 
sione  del  Corsali,  che  il  primo  porse  a Verona  lo  spettacolo  dell’ascensione  di 
una  di  queste  macchine,  e ne  diede  una  compiuta  spiegazione  in  un  opuscolo 
intitolato:  Sull  equilibrio  interno  ed  esterno  delle  macchine  aereostatiche , 
Verona,  1781),  uno  dei  migliori  scritti  che  sieno  comparsi  su  tale  argomento.  De 
quell'epoca,  pubblicò  quasi  in  ciascun  anno  delle  importanti  memorie  sopra  pro- 
blemi di  geometria  e di  fìsica,  che  illustre  resero  il  suo  nome  fra  i dotti  italiani. 

Nel  1787  il  duca  di  Parma  gli  conferì  la  cattedra  di  fisica  generale  ncll’uuiver- 
sità  di  quella  città,  e nel  1791  lo  nominò  professore  di  astronomia , meteorqlogia  e 
idraulica.  Nel  tempo  che  occupò  quest’  ultima  cattedra,  dall’  1791  al  1804  , pub- 
blicò ogni  anno  delle  Effemeridi  astronomiche  pel  ducato  di  Parma,  che  ren- 
der seppe  pregiatissime  , per  molti  e interessanti  articoli  di  che  le  arricchì:  tra 
questi  si  distingue  nel  volume  del  1793  una  sfera  armillare,  superiore  a tutte  le 
altre  onde  s'era  fatto  uso  sino  a quel  momeoto,  per  dimostrare  i fenomeni  cele- 
sti; in  quello  del  i8o3  si  trova  un'eccellente  analisi  delle  osservazioni  fatte  da 
Piazzi  e da  Olbers  per  determinare  la  grandezza  dei  pianeti  di  Cerere  o di  Pal- 
lade.  Tali  lavori  e tali  occupazioni  non  impedirono  all'  infaticabile  Costali  di 
terminare  in  quel  medesimo  tempo  la  sua  Storia  critica  dell'origine , trasporto  in 
Italia  , e primi  progressi  in  essa  dell' algebra,  Parma,  «793*97,  a voi.  in-4,  opera 
immensa,  che  Delambre  riguarda  come  una  di  quelle  che  maggiormente  onorano  i 
matematici  del  secolo  XV III.  Per  comporla  non  vi  voleva  meno  della  pazienza 
instancabile,  e del  profondo  ed  esteso  sapere  del  Costali,  che  dovè  immergersi 
nel  penoso  studio  non  solo  degli  scritti  degli  antichi  Greci,  ma  di  quelli  pure 
di  Leonardo  da  Pisa,  di  Luca  Paccioli , del  Tartaglia,  del  Cardano,  ec.  ; se  non 
che  il  frutto  che  ne  raccolse,  l’aver  cioè  rivendicato  all’Italia  l’onore  di  non 
poche  scoperte,  1’  avere  schiarito  parecchi  punti  controversi  della  storia  delle 
matematiche , l’avere  rilevalo  tarj  errori  del  Montucta , dovè  esser  larga  ricora- 
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perni  Ji  ogni  sui  filici  » lui  che  nuli’  altro  ricercava  che  il  progresso  della 
scienza  e l’ onore  della  patria.  Quantunque  occupato  in  tanti  e al  importanti 
lavori  s'impegnò  nello  stesso  tempo  in  varie  dispute,  nelle  quali  però,  e special- 
mente  in  quella  che  ebbe  col  celebre  Lorgna,  non  mantenne  quella  tranquillità 
di  ragionamento  e quella  urbanità  che  indispensabili  sono  per  rendere  proficue 
le  dispute  letterarie  e scientifiche. 

Gli  avvenimenti  politici  lo  indussero  nel  i8o5  ad  allontanarsi  da  Parm^  e a 
ritirarsi  di  nuovo  a Verona,  ove  i suoi  concittadini  furono  solleciti  a valersi 
de’ suoi  lumi  offerendogli  il  posto  di  professore  di  matematiche,  e incaricandolo 
di  provvedere  co’  suoi  consigli  alle  occorrenze  idrauliche  di  quella  provincia  : ma 
non  potè  a lungo  esercitare  tali  ufizj,  essendo  stalo  chiamato  nell'anno  seguente 
1806  dal  governo  italiano  a coprire  la  cattedra  di  calcolo  sublime  oell'univer- 
sitk  di  Padova,  e rivestito  ancora  del  titolo  d'ispettore  generale  onorario  delle 
acque  e strade.  Attese  a soddisfare  con  zelo  e con  assiduità  veramente  esem- 
plare ai  doveri  del  suo  posto,  ni  pago  di  ciò,  s’impose  l'obbligo  di  sublimare 
il  merito  e le  opere  di  alcuni  illustri  italiani  presentando  negli  Elogi  deilo  Stel- 
iini, del  Poleni  e del  Lagrange  no' elegante  analisi  dei  lavori  di  questi  sommi. 
Era  uno  dei  quaranta  della  Società  Italiana,  alla  quale  diede  molte  memorie  di 
fisica  e matematica,  ed  oltre  parecchie  altre  accademie  lo  annoverava  tra  i suoi 
l’ Istituto  Italiano  delle  Scienze  ed  Arti.  Benché  avesse  sortilo  dalla  natura  una 
complessione  robusta,  l'intensità  del  lavoro  giunse  a logorare  la  sua  salute,  cosicché 
nel  ao  Dicembre  i8t5  dovè  soccombere  alla  violenza  di  un  umore  ostico  podagroso 
che  da  alcuni  anni  lo  travagliava  minacciandone  spesso  la  vita.  L’  università  di 
Padova  gli  fece  celebrare  magnifici  funerali,  ed  a Verona  nella  chiesa  di  Santa 
Anastasia  fu  posto  il  suo  busto  io  marmo  con  onorevole  iscrizione. 

Oltre  gli  scritti  rammentati  di  sopra , abbiamo  del  Costali  le  seguenti  opere 
matematiche:  I Discorso  astronomico  sull'  ccclissi  dell'anno  1791;  II  Disser- 
tazione sull'  assoluta  irriducibilità  del  binomio  cubico , in  risposta  al  quesito 
analitico  proposto  dall'  Accademia  di  Padova  nel  1781,  Verona,  1783,  in-4  ; 
III  Quattro  lettere  apologetiche  deW  analisi  algtbraica  contro  il  Nicolai , 
inserite  nel  così  detto  Giornale  dei  confini  d'  Italia , per  l’anno  1783;  IV 
Controversia  analitica  tra  il  sig.  Lorgna  ed  il  giornalista  di  Pisa,  decisa  col 
fatto,  aggiuntovi  l'  esame  logico  di  un  logico  principio  del  sig.  Lorgna , base 
della  sua  apologia,  1 786  ; V Particularis  melhodus  de  cubicarum  equationum 
solutione  a Cardano  luci  tradita-,  VI  Scrittura  a favore  de' signori  Oppici  nella 
lite  idraulica  colla  signora  M.  Dorotea  Pallavicini  Fidoni  pel  trasporlo  del 
canale  di  Bassetto  in  Polesine;  VII  Trattato  sopra  le  figure  isoperimetre  ; 
Vili  Soluzione  generale  del  problema  di  determinare  la  capacità  di  una  botte 
circolare  con  fondi  eguali  o diseguali  nel  Tomo  XVII  «Ielle  Memorie  della 
Società  Italiana;  IX  Lettera  a sig.  cav.  Antonio  Gagnoli  sul  problema  di  deter- 
minare in  un'orbita  ad  un  tempo  dato  qualunque  piccolo  cangiamento  geocen- 
trico di  un  pianeta  con  emendazione  di  una  formula  del  Frisi;  X Elogio  del 
professor  padre  Stellini,  Padova,  1811,  in-8;  XI  Elogio  del  professor  marchese 
Poleni,  Padova,  i8i3,  in-8;  XII  Elogio  di  Lagrange,  Padova,  i8i3,  in-8  ; XIII 
Lettera  al  Sig.  dottor  D' Alembert  sopra  una  misteriosa  alembertiana  equa- 
zione, nel  Tora-  IX  delle  Memorie  della  Socielà  Italiana;  XIV  Sulla  tensione 
delle  funi,  Tom.  X,  Meni.  Soc.  Ital.  ; XV  Disquisizione  matematica  sull'opinione 
delle  piogge  dei  sassi  dai  vulcani  lunari,  Tom.  XIII,  Mem.  Soc.  I lai. : in  que- 
sta profonda  memoria  il  Costali  partendosi  dall’ipotesi  che  gli  aeroliti  possano 
essere  lanciati  sulla  terra  da  qualche  vulcano  della  luna,  prende  a determinare  col 
soccorso  del  calcolo  e dell'astronomia  la  forza  di  projezione  necessaria  affinchè 
l'aarelito  giunga  al  punto  ove  è eguale  l’«t trazione  lunare  e terrestre,  cd  entrato 
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nella  sfera  d'attrazione  della  terra  prosegua  il  suo  corso  colla  velocità  di  piedi 
16,39  nel  primo  1";  egli  trova  che  la  velocità  di  projerionc  dovrebbe  essere  di 
piedi  8293,73  in  i"9c  dimostra  quindi  che  in  forza  di  tal  projezione  (circa  il  tredi- 
cesimo di  quella  con  cui  la  terra  si  aggira  nella  sua  orbita),  l'aerolito  cadrebbe 
sul  nostro  pianeta  colla  velocità  di  piedi  34067,4  per  1^1  e impiegherebbe  nel  suo 
cammino  6.4  ore,  14  minuti  e 26  secondi.  Il  metodo  del  quale  si  è servito  per 
risolvere  questo  problema  è alquanto  meno  elegante  di  quello  che  ha  guidato 
Poisson  nella  ricerca  della  stessa  soluzione;  XVI  Indagini  per  sottomettere  a 
calcolo  il  barometro  nelle  diverse  sue  forme , nelle  sue  dipendenze , e ne'  suoi 
usi , Tom.  XV,  Mem.  Soc.  Ita).;  XVII  Sopra  il  limite  non  comunemente  av» 
vertito  della  consueta  regola  di  doppia  falsa  posizione^  Tom.  XVI,  Mem.  Soc. 
Ital.;  XVIII  I Baratti  mercantili  ridotti  e dimostrati  per  algebra , Tom.  XVI 
Mem.  Soc.  Ital.;  XIX  Disquisizioni  sui  varj  metodi  di  eliminazione , Tom. 
XVI,  Mem.  Soc.  Ital.;  XX  Artificj  degli  antichi  per  evitare  nelle  soluzioni 
dei  problemi  le  equazioni  al  secondo  grado , Tom.  XVII,  Mem.  Soc.  Ital.;  XXI 
Metafisica  delle  equazioni , memoria  inserita  nel  Voi.  I de»  JVuovi  saggi  scien - 
tifici  e letterarj  dell' Accademia  di  Padova,  1817;  XXII  Sul  corso  del  fiume  Po, 
nel  Voi.  II  delle  Memorie  dell' Istituto  del  regno  lombardo-veneto,  Milano, 
1821.  Per  maggiori  notizie  non  tanto  sulla  vita  quanto  sulle  opere  di  questo 
dolio  potrà  ricorrersi  all'  Elogio  che  ne  scrisse  P Avanzini  e che  si  legge  nel 
Tomo  XIX  delle  Memorie  della  Società  Italiana. 

COSTANTE  (Alg.).  Nome  che  si  dà  a qualunque  quantità  la  quale  nen  varia  rap- 
porto  ad  altre  quantità  che  variano  e che  si  chiamano  variabili . 

Allorquando  si  differenzia  un*  espressione  algebrica  nella  quale  si  trovano  delle 
costanti  isolate,  queste  costanti  spariscono.  Infatti  la  differenziale  di  Ax-t-B  è 
( Vedi  DippBRBifziALK  ) A<ix-+-<fB,  o semplicemente  kdx  t poiché  B essendo  inva- 
riabile, <iB=;o.  Cosi,  quando  una  differenziale  è data,  tale  come  AJx,  non  pos- 
siamo immediatamen le  sapere  se  essa  è il  risullamento  della  differeutiazione  della 
sola  quantità  Ax,  o di  AxsB.  Bisogna  dunque  tutte  le  volte  che  si  prende  1'in- 
tegraie  di  una  quantità  differenziale,  aggiungere  una  costante  che  può  essere  nul- 
la, ma  che  bisogna  saperne  determinare  il  valore  dalla  natura  della  questione. Si 
esprime  ordinariamente  questa  costante  con  la  lettera  C : per  esempio,  yx  essen- 
do l'integrale  di  ydx , si  pone 

J^djX  ZSZ7X-Ì- C . 

Per  determinare  questa  costante  si  dà  per  il  consueto  alla  variabile,  o alle  va- 
riabili che  entrano  nell' integrale,  de»  valori  particolari  , tali  che  ne  risulti  per 
quest'integrale  nn  valore  conosciuto.  Per  esempio,  se  si  sa  che  facendo  x=:o 

si  ottiene,  per  J"rfj»x,  una  quantità  qualunque  che  indicheremo  con  M si  arri- 
verà 

<p  x-t-C  = M, 

il  punto  situalo  sopra  la  variabile,  indicando  il  valore  o che  deve  esser  dato  al- 
la variabile  in  questa  questione. 

Si  ha  dunque 

C = yX-hM 

e V integrale  completo  è px-t-yx-t-M.  Per  fissare  le  idee,  supponiamo  che  si  traili 
di  prendere  l'integrale  della  quantità  dx  ^x-a,  che  è 

Jr/x  r-a=|-  (x-o)1  -+-C, 
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e supponiamo  ancora  che  quando  4r=o,  quest’integrale  debba  essere  zero ; avre- 
mo allora  per  determinare  la  costante  l’equazione 

j (-o)Ì+  C = o. 

Donde 


coti  , in  quello  calo,  I*  integrale  domandato  è 
Vedi  I.itegr  a r s. 

COSTARO  (Giorgio),  sarerdole  inglese,  nato  verso  il  1710,  e morto  nella  contea 
di  Middlesex  nel  mese  di  Gennajo  1782  , tu  dollissiiuo  nelle  lingue  orientali  c 
nell'  astronomia  , come  ne  festino  fede  le  molte  opere  che  da  esso  furono  pubbli- 
cate, e «lei le  quali  Nichols  riporta  l’  elenco  negli  Aneddoti  biografici  intorno  a 
Bowyer.  Noi  non  rammenteremo  che  le  due  seguenti,  scritte  in  inglese:  I Uso 
dell'astronomia  nella  storia  e nella  cronologia , dimostrato  con  un  esame  sulla 
caduta  della  pietra  che  cadde  presso  ad  Egos  Pota  mas , secondo  la  pretesa 
predizione  di  Anassagora , Oxford,  1 7G4,  in-^J  II  Storia  dell' astronomia^  ap- 
plicata alla  geografia , alla  storia  e alla  cronologia , Oxford,  1767  , in-4»  Per 
ulteriori  notizie  si  consulti  la  Biografia  universale. 

COSTELLAZIONE  ( Astron .).  Aggregato  o sistema  di  stelle  espresso  e rappresen- 
tato sotto  il  nome  e la  figura  o di  un  uomo  o di  un  animale  o di  qualsivoglia 
altro  emblema. 

L*  uso  di  dividere  il  cielo  in  più  parli  o costellazioni  sembra  antico  quanto 
P astronomia  stessa:  il  solo  «nodo  infatti  di  non  perdersi  in  quella  moltitudine 
immensa  di  stelle  delle  quali  è cosperso  il  firmamento,  era  quello  di  formarne  dei 
gruppi  e di  distinguerli  gii  uni  dagli  altri  con  nomi  e con  figure  alte  ad  ajutare 
la  memoria.  Tale  ha  dovuto  essere  il  primo  lavoro  dei  primi  osservatori. 

Gli  scrittori  i più  antichi  di  cui  siano  giunte  fino  a noi  le  opere  conoscevano 
questa  divisione  dei  cieli.  Nel  libro  di  Giobbe,  si  trova,  Cap.  IX,  vers.  9:  Qui 
facit  Arclurum , et  Qriona%  et  Hyadas , et  interiora  austri:  « Egli  creò  e Arlu- 
n ro,  e Orione,  e le  Iliadi,  e le  ascose  parli  del  mezzodì.  « E più  oltre,  nella  su- 
blime enumerazione  ch'ei  pone  nella  bocca  del  Signore,  La  ut  ore  sacro  ne  fa  nuo- 
vamente menzione,  Cap.  XXXVIII,  vers.  3r  e 3a:  Numquid  con j ungere  vate- 
bis  micantes  stellas  Plejadas , aut  gyrum  Arcturi  poteris  dissipare ? Numquid 
producis  Luciferum  in  tempore  suo , et  Vesperum  super  filios  terrae  consur- 
gere  facis  ? » Potrai  tu  f^rse  legare  le  stelle  folgoreggianti  delle  Plejadi,  o scon- 
ti volgere  il  corso  di  Orione?  Se'  tu  forse,  che  fai  apparire  a suo  tempo  la  stella 
* del  mattutino,  o che  fai  nascere  l'Espcro  sopra  i figliuoli  degli  uomini?  » Si  tro- 
va ancora  nella  profezia  di  Amos  la  seguente  esortazione,  Cap.  V,  ver».  8:  Fa- 
denteiti  Arclurum , et  Orionem , et  convertentem  in  mane  tenebrata  et  diem  in 
noctem  mutantem  : qui  vocat  aquas  mari *,  et  ejfundit  eas  super  faciem  terrae: 
Dominus  nomea  est  ejus  : «Cercate  lui,  che  creò  Arturo,  ed  Orione,  che  cangia  le 
« tenebre  in  mattino,  e muta  il  giorno  in  notte,  che  chiama  le  acque  del  mare,  e 
« le  versa  sopra  la  terra:  il  suo  nome  egli  è,  il  Signore.»  In  quest’ultimo  passo 
notabilissimo,  le  stelle  dell'  Orsa  e di  Orione  sono  citate  come  conosciutissime  e 
da  Amos,  che  era  un  semplice  pastore,  e dal  popolo  al  quale  egli  parlava.  Dal 
Di*,  di  Mal.  Voi.  HI . 
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che  possiamo  congetturare  che  ia  quell’epoca,  vale  a dire  circa  800  anni  avanti 
Gesù  Cristo,  queste  costellazioni  erano  state  già  inventate  da  lungo  tempo.  Pa- 
recchie costellazioni  si  trovano  pure  menzionate  da  Esiodo  e da  Omero,  circa  900 
anni  prima  di  Gesù  Cristo. 

Arato  di  Tarso,  il  poeta  astronomo  che  viveva  2yy  anni  prima  delibera  volgare, 
ci  ha  lasciato  nn  trattalo  di  tutte  le  costellazioni  conosciute  al  suo  tempo.  Que- 
sto trattato  contiene  la  loro  situazione  le  une  rapporto  alle  altre,  come  pure  la 
loro  situazione  rapporto  ai  circoli  principali  della  sfera.  Il  celebre  Ipparco  ha  dimo- 
strato che  Aralo  non  avea  fatto  che  seguire  la  descrizione  d’Eudossio,  anteriore 
a lui  circa  un  secolo;  ed  è assai  probabile  che  gli  astronomi  che  succedettero  ad 
Ipparco  continuassero  a fare  uso  delle  stesse  ligure  delle  costellazioni  fino  al 
tempo  di  Tolomeo,  meno  poche  addizioni  o variazioni.  L’Almagesto  di  Tolomeo  è 
stato  r oggetto  di  una  venerazione  cosi  grande  fra  gli  astronomi,  che  quasi  tulli 
quelli  che  hanno  scritto  dopo  di  lui  hanno  adottato  le  figure  delle  sue  costella- 
zioni, c si  sono  sforzali,  per  quanto  è stato  loro  possibile,  di  farle  corrispondere 
colle  sue  descrizioni;  il  che  d'altronde  era  importantissimo  per  poter  confron- 
tare le  nuove  osservazioni  colle  antiche. 

La  divisione  degli  antichi  aveva  luogo  soltanto  nella  parie  del  ciclo  che  era 
loro  visibile;  essa  si  componeva  di  quarantotto  costellazioni  distribuite  come 
appresso  : dodici  formavano  lo  zodiaco,  venluna  erano  situale  nella  parte  setten- 
trionale del  cielo  , e sedici  nella  parte  meridionale.  Più  sotto  si  troveranno  i 
loro  nomi.  Le  stelle  non  comprese  in  queste  costellazioni  , e che  non  ostante 
erano  visibili  ad  occhio  nudo,  erano  dette  informi ; molle  di  esse  hanno  servito 
agli  astronomi  moderni  per  formare  nuovi  gruppi  o nuove  costellazioni.  Così 
Evelio  ha  posto  il  Leoncino  tra  il  Leone  e V Orsa  maggiore  , la  Lince  tra 
P Orsa  minore  e il  Cocchiere , ec. 

Per  non  diffonderci  inutilmente,  passeremo  sotto  silenzio!  tentativi  falli  senza 
successo  per  sostituire  alle  antiche  figure  delle  costellazioni  altre  figure  tratte  o 
dalla  Sacra  Scrittura,  o dalle  armi  dei  principi  d’Europa;  e ci  limiteremo  ad 
estrarre  dal  Delambrc  la  tavola  seguente  delle  costellazioni  sì  antiche  che  mo- 
derne. Esse  si  trovano  disegnate  e descritte  in  parecchi  atlanti,  dei  quflti  il  più 
completo  e il  più  dettagliato  è quello  pubblicato  da  Bode  a Berlino. 

TAVOLA  DELLE  COSTELLAZIONI  ANTICHE  E MODERNE 
Le  costellazioni  di  Tolomeo  sono  quarantotto. 

I.  L'Orsa  minore  o Chiusura. 

а.  L'Orsa  maggiore. 

3.  Il  Dragone. 

4 . Ce  fico 

5.  Boote. 

б.  La  Corona  boreale. 

y.  Ercole. 

8.  La  Lira. 

9.  Il  Cigno. 

10.  Cassiopea. 

1 1.  Perseo. 

12.  Il  Cocchiere- 

1 3.  Ofiuco  o il  Serpentario. 

\f[  Il  Serpeute. 

i5.  La  Freccia  c la  Volpe. 
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ifi.  L*  Àquila  e Antinoo. 

17.  fi  Delfino. 

18.  Il  Cavallino. 

«9.  Pegaso  o il  Cavallo. 

20.  Andromeda. 

21.  Il  Triangolo  boreale. 

Tutte  le  precedenti  costellazioni  sono  situate  nella  parte  settentrionale 
del  cielo  ; le  seguenti  sono  nello  zodiaco . 

22.  L'Ariete. 

23.  II  Toro. 

24*  I Gemelli. 
a5.  Il  Cancro. 

26.  Il  Leone. 

27.  La  Vergine. 

28.  La  Libbra. 

29.  Lo  Scorpione. 

30.  Il  Sagittario. 

31.  Il  Capricorno. 

32.  L'  Aquario. 

33.  I Pesci. 

-*  Costellazioni  australi. 

34-  La  Balena. 

35.  Orione. 

36.  L'  Eridano. 

37.  La  Lepre. 

38.  Il  Cane  maggiore. 

39.  Il  Cane  minore. 

40.  La  Nave  di  Argo. 

41.  L’ Idra. 

42.  La  Tazza. 

43.  Il  Corro. 

44-  Il  Centauro. 

45.  Il  Lupo. 

46.  L’  Altare. 

47.  La  Corona  australe. 

48.  Il  l'esce  australe. 

Le  costellazioni  aggiunte  da  Evelio  sono: 

1.  Antinoo,  al  di  sotto  dell'Aquila. 

2.  Il  Monte  Menalo,  presso  Boote. 

3.  I Cani  da  caccia,  Asterio  e Cbara. 

4.  La  Giraffa. 

5.  Cerbero  o il  Ramo  nelle  mani  di  Ercole. 

6.  La  Chioma  di  Berenice. 

7-  La  Lucertola. 

8.  La  Lince. 
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9.  Lo  Scudo  di  Sobieski. 

10  II  Sestante  d' Urania. 

11.  Il  Piccolo  Triangolo. 

12.  Il  Leoncino. 

he  costellazioni  aggiunte  da  Hallcy  nella  parte  australe  sono  : 

1.  La  Colomba. 

2.  La  Querce  di  Carlo  II. 

3.  La  Gru  (Vedi  Bayer). 

4.  La  Fenice. 

5.  Il  Pavone. 

6.  L’Uccello  indiano,  u senza  piedi. 

7.  La  Mosca. 

8.  Il  Camaleonte. 

sema  contare  il  Cuore  di  Carlo  II,  che  Halley  ha  posto  sul  collare  di  Chara, 
uno  dei  Cani  di  EtcIìo. 

Coste! Iasioni  australi  di  Bayer. 

1.  L’Indiano. 

2.  La  Gru. 

3.  La  Fenice. 

4.  L'  Ape  o la  Mosca. 

5.  Il  Triangolo  australe. 

6.  L’Uccello  di  Paradiso. 

7.  Il  Pavone. 

8.  Il  Tocann. 

9.  L' Idra  maschio. 

10.  Il  Dorado. 

11.  11  Pesce  volante. 

12.  Il  Camaleonte. 

Costellationi  australi  di  La  Caille. 

1.  L’Apparato  dello  scnllore. 

2.  Il  Fornello  chimico. 

3.  L’  Orologio  astronomico. 

4 II  reticolo  romboidale. 

5.  Il  Bulino  dell’  incisore. 

6.  Il  Cavalletto  del  pittore. 

7.  La  Bussola. 

8.  La  Macchina  pneumatica. 

9.  L’  Ottante. 

10.  Il  Compasso. 

11.  La  Squadra  e la  Riga. 

12.  Il  Telescopio  astronomico. 

13.  11  Microscopio. 

■ 4-  La  Montagna  della  Tavola. 

■ 5.  La  Gran  Nuvola  e la  piccola  Nuvola. 

iG.  La  Croce  australe.  Quest’ ultima  costellazione  è di 
Rover. 


Digitized  by  Google 


cos 


Altre  costellazioni  moderne. 


La  Renna. 

Lemonnier 

11  Solitario. 

idem 

Il  Mietitore. 

L»  lande 

Il  Toro  reale  di  Poniatonski. 

Pociokiut 

Il  Trofeo  di  Federico. 

Hode 

Lo  Scettro  di  Brandeburgo. 

idem 

Il  Telescopio  di  Herschel. 

idem 

Il  Pallone  aerostatico. 

idem 

Il  Quadrante  murale. 

idem 

Il  Gatto. 

idem 

Il  Loch. 

idem 

L’Arpa  di  Giorgio. 

Hell. 

COSTRUZIONE  dell'  equazioni  (Alg.  oppile.).  Essa  consiste  in  processi  adattali  a 
trovare  le  radici  dell' equazioni  per  mezzo  di  operazioni  grafiche,  vale  a dire  per 
mezzo  di  coatrozioni  geometriche  effettuate  con  l'aiuto  della  riga  e del  compasso, 
o con  descrizioni  di  linee  curve. 

Equazioni  di  primo  grado.  La  forma  generale  di  quest’  equazioni  estendo 
Ax  = B,  ovvero  Ax  = iXB,  basta  di  cercare  una  quarta  proporzionale  alle  li- 
nee i,  A e B. 

Si  prende  dunque  una  retta  arbitraria  per  unità;  con  quest'  uniti  si  costrui- 
scono due  altre  rette  eguali  ad  A e B,  quindi  si  cerca  la  quarta  proporzionale  con 
uoo  dei  processi  dati  nell’  articolo  Applicaziobb  dell’  algebra  alla  gaojsetbi  a 
n 39.  Questa  quarta  proporzionale  é l' incognita  domandata. 

Equazioni  del  secondo  grado.  Abbiamo  all'  articolo  Applicazione  dell’  Alge- 
bra alla  Geometria  n.°  3g,  dato  il  metodo  per  costruire  quest’  equazioni. 

Equazioni  del  terzo  e quarto  grado.  Le  radici  di  quest’  equazioni  possano 
sempre  esser  determinate  con  l'intersezione  di  due  sezioni  coniche;  ma  la  co- 
struzione più  semplice  è quella  che  si  effettua  col  circolo  e la  parabola.  Sia 
yy"' b-y1’ y1  (Tat>.  LXXXV,jfg.  5)  una  parabola  di  cui  l'asse  è AB  e yy>’ x'"y"' y 
un  circolo  il  di  cui  centro  è C e il  raggio  C y , che  tagli  la  parabola  nei 
quattro  punti  y,  y1,  y”  , y"'.  Da  questi  punti  conduciamo  le  ordinale  xy,  x'y1, 
x"y" , x"'^''  ; conduciamo  inoltre  CD  perpendicolare  all’  asse  e CE  perpen- 
dicolare sopra  xy.  Facciamo  AD=a,  CD=A,  Ax=x%  xj=zy,  e indichiamo 
con  p il  parametro  della  parabola,  e con  r il  raggio  Cy  del  circolo.  Ciò  pre- 
messo, l'equazione  della  parabola  è 

e di  più  abbiamo 

■ = — 1 — — a a 

Cy  =s  CE  ~h  E y , 

ovve ro 


Cy  =(  Aj: — AD)2  -t-  (xy — C D)1 , 

vale  a dire 

r*  = (x— a)2-t-(j—  A)2 , 
il  che  dà,  sviluppando,  l'equazione 

x1 — aoar-t-oM-/2 — aAjr-t-A2  = r2. 


Sostituendo  invece  di  x il  valore  x = -,  preso  dall' equazione  y* — px . e or- 
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diDaado  rapporto  alle  potenze  di  y , abbiamo 

y* — (spa— p3)/3 — 2bp1y-i-{a1-*-t1—r*)p‘=so. 

Equazione  del  quarto  grado  le  di  cui  radici  sono  xyy  x'y' , x"y*' , x"'y'".  Ba- 
tta dunque,  per  costruire  un'equazione  del  quarto  grado  , di  farla  coincidere  eoo 
quest' ultima.  Ora  la  forma  generale  di  quest’  equazioni,  dopo  ater  fatto  spa- 
rire il  secondo  termine  ( Vedi  Biquadratica)  è 

x4-+-A  ar3-t-Bx-t-C  ss  o ; 

facciamo  dunque 

A sa — apa-t-p1 
B=  — sip3 
C as(  a*-t-A*— r*)pl 

e determiniamo  con  l'aiuto  di  quest’ eguaglianze  le  quantità  a,  A , p,  r con  le 
quali  costruiremo  il  circolo  e la  parabola.  Per  eseguir  ciò,  prendiamo  una  retta 
arbitraria  per  unità,  e si  prenda  nel  medesimo  tempo  quest'  unità  per  il  para- 
metro della  parabola,  tale  a dire,  facciamo  p = i;  i coefficienti  A,B,C  essendo 
quindi  costruiti  con  quest’  unità,  atremo  quattro  rette  cognite  p , A , B , C.  Ma 
l’ eguaglianze  di  sopra  danno 

p3  A 

~ *P  ~ V>' 


Cosi  il  valore  di  a ti  costruirà  prendendo  la  differenza 

prima  — , o — è la  metà  di  p,  e di  coi  la  seconda  — è 
»p  a r 2 p 

to  di  p=s  i:  il  valore  di  A t semplicemente  la  metà  di  B,  poiché  p*sai,  quanto 
al  valore  di  r,  costruiremo  prima  di  tutto  una  retta  ausiliare  m 

quindi  si  avrà 

r = ^ oa-f-m2  , 

che  si  costruisce  senza  difficoltà. 

Quanto  alla  retta  ausiliare  m,  poiché  j>=  i , si  rende  omogenea  la  sua  espres- 
sione ponendo 


Ciò  che  equivale  a 


di  duo  rette  di  cui  la 
la  metà  di  A a moti- 
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Questa  retta  si  costruisce  cercando  antecedentemente  una  media  proporzionale, 
elle  due  rette  Ce  p\  mentre  indicando  questa  inedia  per  n , si  ha 

/i*  = Cp, 

e per  conseguenza. 


il  che  riporta  m ad  essere  il  terzo  lato  di  un  triangolo  rettangolo  di  cui  b è 
l1  ipotenusa  , e n il  secondo  lato.  Vedi  Applicazione  dell'  Algebra  alla  geome- 
tria n.°  36. 

I valori  di  a , A,  ed  r essendo  cosi  costruiti,  dopo  aver  descritto  una  parabola 
di  cui  il  parametro  sia  i o p,  si  prende  sopra  Tasse,  AD  = a ; dal  punto  D,  si 
eleva  la  perpendicolare  DC  = ò,  e dal  punto  C come  centro,  con  un  raggio 
= r , si  descrive  un  circolo:  le  ordinate  dell’  intersezioni  del  circolo  e della  pa- 
rabola sono  le  radici  dell’  equazione 

x4-*-  AxM-Bx~hC  = o. 

Discutendo  le  precedenti  equazioni,  troveremo  facilmente  il  caso  in  cui  tutto 
le  radici  sono  reali  , quello  in  cui  esse  sono  tutte  immaginarie , e facilmente 
quello  in  cui  due  radici  sono  reali,  e due  immaginarie. 

La  costruzione  dell’  equazioni  del  terzo  grado  non  differisce  da  quella  del 
quarto,  che  perchè  una  dcll’interseziom  del  circolo  e della  parabola  si  trova  al- 
l’origine dell’ asse , allora  una  delle  ordinate  sparisce,  e le  Ire  altre  sono  deter- 
minate da  un’  equazione  a tre  dimensioni  o del  terzo  grado,  con  la  quale  basta 
di  far  coincidere  un’equazione  qualunque  proposta  del  terzo  grado  per  costruire 
geometricamente  le  sue  radici. 

II  Viète,  il  Getaldus  e il  Cartesio  hanno  dato  le  costruzioni  dell’ equazioni 
semplici  del  primo  e del  secondo  grado.  Quest’  ultimo  come  pure  il  Baker,  nella 
sua  Geometrical  Key , hanno  fatlo  di  più  conoscere  come  si  poteva  risolvere  le 
equazioni  del  terzo  e del  quarto  grado  per  mezzo  di  un  circolo  e di  una  para- 
bola ; ma  T idea  delle  loro  costruzioni  si  deve  a Sluze  che  1’  aveva  esposta  nella 
sua  opera,  Mesolabìum  , parte  a*.  Il  Newton  , nella  sua  Aritmetica  universale , 
tratta  questa  questione  non  solamente  impiegando  le  sezioni  coniche  , ma  ancora 
la  concoide  e la  cissoide  le  quali  si  descrivono  con  altrettanta  facilità  quanto 
quest’ ultima.  Il  Halley,  il  marchese  de  L’Hòpital  e il  Maclauriu  si  sono  egual- 
mente occupati  di  queste  costruzioni  , le  quali  hanno  ancora  somministrato  al 
Lahire  il  soggetto  di  un  piccolo  trattato  intitolato;  La  corutruction  des  équa- 
tions  analytiques . Rimanderemo  alle  loro  opere,  come  pure  ai  trattali  più  re- 
centi d’applicazione  deli'  algebra  alla  geometria,  per  tulle  le  costruzioni  delle 
equazioni  superiori  al  quarto  grado,  le  scoperte  moderne  sopra  la  soluzione  alge- 
brica di  queste  equazioni  avendone  rese  le  costruzioni  geometriche  più  curiose 
che  veramente  utili. 

COTANGENTE  (Geom.).  Nome  che  si  dà  alla  tangente  del  complemento  di  un 
angolo  o di  on  arco.  Vedi  Complemento  e Tangente. 

COTES  (Ruggero),  celebre  geometra  inglese,  abile  fuòco  e dotto  astronomo,  nac- 
que nel  1682  a Burbach  , nella  contea  di  Leicester.  Suo  padre,  che  era  curato, 
lo  destinò  a!  ministero  evangelico,  ma  nel  tempo  stesso  ebbe  l’ accortezza  di  la- 
sciare che  la  sua  intelligenza  liberamente  si  sviluppasse.  Ruggero  Cote*  annunziò 
di  buon’ora  le  più  felici  disposizioni  per  le  scienze  e particolarmente  per  le 
matematiche,  disposizioni  cui  uno  de’ suoi  z*i  gli  somministrò  i mezzi  di  colti- 
vare. Non  aveva  ancora  che  ventiquattro  anni,  quando  nel  1706  fu  scelto  per  oc- 
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cupare  il  primo  la  cattedra  di  astronomia  e di  filosofia  sperimentale,  che  Tom- 
maso Piume,  arcidiacono  di  Rochester,  aveva  di  recente  fondata  nell' università 
di  Cambridge.  I lavori  matematici  di  Cote*  non  gl* impedirono  di  darsi  contem- 
poraneamente allo  studio  delle  lingue  e a quello  delle  scienze  teologiche.  Sosten- 
ne con  ooore  la  sua  tesi,  e seguendo  la  volontà  di  suo  padre  entrò  negli  ordini 
nel  1713.  Forse  P assiduità  colla  quale  applicava»!  a tanti  studj  abbreviò  una 
vita  che  prometteva  un  brillante  avvenire  per  la  scienza.  Ruggero  Cotes  morì  il 
5 Giugno  1716  in  età  di  trentatrè  anni. 

Le  sole  opere  che  fece  stampare  egli  stesso  furono  la  seconda  edizione  dei  Prin- 
cipi matematici  di  Newton,  libro  che  fregiò  di  ima  eccellente  prefazione,  e due 
memorie  inserite  nelle  Transazioni  Jilosofiche\  la  prima  è un  trattato  di  ana- 
lisi intitolalo  Logometria^e  la  seconda  contiene  la  descrizione  di  una  grande  me- 
teora osservata  in  Inghilterra  il  6 Marzo  1716.  La  modestia  di  Cotes  allarraavasi 
della  pubblicità,  e non  fu  che  dietro  le  più  pressanti  sollecitazioni  del  dottore 
Bentley,  suo  intimo  amico,  che  egli  s'indusse  a dare  alla  stampa  la  sua  prima 
opera.  Il  suo  nome  sarebbe  forse  dimenticato  e la  posterità  ignorerebbe  i suoi 
veri  titoli  alla  gloria,  se  Roberto  Smith,  suo  amico,  suo  parente  e suo  successore 
nella  cattedra  d*  astronomia  che  occupava  a Cambridge,  frugando  tra  le  sue  carte 
non  avesse  raccolto  e pubblicato  altri  lavori  più  importanti,  elaborati  nel  miste- 
ro della  sua  vita  studiosa.  Cotes  si  è mollo  occupato  del  calcolo  integrale;  è a lui 
dovuta  la  scoperta  del  teorema  che  porla  anch'  oggi  il  suo  nome  , e che  sommi- 
nistra il  mezzo  d'  integrare  coi  logaritmi  e cogli  archi  di  circolo  le  frazioni  ra- 
zionali di  cui  il  denominatore  è un  binomio,  espressioni  delle  quali  anco  Leib- 
nitz  e Giovanni  Bernoulli  eransi  occupati  con  buon  successo.  I lavori  di  quest'ul- 
timo e quelli  ili  Eulero  diedero  ben  tosto  una  forma  più  comoda  a questo  ramo 
del  calcolo  integrale,  in  guisa  che  il  teorema  di  Cotes,  che  non  è altro  che  un 
caso  particolare  del  teorema  di  Moivre  ( Vedi  Equazioni  Bino  mie),  riducesi  pre- 
sentemente ad  una  curiosa  proprietà  del  circolo.  Supponendo  però  che  Colei  ab- 
bia tratto  dagli  scrini  di  Leibnitz  e di  Bernoulli  la  prima  idea  del  suo  teorema, 
ciò  non  toglie  che  a lui  interamente  appartengano  le  ingegnose  applicazioni  che 
nc  fece.  La  geometria  deve  ancora  a Cotes  parecchie  altre  scoperte,  delle  quali 
peraltro  i progressi  della  scienza  haqno  diminuito  l'importanza.  L'opera  in  cui 
questi  diversi  lavori  sono  stali  raccolti  per  cura  di  Roberto  Smith  è intitolata: 
Harmonia  mensurnrum , live  analysis  et  sinthesis  per  rationum  et  angulorum 
mensuras  promot  a e : accedunt  alia  opuscula  mathematica , Cambridge,  1722  , 
in-4-  Quest’  opera  è stata  sempre  molto  rara,  e pochi  matematici  possono  consul- 
tarla; il  padre  Wulmatcy,  benedettino  inglese  e dotto  geometra,  ne  ha  pubblicata 
una  traduzione  francese:  ma  tal  versione  non  è letterale,  e può  piuttosto  riguar- 
darsi come  una  parafrasi,  nella  quale  egli  ha  preso  a sviluppare  le  teorie  di  Co- 
lei: essa  è intitolala:  L' anni y se  des  mesures , des  rapporti  et  des  anglcs , ou 
reduc tion  des  inte’grations  nux  logarithrnes  et  ause  arcs  de  cerc/e,  Parigi,  174  7^ 
in-4*  Hoberlo  Smith  ha  pubblicato  pure  un’altra  opera  di  Cotes  sulla  fisica,  in- 
titolala: Ilydrostatical  and  pneumatical  lectures , Londra , 1736,  io-fi  , la  quale 
contiene  delle  proposizioni  assai  curiose  per  l'epoca  in  cui  furono  emesse:  tale 
opera  è stala  tradotta  in  francese  da  Leraonnier  il  medico,  sotto  questo  titolo: 
becons  de  physique  expérirnentale  sur  V équilibre  des  liqueurs , Parigi,  1740, 
in-4*  Altri  scritti  di  Cotes  vennero  pubblicati  da  Matsko  a spese  del  conte  Fer- 
dinando di  Lippe  col  titolo  di  Opera  miscellanea  , Lemgo  , 1768,  in-8,  tra  i 
vji  quali  si  trova  pure  una  bella  memoria  intitolata:  Aestimatio  errorum  in  mixta 
■d  tri  at  iteti , seu  variationes  partium  trianguli  plani  et  sphaericiy  che  era  dappri- 
ma uscita  come  un’appendice  dell'  Harmonia  mensurartim. 

La  memoria  di  Cotes,  che  la  pubblicazione  dell'  Harmonia  mensurarum , rcn- 
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•leva  anco  più  cara  ai  dotti  che  avevano  potuto  apprettare  il  suo  talento  si  ele- 
vato e sì  modesto,  non  andò  esente  dagli  attacchi  dell’ insidia.  Un  libello  intito- 
lato: Epistola  ad  amicum  de  Cotesii  inventis  comparve  a Londra  alcun  tempo 
dopo  la  sua  opera.  In  tale  opuscolo,  le  scoperte  del  giovine  geometra,  di  cui  l'In- 
ghilterra dotta  deplorava  la  perdila,  si  riducevano  a semplici  deduzioni  dai  teore- 
mi di  Newton.  Cosi  in  ogni  tempo  una  bassa  gelosia  è stata  tempre  intenta  ad 
avvilire  e deprimere  gli  uomini  del  progresso:  essa  non  si  ristette  allora  avanti 
ad  una  tomba  si  permaturamente  aperta  ! Il  sommo  Newton  non  divise  però 
]'  opinione  degli  anonimi  detrattori  di  Cotes  , ed  in  occasione  di  alcune  ricerche 
sull' ottica,  alle  quali  il  giovine  geometra  ti  era  dato  poco  avanti  la  sua  morte, 
lasciò  sfuggirti  queste  parole  , che  possono  tener  luogo  di  qualunque  elogio  : Se 
Cotes  fosse  vissuto , noi  avremmo  saputo  qualche  cosa. 

COULOMB  ( Caai.o  Aoostjso  db  ) , matematico  e fisico  celebre,  nato  ad  Angouléme 
nel  173G  da  una  famiglia  illustre  per  molti  uomini  dati  alla  magistratura.  I tuoi 
lavori  appartengono  meno  alle  teorie  che  alle  applicazioni  della  scienza  , ma  in 
quest’  ultimo  rapporto  sono  stati  utilissimi  ai  progressi  della  meccanica.  Coulomb 
fece  i suoi  studj  a Parigi,  eri  entrò  di  buon'  ora  nel  genio  militare.  Fu  successi- 
vamente impiegato  alla  Marliuicca,a  Ilochefort,  all’  Isola  d’ Aix,  e a Cherbourg, 
ove  diresse  con  distinzione  i lavori  affidali  al  corpo  di  cui  faceva  parte.  Un  ca- 
rattere fermo  ed  elevalo,  uno  zelo  pel  servigio  a tutta  prova,  c soprattutto  i 
suoi  talenti  gli  meritarono  un  sapido  avanzamento.  Nel  1783  , fu  ricevuto,  ad 
unanimità  di  suSfragj , membro  dell'Accademia  delle  Scienze  ed  occupò  allora  pa- 
recchi impieghi,  dai  quali  volontariamente  si  dimise  all'epoca  della  rivoluzione, 
per  darsi  totalmente  all’ educazione  de’ suoi  figli- 
pino  dal  1776,  Coulomb  aveva  presentato  all’Accademia  delle  Scienze  una  me- 
moria sulla  statica  delle  volte  , che  ottenne  molto  successo  e lo  fece  conoscere 
tra  i dotti.  Nel  1779  e 178»  l’Accademia  propose  per  soggetto  del  concorso  la 
teoria  delle  macchine  semplici,  avendo  riguardo  agli  effetti  dell' attrito  e della 
rigidezza  delle  corde.  Coulomb  riportò  il  premio,  e la  sua  memoria  è considerata 
anche  oggigiorno  come  l’opera  la  più  notabile  e la  più  completa  che  sia  stata 
pubblicata  su  questo  argomento  ( Vedi  Coana  ).  Due  anni  dopo  questo  successo 
Coulomb  entrò  nell’ Accademia , alla  quale  diede  un  gran  numero  di  memorie 
importanti  sopra  diverse  questioni  di  meccanica,  sull'attrito,  sul  magnetismo  e 
sull’  elettricismo.  Le  osservazioni  notabili  ebe  ba  fatte  su  queste  ultime  due  parli 
meritano  di  essere  esposte  con  maggiori  particolarità,  poiché  comprendono  delle 
scoparle  che  fanno  epoca  nella  storia  della  fisica  matematica.  Noi  non  potremmo 
analizzare  questi  lavori  interessanti  eoa  maggior  chiarezza,  precisione  ed  eleganza 
di  quello  che  ha  fatto  un  celebre  biografo  di  Coulomb.  Ecco  come  egli  ti  esprime 
in  questo  proposito.  » Coulomb  aveva  intrapreso  una  serie  di  esperienze  sulla 
elasticità  dei  fili  di  metallo,  e per  conoscerla  concepì  l’idea  ingegnosa  d’ intendere 
ad  osservare  la  forza  colla  quale  ritornavano  sopra  sé  stessi , dopo  essere  siali 
torti.  Scoprì  in  tal  modo  che  questi  fili  resistevano  alla  torsione  tanto  maggior- 
mente quanto  più  venivano  torti,  purché  non  si  andasse  tant'  oltre  da  alterarne 
l’intima  costituzione.  Siccome  la  loro  resistenza  era  estremamente  debole,  imma- 
ginò che  essa  avrebbe  potuto  servire  per  misurare  le  più  piccole  forze  con  una 
estrema  precisione.  Perciò  sospese  un  lungo  ago  orizzontale  all’estremità  di  un  filo 
di  metallo.  Supponendo  quest’  ago  in  quiete,  se  si  allontana  di  un  certo  numero  di 
gradi  dalla  sua  posizione  naturale,  il  filo,  che  in  tal  modo  si  trova  torlo,  tende  a 
ritornare  nel  suo  slato  primitivo  per  una  serie  di  oscillazioni  di  cui  si  può  osser- 
vare la  durala:  ciò  basta  perché  si  possa  coi  calcolo  valutare  la  forza  che  ha  stor- 
nalo l’ago.  Tale  fu  l'idea  dello  strumento  ingegnoso  che  Coulomb  chiamò  bilan- 
cia di  torsione.  Egli  se  ne  servì  in  breve  per  iscoprire  le  leggi  che  seguono  le 
Dit.  di  Alai.  Voi.  III.  25 
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attrazioni  e le  repulsioni  elettriche  e magnetiche.  Trovò  che  esse  erano  le  stesse 
(li  quelle  dell'  attrazione  celeste.  Alcuni  anni  dopo,  il  fisico  inglese  Cavendith  si 
•erti  dello  stesso  metodo  per  misurare  l'attrazione  del  globo  terrestre.  È giusto 
il  dire  che  il  celebre  astronomo  Tobia  Stayer  era  giunto  anch’esso  precedente- 
mente  a scoprire  la  legge  delle  attrazioni  magoetiche,  per  una  via  in  vero  assai  piti 
penosa  di  quella  seguita  da  Coulomb , ma  il  sun  lavoro  non  era  stato  mai  pub- 
blicato, e non  ne  dobbiamo  la  cognizione  che  al  sunto  di  tale  parte  de' suoi  ma- 
noscritti , che  il  figlio  di  quel  celebre  uomo  si  i compiaciuto  di  comunicarci. 
Coulomb  comprendeva  troppo  bene  I’  atilitir  dello  strumento  che  aveva  scoperto 
per  non  moltiplicarne  le  applicazioni.  Prese  a servirsene  per  determinare  coll’espe- 
rienza le  vere  leggi  della  distribuzione  dell’  elettriciU  alla  superficie  dei  corpi,  e 
del  raagnelismo  nei  loro  interno.  L’  ordine  che  pose  nelle  sue  ricerche  Don  è me- 
no ammirabile  dell'esattezza  e della  novità  de’ suoi  risultali.  Cominciò  dal  de- 
terminare la  quantità  di  elettricità  che  si  perde,  in  un  tempo  dato,  pei  diversi 
sostegni  ; allora  non  solamente  fu  in  grado  di  determinare  la  natura  di  tali 
sostegni  la  più  favorevole  alla  conservazione  dell’  elettricità  , ma  potè  ancora 
considerarli  come  perfetti  e renderli  tali  per  mezzo  del  calcolo.  Provò  quindi 
coll'esperienza  che  l'elettricità  si  divide  tra  i corpi  non  in  virtù  di  un'affinità 
chimica,  ma  in  forza  di  un  principio  repulsivo  a lei  proprio;  provò  parimente 
che  1'  elettricità  libera  si  spande  tutta  intera  sulla  superficie  dei  corpi  senza  pe- 
netrare nel  loro  interno,  e dimostrò  col  calcolo  che  questo  risultato  era  una  con- 
seguenza necessaria  della  legge  di  repulsione.  Con  tali  dati  gli  fu  possibile  di  cer- 
care e di  determinare  per  mezzo  dell'  esperienza  il  modo  col  quale  1'  elettricità 
ai  distribuisce  sulla  superficie  dei  corpi  conduttori,  considerati  isolatamente  o in 
presenza  gli  oni  degli  altri.  Tali  osservazioni  numerose  e precise  erano  come  al- 
trettante condizioni  fondamentali  «ile  quali  una  buona  teoria  avrebbe  dovuto 
soddisfare,  se  un  giorno  si  giungesse  a sottoporre  al  calcolo  le  spinose  questioni 
deli’  elettricità  ; questo  appunto  è stato  fatto  da  uno  de’  migliori  geometri  fran- 
cesi, Poisson,  ed  il  suo  lavoro,  svelando  nei  risultali  di  Coulomb  relazioni  cui  il 
potente  strumento  deli'  analisi  poteva  solo  far  conoscere,  ha  messo  anco  in  più 
chiara  luce  1' ammirabile  sagacilà  di  quel  valente  osservatore,  I’  esattezza  delle  sue 
esperienze,  e l’estrema  sua  fedeltà.  Coulomb  preparò  pure  alla  teoria  del  ma- 
gnetismo gli  elementi  che  serviranno  un  giorno  a sottoporlo  all'analisi  : deter- 
minò egualmente  il  modo  con  cui  il  magnetismo  si  distribuisce  nell'  interno  dei 
corpi  calamitati  nel  dividersi  tra  loro.  Le  sue  esperienze  condotte  con  un  meto- 
do perfetto  gli  fecero  conosrere  i mezzi  cui  bisognava  impiegare,  sia  per  dare  il 
più  alto  grado  di  magnetismo,  sia  per  conoscere  questo  grado  quando  già  esiste. n 
Coulomb  fu  nominato  membro  dell'Istituto  fino  dall'epoca  delia  fondazione  di 
tale  dotta  società,  e fu  egualmente  nominato  uno  degl'  ispettori  generali  dell'istru- 
zione pubblica.  Ebbe  spesso  occasione  nell’  esercizio  di  queste  importanti  funzioni 
di  spiegare  il  carattere  nobile  e fermo  di  cui  aveva  fatto  prova  nella  sua  gioventù 
resistendo,  di  fronte  ad  iogiuste  persecuzioni,  ad  un  ministro  e agli  Stati  di  Breta- 
gna, che  volevano  farlo  aderire,  nella  sua  qualità  di  commissario  del  re,  ad  una 
decisione  contraria  alla  sua  coscienza  e ai  dettami  della  scienza.  Uomo  di  costu- 
mi austeri  e nel  tempo  stesso  dolci , dotato  di  una  benevolenza  estrema,  animato 
in  sommo  grado  da  uno  spirito  di  giustizia  e d’  imparzialità  , Coulomb  , che  fu 
felicissimo  per  le  affezioni  di  famiglia,  lo  fu  ancora  per  le  sue  relazioni  sociali. 
Egli  ha  lasciato  dopo  di  lui  dei  nobili  esempj  da  imitare  , la  reputazione  di  un 
uomo  di  cuore  e di  un  dolio  coscenzioso.  Mori  a Parigi  il  a3  Agosto  1806.  Ol- 
tre le  numerose  memorie  che  di  esso  si  trovano  nelle  raccolte  dell’Accademia 
delle  Scienze,  dell’Istituto,  ec.,  fu  stampata  separatamente  una  sua  opera  intito- 
lata : Rtchtrches  sur  les  moyens  d'exejuter  som  l' tati  toules  sortts  di  trm- 
l’unar  /lyUraulii/nes  sans  cmploycr  nucuti  tpuistment , Parigi,  1779,  in-8. 
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COUTLET  {Ct.A erro  Antonio),  nato  a Parigi  il  20  Aprile  iG^a  , fu  dapprima  de- 
atinato  ai  foro;  ma  dopo  avere  esercitalo  alcun  tempo  la  professione  <]’  avvocato, 
la  lasciò  per  darsi  interamente  allo  studio  delle  matematiche  alle  quali  sentivasi 
tratto  da  irresistibile  inclinazione.  Fu  ajulato  ne' suoi  studj  da  Buliot , ed  in 
breve  creato  venne  membro  dell' Accademia  delle  Scienze  e custode  del  gabinetto 
delle  macchine.  Gli  vennero  pnre  affidati  parecchi  lavori  idraulici , nell'esecuzio- 
ne dei  quali  spiegò  le  profonde  cognizioni  che  aveva  nella  teoria  delle  acque, 
superando  ostacoli  che  altri  ingegneri  suoi  predecessori  avevano  dichiarato  insor- 
montabili. In  seguito  occupò  una  cattedra  di  matematiche  e divenne  tesoriere 
dell'  Accademia  delle  Scienze.  Mori  ai  a5  Luglio  1722.  Fontanelle  recitò  il  suo 
elogio. 

COUPLET  DES  TORTREAUX  { Pietio  ),  figlio  del  precedente,  fu  ricevnto  nel 
1696  nell’  Accademia  delle  Scienze,  e successe  a suo  padre  nel  posto  di  tesoriere 
di  quella  dotta  società.  Mori  nel  Dicembre  1744  <n  età  avanzata.  Nella  raccolta 
dell'Accademia  dal  1726  al  1733  si  trovano  molte  memorie  di  Couplet:  I De  In 
poustée  Jet  terrei  contee  ìeurs  reoètementt,  et  de  la  force  dei  revètementt 
qu'on  doti  leur  opposer  ; Il  De  la  pouaée  dei  venti-.  III  Recherchet  iur  la 
conttruction  dei  cornila  de  charpenle ; IV  Sur  let  charriott,  lei  traincaux 
et  le  lirage  dei  chevaux. 

COURTANVAUX  (Fzazcesco  Cesane  le  Sellisb  marchese  di),  nato  a Parigi  da 
illustre  famiglia,  entrò  dapprima  nella  carriera  delle  armi,  ma  la  sua  salute  aven- 
dolo obbligato  ad  abbandonare  una  professione  per  lui  troppo  faticosa,  si  diete 
alla  cultura  delle  scienze,  al  progresso  delle  quali  non  furono  inutili  le  cogni. 
zioni  che  vi  acquistò.  Nominato  nel  1764  membro  onorario  dell'Accademia  delle 
Scienze,  fa  nel  1767  scelto  da  quella  società  insieme  con  Pingré  e con  Messier 
per  provare  gli  orologi  marini  che  erano  stati  presentali  per  concorrere  al  premio 
che  l’ Accademia  aveva  proposto  per  il  perfeziouamento  di  tali  macchine.  La  rela- 
zione dei  tre  commissari  comparve  col  titelo  di  Journal  du  voyage  sur  la  fé- 
gate  l' Aurore , Parigi,  1768,  in-4-  Oltre  alcune  memorie  di  chimica,  si  hanno 
di  Courtanvaux  le  osservazioni  di  due  ecclissi  solari  inserite  nelle  Memorie  del- 
1’  Accademia.  Mori  il  7 Luglio  1781,  e il  suo  elogio  fu  letto  da  Condorcet. 

COURTIVRON  (Gaspare  le  Costpasveue  db  Creqci-Mobtfort,  marchese  di),  pen- 
sionano veterano  dell'  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  , nacque  nel  1715  nel 
castello  di  Courtivron  in  Borgogna  , e mori  il  4 Ottobre  1785.  Entrò  dapprima 
nella  milizia,  ma  essendo  stato  ferito  nella  guerra  di  Baviera,  rinunciò  ad  un 
genere  di  vita  divenuto  per  lui  troppo  faticoso  e si  diede  senza  riserva  alla  cul- 
tura delle  scienze.  La  geometria  , l’ottica,  l'astronomia,  la  meccanica,  l'arte  di 
lavorare  il  ferro  nella  fucina  , furono  i soggetti  delle  sue  meditazioni  , e le  me- 
morie, che  su  queste  varie  materie  ha  inserito  nella  raccolta  dell’Accademia 
delie  Scienze,  attestano  a un  tempo  la  profondità  e l'estensione  delle  sue  engni- 
zioni.  Una  delle  principali  di  queste  memorie  è quella  con  la  quale  propose, 
nel  1744  * r*r  la  soluzione  delle  equazioni  numeriche,  un  metodo  di  approssima- 
zione più  comodo  di  tutti  quelli  che  allora  si  conoscevano,  e che  abbrevia  d'as- 
sai le  sostituzioni  successive  che  bisogna  fare  in  quello  di  Newton  per  giungere 
a valori  di  mano  in  mano  più  prossimi  al  vero.  Soltanto  assai  lungo  tempo  do- 
po, Lagrange  ha  dato  metodi  più  comodi  ancora,  e più  compiuti.  Courtivron 
non  ha  pubblicato  separatamente  altre  opere  sopra  argomento  di  matematiche 
che  la  seguente  : Traité  d'  optique,  dans  te  quel  on  donne  la  thénrie  de  la  lu- 
mière dans  le  iyttème  newtonien,  avec  dei  nouvellet  iolutions  dei  principaux 
problèma  de  dioptrique  et  de  catoptrique , Parigi,  1752  , in-4. 

COUSIN  (Giacomo  Amtosio  Giuseppe),  dotto  matematico,  nacque  a Parigi  il  29 
Gennaio  1739.  Acquistò  fama  per  la  pubblicazione  di  un  trattalo  di  calcolo  in- 


by  Google 


196  CRA 

legnile  al  quale  si  è rimproverata  qualche  oscuriti  e qualche  disordine,  ma  che 
conteucva  parecchie  proposizioni  nuove  nei  differenti  rami  di  questa  parte  ele- 
vata della  scienza,  e specialmente  sull'  integrazione  delle  equazioni  a differenze 
parziali.  Coosin  fu  ricevuto  nel  1772  nell*  Accademia  delle  Sciente.  Era  fino 
dal  17C6,  e fu  per  trentanni  professore  coadiutore  di  fisica  nel  collegio  di  Fran- 
cia. Nel  17G9  era  stato  eletto  professore  di  matematiche  nella  scuola  militare,  ove 
per  veuti  anni  esercitò  queste  utili  ed  onorevoli  funzioni.  Cousin  impiegava  nei 
lavori  scientifici  tutto  il  tempo  che  gli  lasciavauo  libero  i doveri  delle  due  catte- 
dre; la  sua  vita  dolce  c pacifica,  esente  da  ambizione,  sembrava  dovere  scorrere 
nella  tranquilla  oscurila  dello  studio  e dell*  insegnamento,  quando  scoppiò  la  ri- 
voluzione. Allora  quest'uomo  semplice  e modesto  spiegò  un  carattere  nobile  ed 
energico.  Fiuo  dal  1791  era  stato  eletto  ufficiale  municipale,  c fu  in  questa  qua- 
lità incaricato  specialmente  dell'amministrazione  delle  sussistenze.  Imprigionato 
durante  il  regno  del  terrore,  scampò  ai  pericoli  della  sua  situazione  , ed  entrò 
ben  presto  pel  volo  de' suoi  concittadini  nell' amministrazione  municipale,  della 
quale  era  presidente  il  primo  Pratile  dell*  anno  III  (179^),  ed  affrontò  con  co- 
raggio  i più  grandi  pericoli  per  comprimere  la  minorità  che  voleva  ristabilire  il 
regime  del  terrore.  Il  direttorio  gli  affidò  nel  1796  alte  funzioni  amministrative, 
ma  egli  diede  la  sua  dimissione  come  avvenne  il  18  Fruttidoro  dell'anno  V 
( 1 797 ) ; l'anno  seguente  fu  eletto  membro  del  corpo  legislativo.  Dopo  il  18 
Brumale  (*799)  divenne  membro  del  senato  conservatore,  e mori  a Parigi  il  29 
Dicembre  1800.  Era  membro  dell*  Istituto  nazionale  fino  dalla  formazione  di 
quella  Società  , e fu  a lui  sostituito  Leveque. 

Ecco  1’  elenco  delle  opere  pubblicate  di  Cousin  : I Lecons  de  calcul  diffèren - 
tiel  et  de  calcul  intégrale  Parigi,  1777,  2 voi  in-8;  ristampate  col  titolo  di 
Traile’  du  calcul  diff creatici  et  du  calcul  integrai , deuxiime  édition , Parigi  , 
1796,  a voi.  in-4  ; li  Introdttction  à V elude  de  /’ astronomie  physiqne,  Parigi, 
1787  , in-4;  IH  Traite  éle'mentaire  de  physique  , Parigi,  anno  III,  in-8  di  8 e 
1 44  P»utore  l’aveva  composto  in  prigione;  IV  Tratte’  élémentaire  de 

T un  al x se  mathématiquc , Parigi  1797»  in-8;  V Si  trovano  di  Cousin  diverse 
memorie  negli  Acta  Academiae  elecloralis  Moguntinae  scientiarum  quae  Er - 
furti  est, 

COWPER  (Spencer),  nato  a Londra  nel  17*3  e morto  il  a5  Marzo  1774  nel  suo 
decanato  di  Durham.  Versatissimo  nelle  matematiche,  scrisse  un  profondo  tra  italo 
di  geometria  , sommamente  stimato  in  Inghilterra;  egli  però  è piu  conosciuto 
per  le  sue  tavole  della  luna  chiamale  Tabulae  duntlmenses  (Tavole  di  Durham), 
ed  inserite  nel  suo  libro  intitolato:  A Treatise  on  thè  parallaclic  angle , ec. 
Londra  1766,  in-4. 

CKA1GE  o meglio  CRAIG  (Giovanni),  geometra  scozzese,  si  è reso  celebre  per  la 
pubblicazione  di  parecchie  opere  importanti  , concernenti  le  matematiche  , ina 
nessuno  de' suoi  biografi  ha  potuto  indicare  nè  il  luogo  nè  la  data  della  sua 
morte.  Cominciò  a farsi  un  nome  uella  scienza  verso  la  fine  del  X VII  secolo,  fa- 
cendo conoscere  il  primo,  in  Inghilterra,  assai  imperfettamente  peiò,  il  calcolo 
differenziale,  quale  era  stalo  immaginato  da  Leibnitz.  Egli  se  ne  valse  in  ur» 
Trattato  sulla  quadratura  delle  curve,  che  pubblicò  nel  i685,  un  anno  dopo 
ebe  Leibnitz  ebbe  annunziata  la  sua  scoperta  negli  Atti  di  Lipsia.  Newton,  che 
possedeva  da  lungo  tempo  il  calcolo  delle  flussioni , del  quale  la  sostanza  è la 
stessa,  ma  la  forma  meno  comoda,  l’occultava  diligentemente:  quindi,  nella  di- 
scussione che  insorse  sul  vero  inventore  del  calcolo  degl*  infinitamente  piccoli,  è 
una  circostanza  degna  di  osservazione  che  tal  calcolo  sia  stato  portalo  dal  con- 
tinente nell’ Inghilterra,  dove  l'amor  proprio  nazionale  ne  ha  reclamalo  con  esclu- 
siva la  proprietà,  dopo  avere  tributalo  non  pochi  clogj  all'opera  di  Craig;  del 
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resto  esamineremo  altrove  questa  questione  , che  oggigiorno  però  non  ha  che  un 
interesse  secondario.  Giovanni  Bernoulii  ha  vivamente  criticalo  un'altra  opera  di 
Craig  sul  Calcolo  delle  fluenti,  eh’  ei  pubblicò  in  seguito,  e che  è scritta  colla 
notazione  di  Newton  e colle  idee  di  quell* illustre  geometra.  Questo  trattalo,  poco 
notabile  anco  pel  suo  autore  , è oggi  allatto  dimenticalo.  In  un  secondo  trattato 
sulla  quadatura  delle  curve  e sui  luoghi  geometrici,  pubblicato  nel  169$,  fece 
parecchie  utili  osservazioni  snlla  costruzione  delle  sezioni  coniche. 

Giovanni  Craig  si  è peraltro  acquistata  una  gran  celebrità  per  la  produzione  di 
una  teoria  estremamente  rimarcabile,  ma  che  presenta  all'  immaginazione  qualche 
cosa  di  bizzarro.  Egli  volle  applicare  il  calcolo  algebrico  alla  teologia,  ricercando 
quale  dorerà  essere  l’indebolimento  delle  prove  storiche,  secondo  la  distanza  dei 
luoghi  e l' intervallo  del  tempo.  Noi  non  crediamo  di  dover  qui  esporre  il  risul- 
talo delie  sue  ricerche.  Riconoscendo  che  Craig  ignorava  i veri  principj  del  cal- 
colo delle  probabilità , un  dotto  matematico  ha  pensato  che  l’applicazione  di 
questo  calcolo  alla  verità  delle  testimonianze  è un  bellissimo  argomento.  Nello 
stalo  attuale  della  scienza  noi  non  possiamo  nè  essere  a parte  di  questa  opinione, 
nè  ammettere  come  una  realtà  scientifica  un’  ipotesi  ingegnosa  , alla  quale  nes- 
sun lavoro  posteriore  ha  potuto  dare  ancora  quel  grado  di  certezza  matematica 
che  le  sarebbe  necessario.  Del  resto  1'  opera  di  Craig  eccitò  lo  zelo  dei  teologi 
protestanti,  e sembra  essere  stata  sepolta  sotto  il  peso  di  voluminose  confuts- 
zioui.  Si  trova  nelle  Transazioni  filosofiche  e negli  Acta  erudilorum  di  quel 
tempo  nn  gran  numero  di  memorie  di  cui  Craig  è 1’  autore  : questo  geometra 
ba  pubblicato  inoltre  separatamente  le  opere  seguenti  : 1 Mtthodus  figurarum 
lineis  rectis  et  curvi 5 comprehensarum  , quadratura s determinandi  , Londra , 
■ 665,  in-4  ; Il  Tractatus  rnathcmuticus  de  figurarum  curvilinearum  quadra- 
tura et  locis  geometrici s,  Londra,  i6q3  , in-4 ; III  Theologiae  christianae  prin- 
cipia mathematica , Londra,  1699,  opuscolo  di  36  pag.  in-4-  G.  Daniele  Titius 
ne  pubblicò  una  nuova  edizione  in-4  nel  17.55  a Lipsia,  con  uua  confutazione 
dell’  opera  ed  una  notizia  sull’  autore  ; IV  De  calculo  fluentium  libri  duo , qui- 
bus  subjunguntur  libri  duo  de  optica  analitica.  Londra,  1718,  in-4- 
CRAMER  (Gabrizlb),  distinto  geometra,  membro  dell’  Accademia  di  Berlino,  della 
Società  Reale  di  Londra,  dell' Istituto  di  Bologna,  nacque  a Ginevra  il  3i  Lu- 
glio 1704.  Dì  buon’ora  si  diede  allo  studio  delle  parti  più  elevate  delle  mate- 
matiche, cosicché  potè  contrastare  con  onore  a Calandrini,  in  un  concurso  e nel- 
l’età di  soli  venti  anni,  la  cattedra  di  filosofia  di  Ginevra.  Il  suo  concorrente,  che 
era  pure  suo  amico,  prevalse,  ma  Cramer  aveva  sostenuto  la  disputa  con  tal  di- 
stinzione che  il  consiglio  della  repubblica  istituì  nel  1734  una  cattedra  di  male- 
matiche nella  quale  questi  due  generosi  rivali,  la  cui  amicizia  non  si  era  punto 
alterata  per  tal  gara,  furono  incaricati  di  dar  lezione  a vicenda.  Gabriele  Cramer  si 
era  pure  fatto  conoscere  precedentemente  per  alcune  tesi  sul  suono , che  gli  ave- 
vano meritalo  1'  approvazione  dei  dotti  di  quel  tempo.  11  giovine  geometia  era 
di  una  salute  delicata,  che  il  suo  ardore  per  lo  studio  non  aveva  fatto  che  in- 
debolire; lasciò  Ginevra  nel  1737  e si  pose  a viaggiare  nella  speranza  di  ristabi- 
lirsi. Ma  si  fermò  tosto  a Basilea,  ove  segui  con  fervore  le  lezioni  di  Giovanni  e 
di  Niccolò  Bernoulii , che  non  lardarono  a distinguerlo  tra  i loro  discepoli  e ad 
accordargli  la  loro  amicizia.  Percorse  quindi  l’Inghilterra  e la  Francia,  e dap- 
pertutto le  sue  cognizioni  elevate  e l’amenità  del  suo  carattere  gli  procacciarono 
numerosi  amici.  Al  suo  ritorno  in  patria,  si  rimise  allo  studio  con  nuovo  ardore, 
e parve  che  ambisse  la  gloria  degli  uomini  celebri  che  aveva  avuto  l’occasione 
di  conoscere , coltivando  nel  tempo  stesso  tutte  le  scienze.  L’  opera  che  ha  con- 
sacrato la  celebrità  di  Cramer  è quella  che  egli  intitolò  modestamente:  Intro- 
duction  ù t'analfse  des  lignes  courbes  algéùriqucs , Ginevra,  <75o,  in— 4-  Questo 
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libro  è noto  ■ tatti  i matematici.  La  teoria  generale  delle  linee  curve  aveva  già 
occupato  il  celebre  Eulero,  che  ne  aveva  trattato  nella  tua  Introducilo  in  ano- 
Ijrsin  infinitorum  con  quella  polenta  d'ingegno  e eoo  quella  generalità  di  ve- 
dute che  caratterizzano  tutte  le  tue  produzioni.  Ma  era  neceuario  che  questo 
argomento  (bue  trattato  in  un’opera  apeciale  con  tutti  gli  (viluppi  che  esso  com- 
porla , e preientaio  sotto  una  forma  più  elementare.  Queste  due  opere  hanno 
per  cosi  dire  fermato  il  termine  della  teoria  delle  curve,  distogliendo  i geometri 
da  ricerche  più  curiose  che  utili  , le  quali  non  si  potevano  mai  esaurire  ed  in 
cui  bastava  di  avere  un  filo  per  condursi.  Quautunque  sopra  uno  stesso  argo- 
mento, i melodi  de' due  geometri  sono  abbastanza  differenti  per  dira  che  Cramer 
abbia  fatto  prora  di  originalità  ne'  suoi.  11  suo  libro  assai  più  voluminoso  della 
parte,  cui  Eulero  ha  consacrato  alle  curve  nel  suo , è notabile  ancora  per  esempi 
numerosi  e bene  scelti,  e le  cose  che  nell'appendice  si  contengono  sull'elimi- 
nazione sono  importanti  per  la  storia  della  scienza. 

Oltre  ad  avere  scritte  varie  memorie  che  si  leggono  negli  Atti  delle  Accademie 
di  Berlino  e di  Pietroburgo,  Cramer  diede  molle  cure  alle  edizioni  delle  opere 
di  Giovanni  e di  Giacomo  Bernoulli,  e del  Commercium  tpistolicum  Leibniiaii  et 
Bernoulli , raccolta  preziosa  per  rintracciare  i progressi  dello  spirito  umano  nelle 
scienze  matematiche.  Nel  1731  ottenne  il  primo  accestii  del  premio  proposto 
dall'  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  sulla  causa  dell’  inclinazione  delle  orbite 
planetarie,  premio  che  fu  riportato  da  Giovanni  Bernoulli.  Nel  17^0,  la  reputa- 
zione che  aveva  meritata  Cramer  lo  fece  nominare , senza  concorso,  alla  cattedra 
di  filosofia  che  nella  sua  giovinezza  aveva  disputala  ad  un  formidabile  e fortunato 
concorrente.  Ma  i suoi  numerosi  lavori  avevano  di  nuovo  alterata  la  sua  salute; 
egli  mori  a Bagnols,  ove  si  era  portato  per  respirare  un'aria  più  pura,  nel  1753, 
in  età  appena  di  48  anni.  Una  nota  non  poco  estesa  delle  opere  di  Cramer  si 
trova  nell’  Hittoire  de  Genive  di  Sénebier. 

CRATISTO,  geometra  greco  della  scuola  di  Platone.  Il  suo  nome  si  trova  tra 
quelli  di  cui  Proclo  ci  ha  conservata  la  memoria  nel  suo  commento  sopra  Eu- 
clide. Il  nome  di  Cratisto  rammenta  una  particolarità  assai  rara  : secondo  Proclo, 
questo  geometra  non  aveva  quasi  studiato,  ma  la  sua  penetrazione  nella  geome- 
tria era  tanto  straordinaria  , che  sarebbesi  detto  che  tale  scienza  era  in  lui  qua- 
siché innata:  esso  infatti  poteva  risolvere  colla  massima  facilità,  per  mezzo  della 
sua  geometria  naturale  , i problemi  che  più  imbarazzavano  i matematici  del  suo 
tempo.  Quindi  Montucla  chiamò  Cratisto  il  Pascal  dell’antichità. 

CREPUSCOLARE  (Astron.).  Si  chiama  circolo  crepuscolare  un  circolo  minore 
paralello  all'orizzonte  ed  abbassato  al  di  sotto  di  esso  di  18  gradi  sessagesimali. 
Questo  circolo  è il  limite  dei  crepuscoli. 

CREPUSCOLO  ( Aslron.).  Luce  che  si  spande  nell' atmosfera,  qualche  tempo  pri- 
ma del  levare  del  sole  e qualche  tempo  dopo  il  suo  tramonto. 

La  causa  di  questo  fenomeno  è la  retrazione  dei  raggi  luminosi  prodotta  dal- 
I' aria  atmosferica.  Noi  ne  daremo  la  spiegazione  e la  teoria  all'articolo  Refra- 
ziore. 

CRISOCOCCETE  (Giorgio),  medico  celebre  per  le  sue  cognizioni  nelle  lingue  e 
nelle  scienze  matematiche  , Boriva  a Costantinopoli  verso  la  metà  del  secolo  XIV. 
Ha  composto  in  greco  un  trattalo  sull'astronomia  dei  Persiani.  Tale  opera  si 
conserva  manoscritta  nella  biblioteca  di  Parigi,  che  possiede  inoltre  un  trattalo 
dello  stesso  autore  sol  modo  di  trovare  le  sizigie  per  tulli  i mesi  dell'anno. 
Boulliaud  nella  fine  della  sua  Astronomia  Jitolaica  ba  pubblicato  la  prefazione  e 
le  tavole  dell'astronomia  persiana,  ove  si  leggono  alcune  curiose  particolarità  sul 
mosto  col  quale  Crisococcete  giunse  ad  ottenere  le  notizie  che  si  trovano  nel  suo 
trattato.  Comunque  però  sia  di  tali  particolarità,  aadiamo  debitori  a Crisococcete 
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di  non  poche  cognizioni  interessanti  sul]' astronomia  dei  Persiani-,  ma,  comuni- 
candoci le  tavole  de’ loro  astronomi,  sembra  che  non  ne  abbia  perfettamente 
compresa  la  costruzione,  o almeno  non  si  è egli  espresso  con  sufficiente  chiarez- 
za. Si  ha  un  sommario  della  sua  opera  nel  terzo  volume  dei  Geografi  minori  di 
Hudson.  La  biblioteca  di  Madrid  ha  un’  opera  manoscritta  di  Crisococcete  sulla 
costruzione  dell’ astrolabio,  e la  biblioteca  del  Vaticano  possiede  un  bel  mano- 
scritto dell'Odissea  con  chiose,  copiato  da  Crisococcete  e colta  data  del  i336. 

CRISOLOGO  ( Natale  A.nd&ka,  più  nolo  sotto  il  nome  di  Padre)  , nato  a Gy 
nella  Franca  Contea,  l'8  Dicembre  1728,  entrò  giovine  ancora  nell'oidine  dei 
Cappuccini,  la  disposizione  che  manifestò  per  gli  studj  geografici  determinò  i 
suoi  superiori  ad  inviarlo  a Parigi  , ove  frequentò  le  leiioui  di  astronomia  del 
celebre  Lemonnier.  Avendo  avuto  occasione  di  convincersi  dell’  imperfezione  dei 
planisferi  celesti  di  coi  aveva  dovuto  servirsi,  ne  formò  uno  da  sé  stesso,  che  poi 
pubblicò  nel  1778  coll’approvazione  dell’Accademia  e sotto  il  suo  privilegio. 
Tale  planisfero,  disegnato  sull’equatore,  è io  due  grandi  fogli,  e vi  si  vedono  le 
900  stelle  del  Coelum  australe  stelliferum  di  La  Caille  , sebbene  , per  le  insi- 
nuazioni di  Lemoonier  nemico  di  quest'ultimo,  non  vi  abbia  disegnato  le  ligure 
delle  quattordici  nuove  costellazioni  australi.  In  seguilo  fece  comparire  altri  pla- 
nisferi di  diverse  grandezze  e sopra  diversi  orizzonti  con  particolarizzate  istru- 
zioni sul  modo  di  valersene.  Ma  il  suo  capo  lavoro  è un  Mappamondo  delineato 
sull’  orizzonte  di  Parigi , del  quale  niun  altro  ancora  è stalo  pubblicato  più  per- 
fetto. il  p.  Crisologo  ha  pubblicato  ancora  una  eccellente  carta  della  Franca  Con- 
tea, una  memoria  sul  barometro,  ed  uno  scritto  sulla  teoria  della  superficie  at- 
tuale della  terra,  del  quale  Cuvier  ha  fatto  grandi  elogi,  in  un  rapporto  presen- 
tato all' Istituto.  Mori  a Gy  a’ dì  8 Settembre  1808.  Per  maggiori  notizie  si  ri- 
corra alla  Biografia  universale. 

CRIVELLI  (Giovassi),  geometra  e fisico  distinto,  narque  a Venezia  il  30  Set- 
tembre 1691.  Dopo  aver  compito  i suoi  studj  nel  seminario  durale  sotto  i padri 
Somaschi,  prese  in  età  giovanissima  l’abito  de’suoi  maestri,  professò  rettori' a e 
filosofia,  e quindi  fu  nominato  rettore  del  seminario  patriarcale  di. Murano.  Sen- 
za trascurare  la  cultura  delle  lettere  , dedicossi  più  particolarmente  alle  scienze 
e divenne  profondo  nelle  matematiche.  Prese  molla  parte  della  celebre  discus- 
sione sulla  misura  delle  forze  vive,  e pubblicò  su  tale  argomento  una  memoria 
nel  Gran  Giornale  dell' Europa  (173G),  che  gli  meritò  giusti  elogi  nel  Gior- 
nale de'  Letterati  allora  diretto  da  Apostolo  Zeno  e gli  procacciò  1'  amicizia 
del  celebre  abate  Conti.  Cominciò  allora  tra  il  Crivelli  ed  il  Conti,  che  a' suoi  ili 
poteva  considerarsi  il  Mersenne  italiano , una  corrispondenza  sopra  argomenti 
scientifici,  ed  una  lettera  dottissima  del  Crivelli,  che  si  legge  nella  raccolta  inti- 
tolata : Scelte  lettere  di  celebri  autori  all'  abate  Antonio  Conti  , pubblicala 
a Venezia  nel  1810  dall'abate  Bettio  , fa  rincrescere  che  nqn  sia  stato  fatto  di 
pubblico  diritto  tutto  questo  commercio  epistolare.  Nel  1738  pubblicò  gli  Ele- 
menti d' aritmetica  numerica  e letterale ; quest’opera,  lodatissima  negli  Atti 
di  Lipsia , divenne  allora  il  libro  di  testo  in  tutte  le  scuole  d’Italia,  e fu  tra- 
dotta in  Ialino  dall’  autore  nello  stesso  annoj,  dietro  il  voto  generale  che  glie  ne 
fu  espresso.  Nell’  anno  appresso  pubblicò  i suoi  Ifuovi  elementi  di  geometria , 
ove  la  chiarezza  si  trova  unita  alla  concisione , e che  accolti  non  meno  favorevol- 
mente furono  del  pari  tradotti  in  latino.  Nel  1731  comparvero  i suoi  Elementi 
di  fisica,  Venezia,  a voi.  in-4 , che  posero  il  colmo  alla  di  lui  riputazione.  Per 
giudicare  con  qual  favore  furono  ricevuti  , si  legga  1'  elogio  che  ne  fu  fallo  negli 
Atti  di  Lipsia , Tomo  II  del  Supplemento,  pag.  4^9. 

Elevalo  dai  suoi  confratelli  alla  dignità  di  provinciale  , il  Crivelli  rirevelte 
nello  stesso  tempo  i contrassegni  della  s(jma  dei  dotti  più  celebri  del  suo  tempo, 
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che  «I  suo  giudizio  sottoponevano  It  più  ardue  questioni  di  tìsica  e di  geome- 
tria. Accollo  come  socio  corrispondente  nelle  Accademie  di  Bologna  e di  Berlino 
e nella  Società  Reale  di  Londra,  venerato  e rispettato  dal  ceto  più  alto  de'  suoi 
concittadini  , pareva  che  nulla  dovesse  turbare  la  sua  vita  ad  un  tempo  pacifica 
e gloriosa;  quando,  tutto  ad  un  tratto,  e senza  che  se  ne  sia  potuto  peuetrarc 
il  motivo,  fu  nel  174°  spogliato  delle  sue  dignità  , e rinchiuso  nel  convento  di 
S*.  Maria  della  Salute,  ove  morì  il  >4  Febbrajo  1743,  in  età  di  cinquaotadue 
anni.  Trascurando  di  parlare  degli  scritti  puramente  letterari  del  padre  Crivelli, 
le  altre  sue  opere  relative  alle  matematiche  sono:  algoritmo , ossia  Metodo  di 
determinare  le  quantità  espresse  colle  cifre  numeriche  e colle  lettere , Vene- 
zia, 1739,  in-8.  Una  seconda  edizione,  con  molte  aggiunte  e variazioni,  de' suoi 
Elementi  di  fisica , Venezia  , 1744  • 3 voi.,  in-4,  alla  quale  l’editore  ha  unito 
due  dissertazioni  sopra  i problemi  di  Diofantu,  che  il  p.  Crivelli  aveva  già  pubbli- 
cate nella  Raccolta  del  Calogero-  In  tale  Raccolta  ti  leggono  pure  del  Crivelli 
due  altre  dissertazioni,  una  delle  quali  sulla  misura  delle  forze  vive  , e I’  altra 
sulle  leggi  del  moto.  Tra  i suoi  manoscritti  lasciò  pure  dei  trattati  sui  luoghi 
geometrici  , sulla  quadratura  delle  curve , sul  calcolo  integrale  , ec.  Il  suo 
elogio  è stato  scritto  dal  suo  confratello  il  padre  Bernardo,  e si  legge  nella  rac- 
colta calogeriaoa,  e nella  citala  seconda  edizione  degli  Elementi  di  fisica. 

CRIVELLO  ( Aritmetica ).  Nome  dato  da  Eraloslenc  ad  un  metodo  da  lui  inven- 
tato per  determinare  i numeri  primi. 

Questo  metodo  consiste  nel  l’escludere  dalla  serie  dei  numeri  naturali  1,  a,  3,  4-  • •• 
tulli  quelli  che  hanno  dei  divisori;  i numeri  che  restano  sono  allora  numeri 
primi. 

Dopo  avere  scritto  gli  uni  accanto  agli  altri  i numeri  naturali,  si  sopprimono 
primieramente  tutti  i numeri  pari,  perchè  ad  eccezione  del  a,  tutti  gli  altri 
hanno  questo  stesso  numero  per  divisore,  e non  possono  per  conseguenza  esser 
primi  ; cosi  non  rimane  da  considerarsi  che  la  serie  dei  numeri  impari. 
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Ori,  per  escludere  tatti  i numeri  che  hanno  3 per  divisore,  si  vede  facilmente 
che,  ciascun  numero  di  questa  serie  superando  di  due  unità  quello  che  lo  precede, 
il  primo  numero  dopo  3 è 3-+-a  , il  fecondo  è 3-baXa,  e il  lerto  è 3-+-3Xa; 
questo  terxo  numero  sarà  dunque  divisibile  per  3,  come  lo  saranuo  pure  tutti 
gli  altri  numeri  che  si  succederanno  di  tre  in  tre  posti.  Cosi,  nella  serie  superiore, 
si  trova  sempre  un  multiplo  di  3 dopo  due  numeri  che  non  lo  sono  , per  consc- 
guente possiamo  escluderli  facilmente  segnando  con  una  linea  i numeri  che  li  suc- 
cedono di  tre  in  tre  nella  serie  dopo  il  3. 

Prendendo  ora  il  5 per  divisore,  tutti  i numeri  divisibili  per  5 saranno  situati 
in  modo  che  tra  due  di  essi  i più  prossimi  ve  ne  saranno  quattro  non  divisibili 
per  5;  è questa  pure  una  conseguenza  necessaria  dell*  accrescimento  costante  a dei 
numeri  della  serie.  Si  segnerà  dunque  con  una  linea  ogni  quinto  numero  dopo  il 
5 , come  1 5 , a5 , 35,  ec. 

Prendendo  quindi  il  ; per  divisore,  si  avrauno  sei  numeri  intermedj  non  di- 
visibili per  7;  cosi,  segnando  ogni  settimo  numero  dopo  il  7,  si  escluderanno 
tutti  i numeri  divisibili  per  7. 

Giunti  al  9,  è inutile  il  fare  la  stessa  operazione  , poiché  il  9 essendo  già  se- 
gnato, tutti  i numeri  che  dopo  di  esso  si  succedono  di  nove  iti  nove  sono  an- 
ch'  essi  segnati  necessariamente:  si  continuerà  dunque  a fare  l'operazione  pel 
divisore  11,  e si  segneranno  tutti  i numeri  che  di  undici  in  undici  vengono  dopo 
di  lui  e che  aono  suoi  multipli. 

Proseguendo  P operazione,  è chiaro  che  tutti  i numeri  che  precedono  quello 
al  quale  si  giunge  come  ultimo  divisore,  e che  non  sono  segnati,  sono  numeri 
primi.  In  tal  modo  si  trova  che  i numeri  primi  al  di  sotto  di  201  sono: 
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Questo  metodo  è ancora  noo  dei  più  spediti  che  siano  stali  trovati  fino  a que- 
sto giorno  per  la  delerminatioue  de'  numeri  primi.  Vedi  Ncssaai  paini. 

CROCE  (Astron).  Nome  che  qualche  volta  è stato  dato  alla  costellazione  del 
Cigno. 

CROCE  AUSTRALE  ( Astron .).  Costellazione  meridionale  che  comprende  17  stelle 
nel  Cotlum  australe  stelliferum  di  la  Caille.  I piloti  trovano  il  polo  sud  per 
mezzo  di  quattro  stelle  che  fanno  parte  di  questa  costellazioae.  Essa  è stata  for- 
mata da  Rojer.  Vedi  Costillazioub. 

CRONOLOGIA  (Da  ypwi; , tempo , e liyo; , discorso).  Scienza  della  misura  o 
della  divisione  del  tempo;  essa  si  divide  in  due  rami  speciali  che  sono:  la  cro- 
nologia teorica  e la  cronologia  applicata.  La  prima  è una  deduzione  dell'  astro- 
nomia , poiché  è il  risultato  dell’  osservazione  de’  fenomeni  celesti,  di  cui  questa 
scienza  spiega  le  leggi  ; la  seconda  è un'  applicazione  agli  umani  avvenimenti  di 
tale  deduzione  della  scienza  astronomica  : come  tale  , essa  forma  la  base  essen- 
ziale della  storia  , ma  noi  nou  dobbiamo  considerarla  sotto  quest’  ultimo  punto 
di  vista. 

Gli  annali  autentici  di  tutte  le  nazioni  sono  necessariamente  posteriori  alle 
prime  osservazioni  dell’astronomia,  che  dovettero  aver  per  oggetto  la  divisione 
del  tempo  in  periodi  determinati.  Cosi,  per  esempio,  prima  che  fosse  stata  cal- 
colata la  durala  fieli'  anno  secondo  il  corso  apparente  del  sole , o secondo  le  fasi 
della  luna,  clic  fosse  stalo  quindi  diviso  I’  anno  io  mesi  , e divisi  i mesi  in  un 
Dii.  di  Mal.  Voi.  IH.  aC 
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certo  numero  di  giorni , sembra  difficile  che  gli  uomini  abbiano  potuto  conser- 
vare in  un  modo  esatto  la  memoria  delle  cose  passate.  Questo  lavoro  ha  dovuto 
cominciare  dalla  determinazione  dei  periodi  i meno  lunghi.  Così  lo  spazio  di 
tempo  che  scorre  dal  levare  o dal  tramonto  del  sole  ad  un  altro  levare  o tra- 
monto dello  stesso  astro  ha  veri>imilmente  servito  di  unità  di  misura  per  la  fis- 
sazione di  periodi  più  lunghi.  1 tempi  che  hanno  preceduto  o seguito  le  prime 
produzioni  della  scienza  possono  logicamente  dividersi  in  tempi  incerti  e in  tempi 
fiorici.  Non  ostante,  adottando  anco  questo  punto  di  partenza,  regna  oggigiorno 
una  grande  incertezza  nella  cronologia;  le  dissidenze  di  cui  essa  é la  causa  , le 
aberrazioni  mostruose  che  essa  ha  generalo,  provengono  ad  un  tempo  e dalla  di- 
versità dei  metodi  che  adottarono  la  nazioni  più  anticamente  civilizzate,  e dal- 
T impossibilità  in  cui  siamo  di  determinare  con  certezza  il  vero  senso  delle 
espressioni  di  cui  esse  si  servivano  per  esprimere  i periodi  che  noi  chiamiamo, 
anni , mesi  e giorni.  Il  fine  che  deve  proporsi  la  scienza , ora  che  essa  è al 
possesso  della  cognizione  indubitata  di  alcuni  grandi  avvenimenti,  che,  combinati 
con  osservazioni  astronomiche  esattissime,  possono  determinare  in  un  modo  in- 
variabile le  epoche  principali  , é evidentemente  quello  di  stabilire  una  concor- 
danza matematica  tra  le  cronologie  di  tutti  i popoli.  Ad  onta  però  di  numerosi 
e stimabili  lavori , quest'  opera  è appena  cominciata. 

Abbiamo  esposto  altrove  ( Pedi  Anno  « Calendario  ) la  storia  e la  teoria  degli 
elementi  della  cronologia  ; non  ci  resta  ora  che  a far  conoscere  diverse  parti  di 
questa  scienza  che  non  dovevano  entrare  nelle  considerazioni  generali  che  erano 
) oggetto  principale  di  quegli  articoli:  esse  saranno  successi  va  meni  e trattate  nel 
corso  di  quest’opera.  Vedi  Esb  degli  Armeni , Cristiane , di  Costantinopoli,  di 
Spagna , deir  Egira,  di  JVabonassar,  te Eukkologia,  Giorno,  Mksb,  Olimpiade, 
Pb  riodo. 

CRONOMETRO  (Da  , tempo , e psr/sov,  misura).  Nome  generico  degli 

strumenti  che  servono  a misurare  il  tempo.  È più  particolarmente  consacrato  ad 
una  specie  di  orologio  costruito  con  molta  precisione  , per  dare  esattamente  le 
suddivisioni  di  un  secondo.  Se  ne  fa  uso  in  mare  per  trovare  le  longitudini. 
Pedi  Longitudine. 

CROUSAZ  e non  CROUZAS  (Giovanni  Pibtbo  de),  nato  a Losanna  il  >3  Aprile 
i6G3,  si  diede  allo  studio  delle  lettere  , ma  nel  tempo  stesso  si  applicò  alle  ma- 
tematiche e fu  ardente  propugnatore  della  filosofia  di  Descartes.  Dopo  varj  viag- 
gi, tornalo  essendo  in  patria,  fu  successivamente  pastore,  professore  di  filosofia 
e rettore  dell’ Accademia.  Nel  1724  fu  chiamalo  a Groninga  per  insegnarvi  le 
matematiche,  e nel  1725  fu  fatto  socio  corrispondente  deirAccademia  delle  Scien- 
ze di  Parigi.  Morì  il  22  Marzo  1750.  Delle  molte  sue  opere  non  citeremo  che  le 
seguenti  : 1 Geometrie  des  lignes  et  surfaces  rectilignes  et  circulaires , Am- 
sterdam , 1718,  2 voi.  »n-8  ; Il  Commentaires  sur  /'  analyse  des  injiniment 
petit  s de  V Uòpi  tal , in>4  ; III  Traité  d'  al  gèbre  , in-8.  Si  hanno  di  lui  ancora 
parecchie  memorie  inserite  negli  Atti  dell'  Accademia  di  Bordeaux  della  quale 
era  membro.  Si  veda  il  suo  elogio  scritto  da  Fouchy  nella  Storia  dell' Accade- 
mia delle  Scienze  di  Parigi,  1750,  pag.  779. 

CTESIB10,  mercanico  celebre  di  Alessandria,  ma  verisimilmente  (l'origine  greca, 
fioriva  in  Egitto  sotto  il  regno  di  Tolomeo  Evergcte  li  verso  la  CLXIV  Olim- 
piade (circa  124  anni  avanti  Gesù  Cristo).  Era  figlio  di  un  barbiere,  del  quale 
egli  stesso  dovè  esercitare  la  professione.  Posto  in  tale  oscura  condizione,  che 
sembrava  dovergli  chiudere  ogni  accesso  alla  scienza  , non  fu  debitore  che  al  solo 
suo  ingegno  de’ suoi  talenti  e della  sua  celebrità.  Dietro  quello  che  ci  vien  nar- 
rato da  Vitruvio,  che  ci  ha  conservato  parecchie  particolarità  relative  a quesl'110- 
mo  straordinario,  occupandosi  egli  un  giorno  nella  bottega  di  suo  padre  dei  do- 
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veri  dei  suo  liuto  t osservò  che  i contrappcsi  ili  uno  specchia  mobile,  sccrreudu 
nel  tubo  ohe  gli  conteneva,  producevano  un  suono  prolungato  in  forza  della  pres- 
sione dell'  tris.  Questa  osservazione  gli  suggerì  1’  idea  degli  organi  idraulici  dei 
quali  si  è fatto  ancora  uso  ne'  tempi  moderai.  Su  questo  principio  fabbricò  una 
specie  di  vaso  a forma  di  tromba  in  cui  1’  acqua  che  vi  si  gettsva  rendeva  un 
suono  strepitoso.  Tale  strumento  parve  tanto  marsviglioso,  che  i suoi  concittadini 

10  consacrarono  nel  tempio  di  Venere  Zefiride.  Fece  quindi  un  gran  numero  di 
invenzioni.  Fra  le  ingegnose  produzioni  meccaniche  di  Ctesibio,  di  cui  Vitruvio 
ci  ha  lasciata  la  descrizione,  si  cita  particolarmente  una  clepsidra,  ossia  orologio 
meccanico  assai  ingegnoso  e molto  complicato,  che  indicava  le  ore  di  notte  e di 
giorno  per  mezzo  di  un  ìndice  mobile  sopra  una  colonna.  Gli  si  attribuisce  pure 
l'invenzione  della  tromba  aspirante  e premente  che  porta  anche  oggigiorno  il 
suo  nome.  Si  sa  che  questa  macchina  è composta  di  due  stantuffi  che  si  muovono 
alternativamente,  in  modo  che  mentre  uno  di  essi  sale  ed  aspira,  l’altro  scende 
premendo  l' acqua  e la  fa  penetrare  in  un  tubo  comune.  Il  cavslier  Morland, 
celebre  meccanico  dell’ ultimo  secolo,  ed  al  quale  si  debbono  importami  ricerche 
sull'elevazione  delle  acque,  si  è occupato  moltissimo  a perfezionare  questa  tromba, 

11  cui  meccanismo  semplicissimo  poò  produrre  non  ostante  dei  grandi  vantaggi. 
Un  altro  scrittore  dell’  antichità.  Filone  di  Bisanzio,  attribuisce  ancora  a Ctesi- 
bio P invenzione  non  meno  ingegnosa  di  uno  strumento  assai  somigliante  al  fucile 
a vento:  era  esso  un  tubo  dal  quale  l'aria  fortemente  compressa  scagliava  un 
dardo.  Il  trattato  che  aveva  composto  sulle  macchine  idrauliche  non  è giunto  fino 
a noi.  Ctesibio  aveva  una  moglie  chiamata  Taide,  che  possedeva  estese  cognizioni 
in  questa  parte  di  meccanica.  Vitrnvio,  Plinio,  Ateneo  ed  altri  scrittori  celebri  del- 
1’ antichità  parlano  con  la  pili  grande  ammirazione  dei  talenti  e delle  opere  di 
Ctesibio.  Egli  fu  eguagliato,  se  non  superato,  da  Erone  l’antico,  che  secondo 
alcuni  biografi  fu  suo  figlio  , ma  che  certamente  è sfato  suo  discepolo. 

CUBATUBA  DEI  SOLIDI  (Geom.).  Metodo  per  misurare  il  volume  dei  corpi. 

Allorquando  i corpi  proposti  sono  tolidl  di  rivoluzione , vale  a dire,  quando  . 
possiamo  concepirli  generati  dalla  rivoluzione  di  una  superficie  piana  intorno  di 
nn  asse  , il  problema  per  determinare  il  loro  volume  dipende  da  una  formula 
differenziale  semplicissima  , la  deduzione  della  quale  non  presenta  veruna  dif 
fi colti. 

Sia  infatti  un  solido  mCVy  (Tao.  LXXXV , fig.  6)  formalo  dalla  rivolu- 
zione dell'area  mistilioea  mkxy,  intorno  della  retta  BX  ; se  l’ascissa  kx  — x 
riceve  nn  accrescimento  xx'  — z,  quest’  ascissa  diverrà  x-+-z , e il  solido  di  ri- 
voluzione mCD/  si  aumenterà  del  corpo  geoerato  dalla  rivoluzione  del  trapezio 
mistilineo  xyy'x'  intorno  del  medesimo  asse  BX.  Premesso  ciò,  se  concepiamo  z 
come  infinitamente  piccola , ovvero  come  la  differenziale  di  x,  allora  l'arco  in- 
finitamente piccolo  yy’  sarà  1’  elemento  della  curva  my , il  trapezio  xyy'x'  sarà 
V elemento  dell'area  mkxy , e il  solido  yy'  ED,  1’  elemento  del  corpo  mCDy. 
Si  tratta  di  trovare  l'espressione  di  quest’ultimo  elemento.  Ora  il  trapezio 
xyy'x'  può  considerarsi  eome  nn  rettangolo  la  di  cui  rivoluzione  produce  un 
cilindro  di  un'altezza  dx  e di  una  base  che  ha  per  raggio  l’ordinata  xyxzy\  il 
volume  di  questo  cilindro  sarà  perciò  (Vedi  Cilikoro ) 

sryV* 

ir  esprimendo  il  numero  3, 1^159:16 ossia  il  rapporto  del  raggio  alla  se- 

mi-circonfercnza.  Vedi  Circolo. 

Ma  questa  quantità  rappresentando  1’  elemento  o la  differenziale  del  solido,  il 
suo  integrale  sarà  il  volume  cercato,  e V indicando  questo  volume,  avremo 

V=  $-y*dx (.). 
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Per  arrivare  a quell'  eipreuione  , non  abbiamo  adoprato  punto  i proceui  dei 
calcolo  dei  limiti , che  ancora  adesso  si  pretende  di  sostituire  al  calcolo  diffe- 
renziale , come  più  rigoroso,  quantunque  non  aia  che  un  metodo  indiretto  che 
in  altra  parte  valuteremo,  e di  cui  accuratamente  abbiamo  evitato  di  servirci 
nei  nostri  precedenti  articoli.  E vero  che  questa  sarà  una  nuova  occasione  da 
aspettarci,  per  parte  di  un  gran  geometra,  1'  accusa  di  non  essere  all'alleata 
delle  matematiche  moderne;  ma,  se  abbiamo  la  disgrazia  di  non  conoscere  le 
scoperte  delle  quali  il  sig.  Poncelet  ha  senta  dubbio  arricchito  la  scienza,  e che 
gli  hanno  meritato  ir  titolo  di  membro  dell’istituto,  scoperte  che  avremmo  in- 
serite nel  nostro  dizionario  se  le  ricerche  che  ne  abbiamo  fatte  fossero  state  più 
fortunate,  non  profitteremo  però  di  questa  circostanza  per  renderle  la  tua  inno- 
cente accusa , il  ebe  d'altra  parte  sarebbe  troppo  facile  al  giorno  d’ oggi  per 
sperarne  la  più  piccola  gloria;  e preferiamo  di  aspettare  i lavori  futuri  di  que- 
sto accademico  che  vrrun  risentimento  non  potrà  impedirci  di  porre  accanto 
degli  Eulero  e dei  La  Grange  , se  egli  vuole  somministrarcene  1'  occasione.  Gli 
domandiamo  solamente  di  usare  della  medesima  generosità  verso  di  noi  e di  so- 
spendere il  suo  giudizio  sopra  la  nostra  opera  fino  al  momento  che  casa  sia  ter- 
minata. Quanto  ai  nostri  lettori , i motivi  della  nostra  preferenza  per  i processi 
semplici,  diretti  e rigorosi  del  calcolo  differenziale,  propriamente  detto,  ai  pro- 
cessi complicati  e indiretti  del  calcolo  dei  limiti,  gli  saranno  sufficientemente  resi 
palesi  agli  articoli  Calcolo  Dir  tee  esiziali!  e Calcolo  dai  listiti. 

Riprendiamo  la  formula  (i)  ed  applichiamola  ad  alcuni  casi  particolari. 

1.  Determinare  il  volume  dell'  ellissoide  allungata. 

Questo  solido  essendo  formato  dalla  rivoluzione  di  una  semi-ellisse  intorno  del 
suo  grand'asse,  l’equazione  della  curva  generatrice,  riportata  al  centro,  è 


a estendo  il  semi  grand’asse,  e A il  semi  piccolo  asse. 

Sostituendo  questo  valore  di  jr*  nell’equazione  (i), ti  otterrà 


e integrando 


V = Jn-^  (ol— x»)<f*, 

/ ,Jv 

v (a’-e—  r)"*'c' 


Per  determinare  la  costante  C,  osserveremo  che  quando  il  valore  di  x = — a 
l’ integrale  è nullo  perchè  la  curva  ti  riduce  allora  ad  un  sol  punto  , avremo 
perciò 


r A*  » , 
c = o-.To» 


e quindi , 


b*  / **  2 \ 

T+Ta')- 


Se  in  quest’ espressione , facciamo  x=xa  per  avere  l’integrale  definito  com- 
preso fra  i limiti  x=  — a e x = o,  troveremo 

ò»  4 

V = r - . f u». 
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ovvero,  ciò  che  eqnivale  al  medesimo, 

V =>  ■—  rrai1 , 

» 5 

tale  è il  volume  dell'  ellissoide  allungata. 

Se  ai  avesse  a = 4,  l'ellisse  diverrebbe  un  cirooTo,  e questo  volume  sarebbe 
quello  della  sfera.  In  questo  caso,  si  ha 


2 

Donde  si  vede  che  il  volume  della  sfera  è eguale  ai  — di  quello  del  cilindro 

circoscritto  , poiché  il  volume  di  un  cilindro  che  ha  per  raggio  della  sua  base  o, 
e per  allena  aa  è 

jra*Xao  = a*<*‘. 

II.  Determinar e il  volume  della  paraboloide  di  rivoluzione. 

L’  equazione  della  parabola  riportata  al  vertice  estendo 

y*  = apx 

nella  quale  a p è il  parametro;  se  si  sostituisce  nell' equazione  (i),  avremo 

V = J"  ira pxdx  , 

il  di  cui  integrale  è 

V = rr/>x*-t-C . 

Il  volume  essendo  nullo  al  vertice,  ove  abbiamo  x=so,  per  determinare  la  co- 
stante si  ba  l'equazione  ocso-t-C,  donde  Caso,  così,  1’  integrale  completo  è 

V — irpz*. 

Tossiamo  mettere  quest'  espressione  sotto  la  forma 

V ss  27tpx . —, 

, * 

ovvero 


sostituendo  invece  di  a px  il  suo  valore  y*.  Ma  tj*  è l’area  di  un  circolo  di  coi 
y é il  raggio  (Fedi  Ciecolo,  n.°  4»),  e per  conseguenza  ttj’x  rappresentando 
il  volume  del  cilindro,  avente  ji yx  per  base,  e x per  altezza,  vale  a dire  del 
cilindro  circoscritto;  cosi  la  paraboloide  di  rivoluzione  è eguale  in  volume  alla 
metà  del  cilindro  circoscritto. 

La  cubatura  della  paraboloide  trova  la  sua  applicazione  nel  calcolo  dell’  esea- 
vazione  prodotta  dal  getto  delle  miniere. 

Per  i solidi  che  non  sono  di  rivoluzione.  Fedi  Volum* 

CUBICO  (Arimi.).  Un  numero  cubico  è un  numero  formato  dall'elevazione  di 
un  altro  numero  alla  terza  potenza  , per  esempio  8 è un  numero  cubico,  perché 
8 = a». 

i 
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Potesza  cubica,  « la  medesima  cosa  che  la  Zeno  polenta , come  radice  cubi- 
ca, radice  tena  sono  espressioni  sinonimc. 

Un'  equazione  cubica  i egualmente  nn’  equazione  del  terzo  grado.  Vedi  per 
la  formazione  delle  potenze  cubiche  la  parola  Potenza  , e per  l’estrazione  delle 
radici  cubiche,  quella  estrazione  delle  radici.  In  questo  punto  non  ci  occupe- 
remo che  dell’  equazioni  cubiche  quantunque  l’epiteto  cubico,  per  indicare  le 
equazioni  del  terzo  grado  sia  molto  antiquato. 

Equazione  cubica  (Alg.\.  E' equazioni  cubiche  o del  terzo  grado,  sono  equa- 
zioni nelle  quali  la  pili  alta  potenza  dell’incognita  è al  terzo  grado.  La  loro 
forma  generale  è 

x8-t-  AxM-Bx-t-C  =:  o 

che  possiamo  riportare  a 

x8-fr-px- 1-?=  o . . . . (i) , 

facendo  sparire  il  secondo  termine.  Vedi  Trasfossi  azione. 

Per  risolvere  quest’  equazione , facciamo  x=jr-+-*  , y e c essendo  doe  nuove 
incognite  la  di  cui  determinazione  ci  condurrà  a quella  di  x;  elevando  al  cubo 
avremo 


x8  =x  (y-+-z)8  es  /8-t-3/ax-+-3j'*M-*8 
=j<8-t-z3-t-3/z(p-s-z) 

=3J*-+-Z*-t-$J-ZX  , 

ovvero 


x8— 3/*x — 78— *3a=o. 

Perchè  quest’  equazione  sia  identica  coll'  equazione  (t),  bisogna  che  si  abbia 
/>  = — 3/*, 

donde  si  ricava 


r— 


/-+-»»  = — y 


<»), 

(3). 


Tali  sono  le  condizioni  alle  quali  i valori  di  y e di  z debbano  adempire  affin- 
chè la  loro  somma  dia  un  valore  di  x capace  di  soddisfare  all’equazione  (i). 
Ora  elevando  l'equazione  (a)  al  cubo,  si  ha 


donde 


>'=*  — 


*7**  ’ 


Sostituendo  questo  valore  di  y * nell’ equazione  (3)  si  ottiene 


*8-  S-.  = 


che  si  riduce  a 


avi*  ^ 
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l'-t-ei5-  — = o, 
a7 

equasione  del  ietto  grado  che  possiamo  abballare  al  fecondo  , facendo  **se f,  il 
cb*  dà 

d* 

1*4-  0<—  - = o. 
a7 

Le  radici  di  quell'equazione  che  si  chiama  la  ridotta , tono  i valori  di  e di 
a*,  perchè  questi  valori  sono  simmetrici,  e perchè  prendendo  dall’equazione  (a) 
il  valore  di  a1  per  sostituirlo  nell'  equazione  (3),  si  sarebbe  arrivati  ad  un’  equa- 
zione identica  con  quest’ ultima. 

Risolvendola  ( fedi  Sscohdo  gsado)  si  ha 


a V 4 a7 


c per  conseguenza 


a motivo  di  *e  ne  conclude 


quest'  espressione  vien  chiamata  la  formula  di  Cardano.  Pedi  Algsbbì  , Cab- 
osso  e Caso  ibbioccibilb. 

La  formula  di  Cardano  sembrerebbe  non  dare  che  nn  solo  valore  per  x,  ma 
postiamo  facilmente  riportarla  a farle  esprimere  le  tre  radici.  Per  quest' effetto, 
osserviamo  che  in  generale,  u csseudo  una  quantità  qualunque  , li  ha  non  so- 
lamente 


ma  ancora 


3 — 

ss  a u e .^u’ss'is 

i , * , <5  indicando  le  tre  radici  cubiche  dell'unità.  Cosi  rappresentando  per  M 
ed  N le  quantità  comprese  sotto  i radicali  cubici,  i valori  di  j e di  a sono 

/ = M,  ; = «M,  y=‘M, 

/=  N , s=jN,  z = CN; 

valori  che  essendo  combinati  due  a due  per  formare  i=r/4s  daranno  tutte  le 
radici  della  proposta.  E importante  fare  osservare  che  fra  queste  combinazioni, 

quelle  che  non  soddisfanno  alla  condiiione  (a)7*=;  — y debbono  essere  rigel- 
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tale,  e che  non  rimangono  che  ie  tre  tegnenti 

ra«4-  N , 
x — a M-+-6N , 

ciò  che  facilmente  possiamo  verificare. 

Le  tre  radici  cubiche  dell'  unità  estendo 

— i+y — 3 — i — — 3 

* ’ a * a 

quelle  dell'  equaxione  (i)  sono  definitivamente 


delle  radici  date 
o 

v<f*g> 


Per  esaminare  la  natura  delle  radici  date  da  quest'  espressioni  , basta  di  con- 
siderare il  radicale  quadrato 


il  quale  sarà  reale  o immaginario  , secondo  che  la  quantità  sotto  il  segno  sarà 
positiva  o negativa.  Ora,  possiamo  avere 


4 


+ 


<0. 


Nel  primo  caso  la  quantità  sotto  il  segno  essendo  positiva , il  radicale  è una 
quantità  reale  , e per  conseguenza  le  due  espressioni 


Vt-W(Rj)]' 

sono  ancora  quantità  reali;  cosi  la  prima  radice,  che  si  compone  solamente  dcl- 
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la  somma  di  queste  quantità,  è reale.  Quanto  alle  due  altre  radici  esse  sono  evi- 
dentemente immaginarie , poiché  il  prodotto  di  quantità  reali  per  quantità  im- 
maginarie non  può  essere  che  immaginario. 

Sei  secondo  caso  il  radicale  quadrato  divenendo  xero,  i due  radicali  cubi  souo 
reali,  e la  prima  radice  sola  è ancora  reale. 

Nel  terto  caso  — — essendo  negativo,  il  che  non  può  succedere  che  quan- 

4 a7 

do  P—  è negativo  e maggiore  di  , il  radicale  quadralo,  e quindi,  i due  radi- 

27  4 

cali  cubi  sono  quantità  complicale  d’  immaginari  , il  che  dà  alle  tre  radici  una 
forma  immaginaria , questo  caso  singolare  è stato  esaminalo  all’ articolo  Caso 

■ ■RIDUCIBILE.  . . . ..  . 

Ouando  non  vi  è che  una  sola  radice  reale,  possiamo  ancora  servirci  nelle  lun- 
xioui  trigonometriche  con  successo,  per  calcolare  il  suo  valore  più  prontamente 
che  eseguendo  le  estraxioni  delle  radici  indicale  nelle  formule.  Infatti,  possiamo 
porre  in  generale 

B» 

— = A. . tang  y, 

a7 

A essendo  una  quantità  qualunque  e y un  arco  determinato  dalla  relanone 

/>3 

tane  y = - — --  . 

6 ' a;A 

Cosi  per  rendere  la  quantità  sotto  il  radicale  quadrato  un  quadralo  perfetto, 
basta  fare 

— = 7-  long*  y 1 

a7  4 

poiché  allora  questa  quantità  diviene 

I1  P 3 V*  71  - 

7 + - = 7 + 7 tang1?, 

4 a7  4 4 

che  si  puii  mettere  sotto  la  forma 

tf%  rj%  srn*  y 

4 4 co»3,  y * 

ovvero 

y*  CO**  y -+-  y* sen*9 
4 CO»'4  y 

seti*?  ...  « 

sostituendo  invece  di  tang1',,  coiT7  c,Press,onc  C,1C  c 1,1  ‘««destina. 

Il  radicale  quadralo  diviene  perciò 

/ ry  (CO.»  ?-+-,c. = J_  //0^  + 1(1l,  \,J_ 

VL  4cos1y  J acosy  V \ • r/  ac0‘? 

a inolivo  di  co>a  y -4-sen*  >=  r. 

Dii.  di  Mal.  Voi.  IH.  a7 
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Cosi  la  prima  radice  prende  la  forma 

* - j r - 1 + j r - *-  - 1 . 

Y L a a cos-yj  V L a a coivi 


Ma  la  relazione 


P:  9* 

— ss  — tang*  v 

a7  4 * y 


dà 


VS 


1 = —L 

3 lang  y 


Sostituendo  questo  valore  in  quello  di  x,  si  ottiene  dopo  le  riduiioni. 


■ 3 col  3 


“•y 


3 ’ 


1'  arco  « essendo  dato  dalla  relazione 


{toe'>~\/  tang  — ? t 


e I'  angolo  o dalla  relazione 


3 / /» 3 

‘ang?=7V  ir- 


? V a7 

Se  y fosse  negativo,  il  valore  di  x diventerebbe  positivo  e si  avrebbe 


x=  a cot  au 


Vf 


Nel  caso  di  p negativo,  ossia  dell'  equazione 
- xs — px  <7=  o 

un  metodo  simile  a quello  che  abbiamo  seguito  di  sopra  ci  condurrebbe  alle  Ire 
equazioni 


a n>* 

'~1  Vs,’ 


delle  quali  la  terza  diviene 


tang-.)=^tang-i-  ? , 
x==  ’ 

a JP_ 

sena»»  V 3 
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quando  q è negativo  , ben  inteio  che  in  quell*  ultime  espressioni  si  ha 

£<£. 

a7  4 

11  seguente  esempio  servirà  a far  rilevare  l'utilità  dell'uso  di  queste  formule. 
Sia 

X5  — 2X  — 5 = o 

I’  equazione  proposta  ; paragonandola  cou  la  forma  generale 

■**—  px— 7 = 0, 

avremo  />  = a,  q—  5 e il  Tslore  di  x dipenderà  dalle  tre  espressioni 


tang  >.>•=  J tangJLy (*)  , 

“ 2 


Sostituendo  i valori  di  p e di  y in  quest'  espressioni , avremo 

,en?=^XaVìr 

ed  operando  per  mezzo  dei  logaritmi 

Log  2=30, 3oio3oo 
Log  3 =0,4771 a 

l 9,8239088 

Log  y y = 9,  1 195544 

Log  2 =3  o,3oio3oo 

Log  a yj  Y = 0,3129844 
Log  3 = o,3oio3oo 

o, 5r4oi44 
Log  i5  = 1,1760913 

Log  sen  y = 9,3379332. 

Il  che  dà  y = » 3°  34'  33",  2.  Prendendo  la  metà  di  y , e cercaudo  nelle  ta- 
vole il  logaritmo  di  tang  — y,  si  avrà 

Log  tang  (6°  ij'  16", 6 ) =1 9, 0421341 
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•li  cui  il  Imo  è 


CHI 


3 - - 

Log  y/lang-^-  y , ovvero  (a)  tang  '.'  = 9,6807114. 

Quest' ultimo  logaritmo  fa  conoscere  ro  = a5°  36'  49'*  ,5  e auss5i°,  i3,  3g". 

Sostituendo  nell' equazione  (1)  i valori  di  p e di  a«,  si  ha 

sen  (5i°  i3'  39") 

Così , prendendo  tiri  calcoli  precedenti  il  logaritmo,  digià  trovato,  del  nume- 
ratore «li  quest*  ultima  espressione  , il  valore  di  x è dato  dalla  semplice  sot- 
trazione 

roga  -,J ~ 3=0. 3189844 

Log  sen  (5i°,  i3f  39 ) = 9,8918933 
Log  x = 0,331091 1 

donde  si  conclude 

.t  = 3,0945514- 

Abbiamo  in  un  altro  articolo  ( Vedi  Approssimaziore)  trattato  1*  equazione 
**—  2.r  — 5 = 0,  coti  processi  ben  differenti,  e possiamo  assicurarci,  paragonando 
i calcoli,  della  superiorità  di  quest1  ultimo  metodo,  sotto  il  rapporto  della  pron- 
tezza. Trovato  in  principio  dal  fiombelli , reso  quindi  più  generale  dal  Viète,  esteso 
da  Alberto  Girard  al  caso  irriducibile  , questo  modo  di  risoluzione  dell1  equa- 
zioni cubiche  non  presenta  altra  difficoltà  che  la  cura  che  bisogna  portare  nel 
calcolo  delle  caratteristiche  dei  logaritmi  pel  quale  non  bisogna  allontanarsi  dalle 
regole  esposte  alle  parole  Estrazioni  delle  radici  e Logaritmi. 

Costruitone  dell'  equazioni  Cubiche.  Vedi  Costruzione. 

Parabola  cubica.  Vedi  Parabola. 

Cubare  un  solido.  Vedi  C un  atuba. 

CUBO  (Geom.).  Corpo  solido  regolare,  terminato  da  sei  facce  quadrate  eguali  fra 
loro.  Vedi  Essaedro. 

CUGNOT  (Niccolò  Giuseppe),  nato  a Void  , in  Lorena,  il  25  Febhrajo  1725,  e 
morto  a Parigi  il  2 Ottobre  i8o4-  Nella  sua  gioventù  , militò  in  Germania  in 
qualità  d'ingegnere.  Nel  1763,  nojatosi  della  vita  militare,  si  recò  a Parigi  ove 
intese  a dare  lezioni  di  fortificazione,  arte  eh1  ei  possedeva  a fondo.  Immaginò 
una  nuova  specie  di  fucile  ebe  dal  maresciallo  di  Sassonia  fu  adottata  per  gli 
ulani.  Nel  deposito  delle  macchine  di  Parigi  si  conserva  tuttavia  un  carro  da  lui 
inventato  che  si  moveva  per  mezzo  del  vapore  dell'acqua  : tale  carro,  costruito 
per  commissione  del  duca  di  Cboiseul  , ministro  della  guerra,  non  fu  posto  in 
uso  a motivo  della  troppo  grande  violenza  dei  suoi  movimenti,  che  impediva  di 
potergli  dare  una  direzione.  I principali  scritti  di  questo  ingegnere  sano  : 1 For- 
ti ficatton  de  campagne , ou  traile  de  la  construction , de  la  defense  et  de  Val - 
taque  des  retranchements , Parigi,  1769,  in- 12,  opera  assai  pregiata,  quantunque 
inferiore  a quella  di  Clairac;  è stata  tradotta  in  tedesco,  Berlino,  177Ì,  in-8  ; li 
Thèorie  de  la  fortification , avec  des  observations  sur  les  differens  systemes 
qui  ont  para  depuis  l'invention  de  /’  artillerie , et  une  noticeli  e manière  de 
consfruire  des  places , Parigi,  1778,  in- 12. 

CULMINANTE  ( Ast/  on  ).  Il  punto  culminante  di  un  astro  è quello  della  raassi- 
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nia  sua  altezza  al  «li  sopra  dell'  orizzonte , la  quale  liu  luogo  quando  l'astro  passa 
pel  meridiano. 

CULMINAZIONE  ( Astron.).  Chiamasi  con  lai  nome  in  astronomia  ristante  del 
passaggio  di  una  stella  o di  un  pianeta  pel  meridiano,  cioè  il  punto  della  mas- 
sima sua  altezza  al  di  sopra  dell'orizzonte. 

L’  osservazione  della  culminazione  degli  astri  non  è utile  soltanto  per  determi- 
nare la  latitudine  di  un  luogo  della  terra;  essa  serve  pure  negli  osscrvatorj  sta- 
bili per  determinarne  la  differenza  di  longitudine:  ma  bisogna  allora  che  l'astro 
che  si  osserva  collo  strumento  dei  passaggi  abbia  un  molo  proprio  assai  sensibile 
da  occidente  in  oriente.  Ora,  la  luna  sola  gode  della  proprietà  di  rendere  esat- 
tissimo questo  metodo,  ed  è appunto  per  mezzo  della  differenza  degl'  istanti  del 
suo  passaggio  al  meridiano  di  due  luoghi  che  si  ottiene  la  differenza  della  loro 
longitudine. 

Se  uno  degli  osservatori  è Parigi,  e se  L è la  longitudine  occidentale  dell'al- 
tro osservatorio  rapporto  al  primo,  L espresso  in  tempo  alla  ragione  di  i5 
gradi  per  ora  esprimerà  il  tempo  sidereo  scorso  tra  i passaggi  di  una  stessa 
stella  al  meridiano  dei  due  osservatori  ; e siccome  in  un  intervallo  di  tempo  si 
breve  l'ascensione  retta  apparente  della  stella  rimane  la  stessa,  cosi  è evidente 
che  si  è dovuto  contare  la  stessa  ora  siderea  nelle  due  stazioni,  sebbene  in  realtà 
siano  scorse  L ore  sideree.  Ma  rapporto  alla  luna  , il  cui  movimento  proprio 
Terso  l'oriente  è rapidissimo,  il  tempo  sidereo  sborso  dal  suo  primo  passaggio 
fino  al  secondo  è necessariamente  di  L-Hj  ore  , indicando  con  a la  quantità  di 
cui  si  è aumentata  la  sua  ascensione  retta  espressa  in  tempo  sidereo.  Ciò  posto, 
sia  d gradi  il  movimento  di  quest'astro  in  ascensione  retta  durante  un’ora  di 
tempo  vero,  e sia  m il  movimento,  parimente  in  ascensione  retta,  del  sole  du- 
rante lo  stesso  spazio  di  tempo;  le  quali  due  quantità  sono  date  nell'almanacco 
intitolato:  La  Connaissance  des  tempi  ; allora  d e i5a  essendo  archi  descritti  dalla 
luna  nei  tempi  siderei  e L-Hz,  si  ha  questa  proporzione: 


ìor-fr-m  : L-4-o  : : d : i5a; 

donde  f 

= i5a(  i»r4-m)  , 

relazione  dalla  quale  si  deduce  la  differenza  di  longitudine 

L=-l  (. «H-m-  -Lrf) 

— d 


Per  esempio,  il  a5  Ottobre  i83o,  si  sono  osservali  a Parigi  e a Koenigshergi 
passaggi  dell’orlo  occidentale  della  luna,  e si  è ottenuto: 

A Parigi,  ora  media Cor  5^'  53",  04 

A Koenigsberg 6 5a  5 , 90 

Differenza  in  tempo  medio  ....  a {7  , 14 

Riduzione  a tempo  sidereo  ...  -4-  o , 46 

Differenza  in  tempo  sidereo.  ...  2'  fa" ,(in=  ,6  = a. 

«.a  Connaissance  des  temps  dà  il  movimento  orario  dei  sole  ni  ^rj#,,583  ; 
dunque  ior*r-/n zzrGo*  r/  ,58;  dallo  stesso  almanacco  si  lia  di  più 

Asc.  rei.  dell»  luna  il  a5  a mezzogiorno 3ii.°  o'  40'' 

idem  a mezzanotte 3itì  41  fa 

Differenza  in  12  ore  
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Quindi  in  un'ora  vera 


CUN 

. . . d = 3V  aG",4a 

-U=  a'  .3",76 
i5 


Fattore  ior.4-111  — i_ d=s5jr  55", 82  = 3475",82. 

Finalmente,  operando  per  metro  dei  logaritmi,  si  ottiene 
L = 43'  54",97=3  r*  «a'  34", 97. 

Tale  è,  dietro  queste  due  osservazioni  corrispondenti,  la  longitudine  di  Koe- 
nigsberg  contata  da  Parigi.  Si  osserverà  non  ostante  che  il  movimento  in  ascen- 
sione retta  della  luna  non  essendo  rigorosamente  proporzionale  al  tempo,  come  lo 
abbiamo  supposto  nel  calcolare  a,  converrebbe  per  maggior  precisione  ricorrere 
al  metodo  d* interpolazione , nel  quale  si  tien  conto  delle  differenze  seconde 
( Vedi  I.tteefolazione  ) ; ma  qui  bastava  di  dare  un'idea  del  modo  di  applicare 
le  culminazioni  lunari  alla  determinazione  delle  longitudini  geografiche.  Diremo 
nonostante  che  le  culminazioni  confrontate  della  luna  e di  una  stella  in  due 
luoghi  differenti  offrono  un  mezzo  anco  più  facile  per  ottenete  esattamente  la 
differenza  di  longitudine,  poiché  il  calcolo  essendo  fondato  unicamente  sul  tempo 
sidereo  scorso  tra  i due  passaggi  in  ciascuna  stazione,  ne  segue  che  un  piccolo 
errore  nella  posizione  del  canocchiale  e nell'  ora  del  pendolo  non  ha  alcuna  in- 
fluenza sensibile  sul  risultato  cercalo.  Su  questo  proposito  si  potrà  consultare 
V Astronomie  pratique  di  Francoeur. 

Se  nell' esempio  precedente  l'osservazione  dell'orlo  della  luna  non  fosse  stata 
fatta  a Parigi,  vi  si  supplirebbe  calcolando  primieramente  l'ora  siderea  del  pas- 
saggio del  centro  di  quest'astro  a Parigi  pel  a5  Ottobre  i83o,  e correggendola 
quindi  del  tempo  sidereo  che  il  semidiametro  impiega  a passare  al  meridiano, 

tempo  che  è dato  dall'  espressione  — jj-,  ove  D indica  la  declinazione  della 

luna  ed  r il  suo  semidiametro;  le  quali  due  quantità  si  trovano  nella  Connais- 
sance  des  temps. 

CULTELLAZIONE  ( Geod . ).  Con  questo  nome  s'indica  quel  modo  di  misurare  la 
superficie  di  un  terreoo  in  pendio,  projcttandola  per  mezzo  di  perpendicolari 
sopra  un  piano  orizzontale.  Questa  parola  è tratta  dalla  voce  latiua  coltello  che 
significa  mettere  in  piombo. 

Sia,  per  esempio,  il  rettangolo  ABCD  ( Tav . LXXW  7),  la  cui  superficie 
fa  parte  di  quella  di  una  piaggia;  dopo  avere  abbassato  da  ognuno  de' suoi  an- 
goli una  perpendicolare  sopra  un  piano  orizzontale  M(),  il  quadrilatero  MTOP 
rappresenterà  l'area  veramente  produttiva  del  rettangolo  ABCD,  e quale  deve 
figurare  nella  carta  topografica  del  paese. 

Questo  metodo  non  risulta  solamente  dalla  impossibilità  che  s' incontrerebbe  di 
fare  accordare  le  diverse  parli  di  un  piano  , di  cui  !e  une  fossero  stale  misurate 
nel  senso  orizzontale  e le  altre  nel  senso  dei  pendìi  del  terreno,  ma  ancora 
dal  essere  stato  riconosciuto  e dimostrato  in  pratica  che  i prodotti  della  cultura 
di  un  terreno  inclinato  non  possono  esser  maggiori  di  quelli  che  si  otterrebbero 
sulla  projezionc  orizzontale  di  questo  terreno,  perchè  le  piante  crescono  verti- 
calmente. Si  veda  il  Traite'  d'  arpentage  di  Lefévre,  e per  tulli  i dettagli  teorici 
il  Tratte  de  topograpUie  di  Puissant. 

CUNEO.  Vedi  Conio,  Zeppa,  Bietta. 

CUNHA  (Giuseppe  Anastasio  da),  dotto  matematico,  nato  a Lisbona  nel  i744* 
Suo  padre,  architetto  decoiutore  di  teatro,  gli  diede  alcune  lezioni  di  duegno 
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c di  prospettiva,  e quindi  lo  inviò  al  collegio  de' padri  dell’Oralorio  per  appren- 
dervi il  latino.  Quivi,  essendogli  caduti  tra  le  mani  gli  Elementi  di  geometria 
del  p.  Tosca,  il  giovane  da-Cunha  si  diede  interamente  allo  stodio  di  tal  libro, 
e colla  fona  del  solo  suo  ingegno , simile  in  questo  a Pascal , seppe  riempiere  i 
vuoti  e correggere  le  imperfezioni  che  l'autore  lasciate  aveva  nella  sua  opera. 
Si  perfezionò  quindi  nella  geometria , che  divenuta  era  il  suo  unico  divertimento, 
leggendo  gli  Elementi  di  Euclide  esposti  da  Tacquet.  Perduto  avendo  il  padre 
prima  che  compiuti  avesse  i suoi  studj,  fu  obbligato  a darsi  al  mestiere  delle  ar- 
mi e venne  creato  immediatamente  sotloluogoteoente  nel  reggimento  d'artiglie- 
ria di  Valenza.  Ebbe  egli  la  fortuna  nella  nuova  sua  carriera  d'incontrare  nel 
suo  colonnello,  Fevrier,  un  ufìziale  colto,  che  conosciuto  avendo  il  suo  merito  pose 
a sua  disposizione  una  scelta  biblioteca.  Fu  cosi  nella  vita  agitata  dei  campi  e 
delle  guarnigioni  che,  pel  solo  impulso  del  suo  talento  e per  1'  amor  dello  stu- 
dio, da-Cunha  potè  terminare  la  sua  educazione  ed  acquistare  in  breve  tempo 
cognizioni  profonde  e variate  nelle  lingue  antiche  e moderne,  nella  filosofìa, 
nella  storia,  nelle  belle  lettere  e soprattutto  nelle  matematiche.  Potrà  da  un  solo 
fatto  giudicarsi  della  forza  del  suo  ingegno:  senza  avere  altra  istruzione  che  quella 
ricavata  dai  libri  del  Tosca  e del  Tacquet,  intraprese  Io  studio  delle  alte  mate- 
matiche nell'  Arithmetica  universalis  di  Newton  e nell'  àlgebra  di  Simpson; 
dopo  di  che  passò  immediatamente  ai  Principia  mathematica  philosophiae  na- 
turalis  di  Newton,  commentati  dai  padri  Leseur  e Jacquier,  e potè  con  sì  li- 
initati  mezzi  e primachè  compiuta  avesse  l'età  di  ventisei  anni,  intendere  per- 
fettamente tale  libro,  su  cui  hanno  sudato  i geometri  più  dotti.  In  seguito  facile 
gli  riuscì  la  lettura  delle  opere  dei  Bernoulli,  d’ Eulero , di  Clairaut  e di 
d’ Alembert. 

Le  estese  e profonde  cognizioni  del  da-Cunha  non  poterono  restare  lungo  tem- 
po occulte.  Nel  1774  infatti  i suoi  talenti  gli  fecero  ottenere  una  delle  cattedre 
di  matematiche  nell'università  di  Coimbra,  e fu  con  onore  impiegato  in  diversi 
lavori  fino  al  1778,  epoca  in  cui  si  vide  arrestato  per  un  ordine  segreto  dell'in- 
quisizione e cancellalo  dal  numero  dei  professori.  Dopo  due  anni  di  prigionia, 
ricuperò  la  libertà,  ma  i patimenti  sofferti  avevano  in  modo  alterata  la  sua  sa- 
lute, che  da  quel  tempo  non  condusse  più  che  una  esistenza  dolorosa.  Ricusò  di- 
verbi impieghi  che  dal  governo  gli  furono  esibiti , e solo  accettò  quello  di  diret- 
tore del  collegio  reale  di  S.  Giorgio,  pel  quale  compose  i suoi  Pr incip j mate* 
mutici  che  comparvero  a Lisbona  nel  1783.  Quest'opera,  che  contiene  un'espo- 
sizione affatto  nuova  ed  originale  delle  basi  fondamentali  della  scienza  del  cal- 
colo, venne  tradotta  in  francese  da  d'  Àbreu  ( Vedi  Abrzu  ),  amico  e compagno 
di  da-Cuuha,  e pubblicata  a Bordeaux  nel  1806  col  seguente  titolo:  Principe s 
mat hemat iques  de  Jeu  Joseph- Anastuse  da-Cunha  , professeur  à l' università 
de  Coimbre , comprenant  ceux  de  V Arithmétique , de  la  Geometrie , de  V Al- 
gèbrey  de  son  application  à la  Geometrie , et  du  Calcul  difi'èrentiel  et  intègrafi 
traitès  d' urie  manière  entièrement  nouvelle  , traduits  littéralement  du  por  tu - 
gais 9 in-8;  questa  traduzione  è stata  nuovamente  pubblicata  a Parigi  nel  1816, 
in-8.  Uno  degli  allievi  di  da-Cunha  ne  ha  dato  il  seguente  ragguaglio  nel  Mo - 
niteur  dell' 8 Agosto  18 1 1 : «Quest’opera,  profonda  e fondata  sopra  una  base 
« uniforme  , si  distingue  per  una  grande  concisione  , pel  rigore  delle  dimostra- 
si zioni  e per  molta  originalità.  Mercè  il  suo  metodo,  l'autore  ha  potuto  racchiu- 
« dere  in  un  volume  di  trecento  pagine  quanto  vi  ha  d'  essenziale  nelle  roate- 
« maliche,  dalla  nozione  del  punto  fino  al  problema  degl' isoperimetri  , cioè  il 
« complesso  di  quelle  verità  dalle  quali  come  altrettante  deduzioni  dipcndouo 
« tulle  le  cognizioni  matematiche.  « Da-Cunha  morì  o piuttosto  finì  di  languire 
il  3i  Dicembre  1787. 
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CUNITZ  (Maria),  donna  scienziata,  che  le  sue  cognizioni  nell’ astronomia  resero 
celebre  in  Germania,  nacque  ne’ primi  anni  del  XVII  secolo  a Schweidnilz  in 
Slesia.  Nella  sua  gioventù  apprese  con  somma  facilità  parecchie  lingue  antiche  e 
moderne,  e collo  stesso  successo  studiò  la  storia,  la  medicina  e le  matematiche: 
essa  si  occupò  parimente  della  pittura,  ma  la  sua  inclinazione  la  portò  a colti* 
Tare  più  particolarmente  l'astronomia,  che  secondo  i pregiudizj  del  suo  secolo 
essa  confuse  talvolta  colle  pratiche  dell' astrologia  giudiziaria.  Verso  Fauno  i63o 
sposò  un  medico  gentiluomo  slesiauo,  che  si  chiamava  Klia  Lewen,  e che  le  aveva 
dato  lezioni  di  matematiche  e di  astronomia.  Non  ostante  il  suo  matrimonio,  essa 
continuò  a portare  il  nome  della  sua  famiglia.  Maria  Cunitz  e Lcwen  si  erano 
serviti  pei  loro  calcoli  delle  tavole  danesi  di  Longomonlano ; ma  in  breve  si  ac- 
corsero che  esse  non  corrispondevano  colle  loro  osservazioni , ed  adottarono  le  ta- 
vole ridoltìne  di  Keplero  assai  più  esatte.  L'  adoprare  peraltro  queste  ultime  era 
difficile  a cagione  dell'uso  frequente  dei  logaritmi,  coi  sovente  bisognava  cor- 
reggere ; i coniugi  astronomi  cercarono  dunque  i mezzi  di  renderle  più  comode 
nella  pratica.  Avevano  cominciata  sì  grande  impresa,  allorché  la  guerra  dei  tren- 
tanni venne  ad  interrompere  il  loro  lavoro,  e gli  forzò  ad  abbandonare  Schweid- 
nitz  per  rifuggire  in  Polonia.  Ricevettero  ospitalità  in  un  convento  di  donne, 
ove  la  Cunitz  condusse  a termine  le  sue  tavole  astronomiche,  che  vennero  alla 
luce  ad  Oels  in  Slesia  col  titolo  di  Urania  propitia , seti  tabulae  astronomicae 
mire  facilesy  vim  hjpothesium  physicarum  Kepleri  complexae , i65o,  in-fol. 
Una  seconda  edizione  di  quest'opera  fu  pubblicata  a Francfort  nel  i65i  con 
un'  introduzione  in  latino  ed  in  tedesco  e con  una  dedica  all*  imperatore  Ferdi- 
nando III.  Lewen , che  aveva  fatto  la  prefazione,  afferma  che  l’opera  è intera- 
mente di  sua  moglie,  e che  egli  non  ha  fatto  che  rivederla  e farvi  alcune  corre- 
zioni. Parecchi  matematici,  e specialmenae  Wolf  ne' suoi  Elementi  di  matema- 
tiche , hanno  parlato  con  elogio  di  quest'  opera  , nella  quale  peraltro  le  ipotesi 
di  Keplero  si  trovano  troppo  spesso  alterale.  Da  un  passo  della  Politica  eccle- 
siastica di  Gilb-Voet , risulta  che  Maria  Cunitz  viveva  ancora  nel  1669.  Lalande 
però  afferma  che  morì  a Pitscher  il  22  Agosto  i664-  Per  altre  particolarità  re- 
lative a tale  donna  illustre  si  potrà  ricorrere  alla  Biografia  universale. 

CUORE  di  Carlo  II  ( Astron.).  Stella  di  seconda  grandezza  situata  sotto  la  coda 
dellOrsa  maggiore  dalla  parte  della  Chioma  di  Berenice,  e precisamente  sui  collo 
di  uno  dei  Cani  da  caccia.  Questa  denominazione  le  è stata  data  da  Halley,  che 
volle  così  onorare  la  memoria  del  re  che  fondò  la  Sociela  Reale  e P Osservatorio 
d’Inghilterra.  Nel  catalogo  di  Ticone  Brahé  viene  indicata  coll'espressione  di 
informis  inter  caudam  Ursae  et  Leonis.  E Flamsteed,  che  non  volle  adottare  il 
nome  datole  da  Halley,  la  chiama  ora  clara  sub  catida  informis , ed  ora  in  an - 
nulo  armillae  Charae  informis  sub  cauda  Ursae. 

CUORE  dell’  Idra  ( Astron.).  Stella  di  seconda  grandezza  nel  cuore  della  costel- 
lazione dell’  Idra  ; essa  è la  duodecima  nel  catalogo  di  Tolomeo,  1’  undecima  in 
quello  di  Ticone  Brahé  , e la  centesima  quinta  in  quello  di  Flamsteed. 

CUORE  del  Leone  [Astron.).  Stella  di  prima  grandezza  nella  costellazione  del 
Leone.  E più  comunemente  conosciuta  sotto  il  nome  di  Regolo.  Vedi  Regolo. 

CURRO  (Mecc.  ).  Cilindro  di  legno  che  si  sottopone  ai  grossi  pesi,  acciocché  que- 
sti vi  scorran  sopra  quando  voglionsi  trasportare  da  un  luogo  ad  un  altro. 

CURTZ  (Alberto),  in  latino  Curtius  , gesuita  nato  a Monaco  nel  1600  e morto 
nella  stessa  città  nel  1671,  insegnò  le  matematiche  e la  filosofia  in  diverse  case 
del  suo  ordine  in  Baviera.  Le  opere  principali  del  p.  Curlz  sono:  I Novum  coeli 
systema , Dillingen  , 1626,  in*4  ; II  Problema  austriacum  , Monaco,  i655 , III 
Amussis  Ferdinandea , si  ve  problema  architccturac  militaris , Monaco,  i65i  , 
infoi-;  IV  Sylloge  Ferdinandea , sivc  collecta/iea  historiae  coelestis  c com - 
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mentariis  Tychonis  B rafie  ab  anno  i58a  ad  i Go f , Vienila,  1G07  , ed  Angusta, 
1666,  a voi.  in-fo).  Tale  libro  , che  comparve  sollo  il  nome  ili  Ludi  Barrctliy 
anagramma  di  Alberti  Curtii , è una  immensa  raccolta  di  osservazioni  di  oltre 
1000  pagine  in-foglio.  Essa  è preziosa  per  i cultori  del l’  astronomia  ad  onta  di 
alcuni  errori  che  sono  sfuggiti  a Curtz  c che  Erasmo  Bartholin  ha  notato  in 
un'opera  impressa  a Copenhagen  nel  tGG8,  in-f.  Il  libro  di  Curtz  è stalo  pub- 
blicalo con  diversi  frontespizj  a Vienna,  1G68;  Ratisbona,  1(172;  Dilliugen,  167!», 
e altrove.  Più  estese  notizie  su  tale  opera  si  rinvengono  nella  Bibliographic  astro - 
nomique  di  La  land  e. 

CURVA  (Geom.).  Linea  le  di  cui  parti  successive,  infinitamente  piccole,  hanno 
direzioni  differenti.  Si  spiega  la  generazione  delle  curve  in  una  maniera  mecca- 
nica, come  segue: 

Se  si  concepisce  che  un  punto  matonaie  riceva  un  impulso  istantaneo,  si 
muover?!,  c nel  suo  moto  descriverà  una  linea  retta,  ma  se  a ciascun  istante  esso 
è sottoposto  ad  una  forza  costante  o variabile,  che  agisca  in  una  direzione  diversa 
da  quella  dell’  impulsione  primitiva,  descriverà  una  linea  curva.  Questa  linea  sarà 
piana  se  è contenuta  tutta  intera  in  un  piano;  se  questa  condizione  non  è adem- 
pita , dicesi  a doppia  curvatura.  Le  linee  curve  sono  rappresentate  analitica- 
mente  da  equazioni. 

Le  curve  piane  si  dividono  ordinariamente  in  due  classi;  in  curve  algebriche 
o geometriche,  e in  curve  trascendenti  o meccaniche.  Le  prime  son  quelle  per 
le  quali  il  rapporto  fra  l'ascissa  e l'ordinata  è espresso  da  quantità  algebriche 
ordinarie;  le  seconde  son  quelle  le  di  cui  equazioni  contengono  quantità  tra- 
scendenti. 

Il  primo  che  diede  i mezzi  di  determinare  le  curve  per  mezzo  dell*  equazioni 
fu  Cartesio.  Egli  chiamò  geometriche  le  curve  algebriche,  riguardandole  come  le 
sole  che  dovessero  essere  impiegate  nella  soluzione  dei  problemi  di  geometria  ; nm 
il  Newton,  e dopo  di  lui  il  Leibniiio  e l'Wolf,  pensai ono  che  nella  costruzione 
d}  un  problema , una  curva  non  dev'  essere  preferita  ad  un'altra  perchè  essa  ha 
un'  equazione  più  semplice,  ma  bensì  perchè  essa  è di  una  costruzione  più  fa- 
cile. (Pedi  Aritmetica  universale  del  Newton). 

Le  Linee  sono  state  classate  secondo  il  grado  dell' equazioni  che  le  «sprimono. 
Le  linee  del  prim'ordin?  cljic  sono  tulle  comprese  nell*  equazione 

Ay-\- B.t-4-  C ;=  o , 

esprimendo  solamente  delle  ielle,  non  possano,  parlando  propriamente,  essere 
situate  fra  le  curve;  così  le  linee  del  second' ordine  hanno  ricevuto  il  nome  di 
curve  del  prim'  ordine.  Esse  sono  espresse  dall'equazione 

Aj'2-*-  arM-  D/-+-  E ar-+-F  = 0. 

Queste  curve  , che  si  chiamano  ancora  sedotti  coniche , comprendono  il  circolo, 
l'ellisse,  1'  iperboli  e la  parabola.  (Vedi  queste  parole). 

L1  equazione  che  comprende  tutte  le  linee  del  lerz' ordine,  ovvero  le  curve  del 
secondo,  è la  seguente 

A/3r+-Bar/M-Cx*/-t-D;sM-E/M-F  xy-hG  xM-Hp-q-Kx-t-L  = 0. 

Le  curve  del  Ieri’ ordine  sono  espresse  dall’  equazione 

4-H  =.u 

e cosi  dell’  altre. 

Vii.  di  JSJat.  l'ut.  I//. 
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L'  equazione  delle  linee  del  Ieri'  ordine  contenendo  dieci  costanti  arbitrarie,  si 
vede  che  il  loro  numero  dev‘  essere  estremamente  considerabile.  Il  Newton  le 
j>orlò  a 72;  ma  lo  Slerling  avendo  scoperto  quattro  nuove  specie  d'iperbole  di 
quest'ordine,  e lo  Sione  avendone  ancora  trovate  due,  il  numero  totale  dovreb- 
be esser  portato  a 78.  Però  I'  Eulero,  che  le  classa  in  sedici  generi,  afferma  che 
ve  ne  sono  oliatila  varietà.  Dice  inoltre  che  vi  sono  più  di  cinquecento  specie  di 
linee  del  quali'  ordine,  dal  che  possiamo  giudicare  a qual  numero  debbono  «le- 
varsi le  linee  degli  ordini  seguenti. 

La  teoria  delle  curve  forma  uno  dei  rami  i più  importanti  delle  scienze  ma- 
tematiche , e per  trattare  questo  soggetto  con  tutto  lo  sviluppo  che  merita,  non 
bisognerebbe  essere  obbligali  a limiti  tanto  stretti  quanto  quelli  di  quest'  opera 
la  quale,  abbracciando  la  scienza  in  tutto  il  suo  complesso,  non  può  dare  sopra  le 
diOcreuli  parli  dcdlc  quali  essa  si  compone  , le  particolarità  che  si  trovano  nei 
trattati  speciali,  così  ci  limiteremo  ad  esprimere  in  questo  punto  le  idee  generali 
sopra  la  maniera  con  cui  si  possono  trattare  i due  gran  problemi  nei  quali  si  de- 
compone la  teoria  delle  curve  piane. 

1 Trovare  1'  equazione  di  una  curva , la  sua  descrizione  e le  sue  proprietà 
caratteristiche  essendo  date, 

i°.  Proponiamoci  «li  determinare  l'equazione  di  una  circonferenza  di  circolo, 
sapendo  che  una  delle  sue  proprietà  caratteristiche  è quella  di  avere  tutti  i suoi 
punti  egualmente  lontani  da  un  punto  interno  che  si  chiama  centro. 

Per  quest' oggetto , immaginiamo  pel  centro  O (Tav.  L XXXV,  Jig.  8)  di  un 
circolo  le  due  rette  OX  e OY  perpendicolari  fra  loro;  si  conduca  un  raggio  qua- 
lunque OM,  e dal  punto  M si  abbassi  sopra  OX  la  perpendicolare  MP.  Nel  trian- 
golo rettangolo  OMP  avremo  la  relazione 

<7m%=:  PM*-h  op\ 

Ora,  per  qualunque  altro  raggio,  potremo  costruire  un  triangolo  simile  al 
triangolo  OMP,  ed  esprimere  questo  raggio  in  funzione  di  una  parte  della  retta 
OX  , differente  da  OP,  e di  una  perpendicolare  a questa  retta.  Se  dunque  indi- 
chiamo con  r il  raggio  «lei  circolo , con  x il  lato  che  segue  la  retta  OX  , e con 
y il  lato  che  gli  è perpendicolare,  la  relazione  di  sopra  prenderà  la  forma 

/■*  ; 

ed  essa  sarà  evidentemente  l'equazione  «Iella  circonferenza  del  circolo  il  di  cui 
taggio  è r,  poiché  la  linea  clic  essa  esprime  è il  luogo  di  tulli  i punti  lontani 
dal  centro  O della  distanza  eguale  ad  r. 

a°.  Supponiamo  che  le  due  rette  rettangolari  XX',  e YY'  (Tav,  LXXXV  , 
Jig.  9)  essendo  date,  come  pure  il  punto  O preso  sopra  la  retta  XX',  si  doman- 
di il  luogo  del  punto  di  mezzo  del  lato  Eli  dell'angolo  retto  di  una  squadra 
BEO,  di  cui  1’ est  remi  là  li  è obbligata  ad  appoggiarsi  sopra  la  retta  YT',  e di 
cui  l'altro  lato  dell'angolo  retto  EO  prolungato  sufficientemente,  debba  sempre 
passare  pel  punto  O.  il  lato  EH  della  squadra  essendo  di  più  eguale  alla  «listati- 
la ÀO. 

Prenderemo  le  due  rette  XX'  e YY'  per  gli  assi  delle  coordinate,  vale  a dire 
chiameremo  x le  rette  contale  sopra  la  retta  XX',  e y le  rette  contate  sopra 
li  retta  YY',  o parale! la meii te  ad  «ssa.  Sia  M un  punto  del  luogo  corrispondente 
.dia  posizione  OKU  «Iella  squa«!r.i.  Dai  punti  M ed  E abbassiamo  MP  ed  ER 
perpendicolari  sopra  XX',  e conduciamo  EO  paralelbi  a XX'.  Pacciamo  AP=x, 
MI*—/,  Eli  = A(J~ la.  Il  punto  M essendo,  per  quello  che  abbiamo  supposto. 
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il  mezzo  delle  rellc  EH,ME=rt,  e QE  = l’R  = AP  = x;  per  conseguenza  s* 
avrà  nel  triangolo  rettangolo  WQE. 

a 

MQ=5a*-x\ 

Ma  i (lue  triangoli  OEK  e MQE  son  simili  e danno  la  proporzione 


ER  : OR  : : EQ  : MQ , 


evirerò 

EH  : aa  zx  : : x ; \ u3 — jc*. 

donde 

KK — aar(fl -Ha:)  j 

Ma 

MP  o r=ER+MQ; 

dunque 

a x(a-\rx)  

y ss — _ — ax — xa 

\ «a — xx 

il  che  dir,  effettuando  i calcoli  ed  elevando  i due  membri  al  quadralo 

(j+if 


equazione  che  è quella  di  una  cissoide. 

Questi  due  esempi  debbono  bastare  per  far  vedere  come,  con  Paiolo  dei  prin- 
ci pii  della  geometria,  combinati  con  i metodi  analitici  dati  dall1  algebra,  si  possa 
trovare  un1  equazione  che  esprima  le  relazioni  che  esistono  fra  i differenti  punti 
di  una  curva  della  quale  si  conoscono  alcune  delle  sue  proprietà. 

II.  Essendo  data  r equazione  di  una  curva  , descriverla  , e trovare  le  sue 
principali  proprietà. 

Quando  una  curva  piana  è data  dalla  sua  equazione,  per  poterla  descrivere, 
si  concepiscano  due  rette  fisse  che  si  taglino,  e sopra  delle  quali  si  portino  le  lun- 
ghezze che  si  attribuiscono  alle  variabili  contenute  nell1  equazione.  Coildueendu 
allora  per  questi  punti  delle  rette  paraldle  a queste  rette  fisse,  che  si  chiamano 
assi  delle  coordiuate , la  loro  intersezione  determina  i punti  della  curva.  L'an- 
golo che  gli  assi  formano  fra  di  loro  essendo  del  tutto  arbitrario,  lo  supporremo 
retto  in  tutte  le  discussioni  che  faremo  [t'edi  Coordimatz  ). 

j.°  Si  domanda  di  tracciare  la  curva  espressa  dall'equazione 

{y  — x2)1  =xs  , 

per  il  valore  di  y si  deduce 

/=  Jf1  (rii:  x - ). 

Quest1  equazione  decomponendosi  in  due  parti 

y=x*( i-t-x  2 ) e j = .ra(r—  x*  ). 

Si  vede  clic  la  curva  avrà  due  rami,  che  tulli  due  passeranno  per  P origine 
delle  coordinale  , poiché  uclP  una  c nell’altra  per  xs^o,  si  ha  y^=.o.  Consi  lc- 
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riamo  subito  la  prima  equazione.  A misura  che  x aumenta  positivamente  , y au- 
menta ancora  positivamente,  c per  x;=oo  , _>'=oo  ; questo  ramo  si  estende  dun- 
que all'  infinito  nel  senso  delle  X e delle  Y positive.  Se  si  danno  ad  x dei  va- 

i 

lori  negativi,  x-  diventa  immaginario,  e per  conseguenza  questo  ramo  della 
curva  non  si  estende  punto  dalla  parte  delle  X negative. 

Quando,  nella  seconda  equazione  si  suppone  x=  i , si  ha  j*  = o,  quesloramo  della 
curva  taglia  l'asse  delle  X al  ponto  n , ( Tav.-  LXXXV , Jtg.  io)  la  dislauza  A n 
supponendosi  eguale  all'unità,  Per  tulli  i valori  positivi  di  x,  maggiori  dell'unità,  il 

fattore  i — x3  diventa  negativo,  e per  conseguenza  i valori  di  y sono  negativi. 
£ siccome  per  x=®  , y = — oo  , questo  ramo  di  curva  si  estende  all’  infinito 

« 

nel  senso  delle  X positive  c delle  Y negative.  Per  i valori  negativi  di  x,x3  dive- 
nendo immaginario  , non  vi  sono  piu  punti  della  curva  dalla  parte  delle  X ne- 
gative. 

Se  si  differenzia  l'equazione  , riguardando  x come  variabile  indipendente  , si 
trova,  per  la  derivata,  rapporto  ad  y 

, ....  5 * 

y =2X_  — x , 

3 


esprimendo,  per  abbreviare,  la  prima  derivata  differenziale 


dy  . 


- — con 
dx 


quésto  valore  divenendo  zero  per  x=o,  i due  rami  della  curva  sono  all' origine 
tangenti  all'  a>»e  delle  X ( Vedi  Tangenti  ).  Il  punto  A , che  è comune  ai  due 
rami  della  curva  è un  punto  d’ inflessione  della  seconda  specie.  / Y di  Punto 

H*  INFLESSIONE. 

a.°  Supponiamo  che  si  voglia  costruire  il  luogo  dell'equazione 
( a2 — x^x-^siy 

si  ricava  pel  valore  di  y 


Il  valore  di  y essendo  affetto  dal  doppio  segno,  a ciascun  valore  di  x corri - 
spoudcrauuo  due  valori  di  y eguali  c con  segui  contrari,  c per  conseguenza  li 
curva  avrà  due  rami. 

Preudiarno  AB  = 6 e AC  = a ( Tav.  LXXXV,  Jlg.  n).  Ter  x = o,  j=ac  ì 
due  rami  della  curva  non  incontreranno  l'asse  delle  Y che  all'infinito,  questa 
retta  è un  asintoto  (f^edi  Asintoto).  Per  tutti  i vaioli  di  x minori  di  £,  il  fat- 
tore x — b c negativo,  e allora  il  primo  valore  ili  y è negativo  e il  secondo  po- 
sitivo. I valori  diminuiscono  a misura  che  x aumenta,  e finalmente  per  x = £ 
ditengono  tutte  due  nulli.  1 due  rami  della  curva  passano  dunque  pel  punto  B. 
Per  xy>b  il  fattore  x — b divenendo  positivo,  il  primo  valore  di/-  è positivo  c il 
secondo  negativo;  vale  a dircvrhc  il  ramo  della  curva  (‘he  si  trovava  al  di  sotto 
dell'asse  delle  X c passalo  al  di  sopra,  c che  quello  che  eia  al  di  sopra  è pi*, 
salo  ai  ili  sotto. 
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Finalmente  per  xxza  il  fattore  — xa  divenendo  zero,  jrxxo  c i due  ra- 

mi della  curva  passano  pel  punto  C.  Per  tutti  i valori  di  x maggiori  di  a , il 

fattore  \^<ia — xa  divenendo  immaginario  , non  vi  sono  punti  della  rurva  al  di  là 
del  punto  C.  Il  punto  II,  pel  quale  passano  i due  rami  della  corsa,  si  chiama 
punto  multiplo  ( Vedi  Punto  multiplo)  ; e la  parte  BdCsB  è un  nodo  ( Vedi 
Nodo). 

Se  ora  diamo  ad  x dei  valori  negativi,  il  valore  di  / diviene 


per  x=o,  ys=: co  , per  conseguenza  Passe  delle  Y è ancora  asintoto  dei  due  ra- 
mi della  curva.  A misura  che  il  valore  di  x aumenta,  il  valore  di / diminuisce; 
finalmente  per  x = a,^=  o,  e in  questo  punto  i due  rami  della  curva  tagliano 

Passe  delle  X.  Per  x>a,  il  fattore  ^ a* — x%  divenendo  immaginario,  non  vi  sono 
punti  della  curva  al  di  là  del  punto  D. 

Per  sapere  se  vi  è un  punto  d1 inflessione  in  D,  bisognerebbe  differenziare  il 
valore  di  y considerando  x come  variabile  indipendente,  e quindi  fare  x=.a  nel 
valore  di  /.  Ora,  in  questo  caso  si  troverebbe  ^'sae  oo , e per  conseguenza  la 
curva  in  questo  punto  è tangente  alP  asse  delle  Y.  ( Vedi  Tasgeiot). 

Se  nelP  equazione  della  curva  si  avesse  a=>b , allora  vi  sarebbe  un  pnnlo 
d'inflessione  in  B.  Se  a<^bs  si  avrebbe  allora  un  punto  coniugato  ( Vedi  Punto 
coniugato)  Questa  curva  è la  concoide.  ( Vedi  le  opere  dei  Mac-Lauriu,  Eulero 
e Carnot). 

11  Newton  ha  fatto  conoscere  che  le  curve  possono  esser  generale  da  delP  om- 
bre. Se,  dice  il  medesimo,  sopra  un  piano  infinito,  rischiarato  da  un  punto  lu- 
minoso, si  proiettano  P ombre  di  certe  figure,  avremo  la  proiezione  delle  curve. 
1/  ombre  delle  sezioni  coniche  saranno  sempre  sezioni  coniche  ; quelle  delle 
curve  del  second’ ordine  saranno  di  quest' ordine,  e così. dell’ altre  curve. 

La  proiezione  dell1  ombra  di  un  circolo  potendo  generare  tutte  le  sezioni  co- 
niche, egualmente  le  cinque  parabole  divergenti  genereranno  con  le  loro  ombre 
tutte  le  altre  curve  del  second1  ordine.  Potremo  egualmente,  negli  altri  ordini, 
trovare  alcune  curve  fra  le  piti  semplici  che,  con  la  loro  ombra  proiettata  sopia 
un  piano,  potranno  generare  tutte  le  altre  curve  del  medesim1  ordine. 

Si  trova  nelle  Memorie  dell1  Accademia  di  Parigi  una  dimostrazione  di  queste 
proprietà,  come  pure  esempi  di  alcune  curve  del  second1  ordine,  determinate  da 
un  piano  che  taglia  un  solido  generato  dal  moto  di  una  linea  retta  indefinita 
sopra  una  parabola  divergente,  che  passi  sempre  per  un  punto  dato  al  di  sopra 
del  piano  di  questa  parabola. 

Il  Mac-Laurin,  uclla  sua  opera  intitolata  Geometria  organica , indica  i mezzi 
per  descrivere  più  curve  del  second1  ordine,  sopra  lutto  quelle  che  hanno  un 
punto  multiplo,  per  mezzo  del  molo  di  linee  rette  e angoli  ; ma  il  Newton  con- 
sidera uno  dei  problemi  i più  difficili,  quello  di  descrivere  con  un  molo  con- 
tinuo le  curve  che  non  hanno  un  punto  multiplo. 

Quando  si  taglia  una  superfìcie  per  mezzo  di  un  piano,  si  determina  una  curva 
piana.  L1  intersezioni  delle  superfìci  del  secondo  grado  per  una  serie  di  piani  p.i- 
ralelli  son  curve  simili  e similmente  situate  ( Vedi  Supbkfici  del  second» 
grado).  Due  curve  di  un  ordine  qualunque,  situate  in  un  medesimo  piano  o 
in  piani  paralelli  , son  simili  e similmente  situate,  allorché  dopo  aver  preso 
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nella  prima  un  punto  0 ( Tap.  LXXXV,  fig.  ta)  qualunque  e condotto  diversi 
raggi  vettori  OM , ON , si  può  trovare  nella  seconda  un  punto  O1  tale  che  i raggi 
vettori  O'M',  <yN'  condotti  paraleHamcnle  ai  primi  e diretti  in  un  medesimo 
senso,  siano  cou  i primi  in  un  rapporto  costante,  vale  a dire  che  si  abbia 

O'M'  O'N' 

om  *ao!T8=3 

I punti  O ed  O'  si  dicono  centri  di  similitudine,  c basta  la  loro  esistenza  per- 
ché ve  ne  siano  un’infinità. 

Se  i raggi  vettori  della  seconda  curva  non  fossero  partitili  a quelli  della  pii* 
ma,  ma  facessero  angoli  eguali  con  due  retta  OX  e O'X'  di  differente  direzione, 
le  curve  sarebbero  soltanto  simili,  c perchè  fossero  similmente  situate,  bisogne- 
lebbe  far  girare  la  seconda  curva  intorno  del  punto  O'  di  uno  spazio  angolare 
eguale  all'angolo  compreso  fra  le  due  rette  OX  e O'X'.  Se  dopo  questo  movi- 
mento si  trasportasse  la  seconda  curva  paralellarocute  a se  medesima  , in  maniera 
da  far  coincidere  i due  punti  O ed  O' , le  due  curve  diventerebbero  concentri- 
che quanto  al  loro  centro  di  similitudine. 

Quando  due  curve  soli  simili  , possiamo  prendere  qualunque  pento  si  voglia 
per  centro  di  similitudine  «li  una  di  loro,  che  vi  sarà  sempre  per  l'altra  un 
centro  corrispondente.  Infatti  siano  le  curve  simili  ab  e AB  ( Tap.  LXXXYI, 
Jig.  i ) uè  segue  che  esiste  un  punto  O tale  che  dando  ad  ab  una  posizione  con- 
veniente crf,  e tirando  a volontà  le  linee  OM,  OM'  che  tagliano  le  curve  in  M 
e N , M'  e N' , si  avrà 

OM  : OX  ::  OM'  : OX'. 

II  punto  O è un  centro  di  similitudine  : ora  dico  che  le  medesime  condizioni 
possano  essere  adempite  riguardo  mi  un  punto  qualunque  G.  Si  tiri  OG , GM  e 
GM';  si  conduca  K H par  alci  la  a GM|,  si  unisca  HN'.  Si  avrà 

OG  : OH  ::  OM  ; OX  ::  OM'  : ON' ; 

dunque  HN'  è paralclta  a GM';  dunque  l’angolo  RIIX'ss  MGM'.  Per  conse- 
guenza si  prendano  sopra  GM  e GM'  le  distanze  GP  = HN,  e GP'  = HN  , 

quindi  si  «Ira  alla  curva  cd  una  nuova  posizione  rf  tale  che  HX  venga  a coinci- 

dere cou  GP,  la  linea  UN'  coinciderà  ancora  cou  GP'.  D’altra  parte 

GM  ; HN  OG  : OH  ::  GM'  : UN'  ; 

dunque 

GM  : GP  ::  GM'  : GP'. 

Così  le  condizioni  di  situili  lodine  sono  ancora  adempite  prendendo  il  punto  G 
in  luogo  del  punto  O,  purché  si  trasporli  la  « urva  ab  in  ej\ 

Qualunque  sia  il  punto  che  si  prende  per  centro  di  similitudine , il  rapporto 

dei  raggi  vettori  omologhi  resta  invariabile,  poiché  si  ha 

GM  : GP  ::  OM  : OX. 

Questo  rapporto  potrebbe  indicarsi  col  nome  di  rapporta  di  similitudine. 

Data  P equazione  di  una  curva,  passiamo  adesso  a trovare  l'equazione  gene- 
rale delle  curve  simili- 

Sia  AB  ( Top.  LXXXYI,  Jig.  2)  la  curva  di  cui  si  dà  I1  equazione 

«■'(*•  -r)--° (u) 
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Dall'origine  si  conducano  i raggi  OM  , OM#,  ....  e diridendoli  proporzional- 
mente in  tji  , m\  ...  : il  luogo  dei  punti  m,m#  . . . sarà  una  curva  ab  simile  ad 
AB.  Indichiamo  con  k il  rapporto  di  OM  a Om . con  x e y le  coordinate  di  un 
punto  qualunque  M della  curva  AB,  con  x7  e y*  quelle  del  punto  omologo  m : è 
evidente  che  si  avrà 

^7  = — = =3  k donde  x = kxr  , y = kf. 

xr  y*  Om 

Mettendo  questi  valori  nell’  equazione  (a) , ne  risulterà 
F ( kx'  , kjr'  ) 3=  o (A), 

la  quale  comprenderà  tutte  le  curve  simili  alla  proposta;  e si  otterranno  dando 
al  rapporto  k tutti  i valori  possibili. 

Ma  queste  curve  avranno  una  situazione  particolare:  poiché  rorigine  è il  cen- 
tro di  similitudine  comune  ad  esse  e alla  curva  proposta,  e di  più  i raggi  vet- 
tori omologhi  son  diretti  seguendo  la  medesima  retta.  Diamo  a queste  curve 
un’altra  situazione;  e prima  di  tutto  supponiamo  che  gli  assi  Ox  e O y traspor- 
tandosi parateli. intente  a loro  medesimi  in  O'x7  c O la  curva  ab  diventi  cd. 
Kssa  avrà,  relativamente  a questi  nuovi  assi,  la  medesima  equazione  (£)  che  re- 
lativamente agli  antichi;  c se  vogliamo  continuare  a riportarla  a questa,  basta  di 
cangiarvi  , x'  in  x — a,  e y9  in  y — é,  a e b essendo  le  coordinale  del  punto  O 9 
rapporto  agli  assi  Ox  , O/-.  Con  questo  metodo  si  trova  P equazione 

F[F(x— a),  *(_r-i)]=o  . . . . (c) 

che  rappresenta  tutte  le  curve  simili  alia  proposta,  e similmente  situate. 

Quest'equazione  non  ha  ancora  tutta  la  generalità  desiderabile.  Per  arrivarsi, 
bisogna  che  gli  assi  Ox  e 0 y , invece  ili  trasportarsi  paruleltamente  a loro  me. 
•lesimi,  siano  spostali  in  una  maniera  qualunque  nel  loro  piano.  Supponiamo 
•lunque  che  essi  siano  divenuti  O'x' , O'j ^ (Tav.  LXXXVI  ,Jlg.  3),  c che  cd 
sia  la  nuova  posizione  della  curva  ab  ; è evidente  che  l'equazione  di  cd  relati- 
vamente ai  nuovi  assi,  sarà  ancora  F^x7  , */')  = o;  e la  questione  si  ridine  a 
trovare  quale  equazione  si  deve  avere  riportando  la  nuova  curva  ai  medesimi  asti 
Ox,  Oy  della  curva  AB. 

Per  passare  dai  primi  assi  agli  ultimi,  si  ha  ( Vedi  Trasfoemazione  dille 
Coordinate  ) le  formule 

x'  sen(  1 — nl-t-y'  sen  ( 0 — u') 
f=«+ L ■ 

sen  C i 


X=i- 1- 


x'  sen  * -t-  y'  sen  %' 
sen  ’j 


nelle  quali  nei  sono  le  coordinate  OG  e 00'  del  punto  O' , 0 l’angolo  /0.r, 
x c x'  gli  angoli  x'O'E,  y' OE,  formati  da  O'x'  e O'/'  con  una  paralella  al- 
iasse Ox.  In  questo  caso  si  ha  a'  = 0-t-«  e per  conseguenza  queste  formule  di- 
vengono 

x' sen  (9  — x) — /'sen  ■/. 


x’  sen  v •+-  y'  sen  (Or-/) 
sen  9 
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Hecipror.imcnle , si  ricava  da  queste  relazioni  i valori  di  xr  è di  y* , in  funzio- 
ne di  or  e di  y t cioè  : 

f ( x — a)  sen  ( 0 -4-  a)-4-(j^  — 6)  sen  a 

jt  — ■ ■ ' 

•en  9 

— (x — n) «:n  — 4 ) sen  (9  — a) 


X = 


sen  9 


Sostituendo  questi  valori  nell’  equazione  F (kx' , ky'  )a=o,  la  curva  cd  sarà  ri- 
portata agli  assi  primitivi,  e in  questa  maniera  avremo  I' equazione  la  più  ge- 
nerale delle  curve  simili  alla  curva  data. 

Per  prima  applicazione  consideriamo  la  parabola  di  cui  l’equazione  è 


x—  V*v 


a • . ap 

se  cangiamo  x in  kx  ^ e / in  ky , viene,  ponendo  ~~  = a//, 

y*=2  2pfx  : 

equazione  che  dà  tutte  le  curve  simili  alla  parabola,  e la  quale  prosa  che  que- 
ste curve  sono  esse  medesime  delle  parabole.  Facendo  variare  £ , il  parametro 
2 p'  può  prendere  qualunque  grandezza  che  si  voglia;  dunque  tutte  le  parabole 
son  simili. 

Più  generalmente  consideriamo  un'  equazione  algebrica 

*•'(*.  .jsp)=uv 

nella  quale  non  vi  è che  una  sola  costante  e che  è omogenea  rapporto  alle  tre 
quantità  x,  yy  p , : vale  a dire  che  la  somma  degli  esponenti  di  queste  tre  lettere 
è la  medesima  in  tutti  i termini  , come  ciò  succede  nell'  equazione 

y’J — 3pxy-hx*  = o. 

Il  cangiamento  di  x e y in  kx  e ky  dà , per  le  curve  simili,  l'equazione 

F (**,*/,/>)  = o. 

Polliamo  p =.kpr  : essa  diventa 

F ( kx , ky , kpr)  = o. 

Supponiamo  che  la  somma  degli  esponenti  di  x , /,  p,  in  ciascun  termine 
dell' equazione  proposta  , sia  eguale  ad  m , è evidente  che  km  sarà  fattore  comu- 
ne dell'  equazione  precedente  ; per  conseguenza,  dopo  aver  divìso  per  kmy  si  avrà 
uu'  equazione 

r>  />')=«> 

I a quale  differirà  dalla  propria  soltanto  perchè  //  avrà  preso  il  posto  di  p. 
Dall’altra  parte  pf  potendo  avere  qualunque  grandezza  che  si  voglia  a motivo 
•li  k,  se  ne  conclude  che  tutte  le  curve  date  dall’ equazione  F [x9y9  p)%  facen- 
dovi variare  p , son  simili  fra  loro.  Possiamo  di  più  aggiungere  che  esse  sono 
similmente  situate,  e che  l'origine  è un  centro  di  similitudine  che  è comune 
ad  esse. 

Sia  ancora  1'  equazione  trascendente 

y c=  M log  x 

che  rappresenta  una  famiglia  di  curve  chiamale  logaritmiche.  Fssc  differiscono 
le  noe  dall' altre  a motivo  del  coefficiente  ÌU  : ma  esse  incontrano  tutte  l'asse 
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delle  x ad  una  medesima  disianza  OA=  i ( Tav  LXXXVI,  Jìg.  4)  , poiché 
x=i  dà  ^ = 0;  ed  esse  hanno  tulle  per  asinloto  la  parte  inferiore  dell'  asse 
delie  y,  poiché  m—o  dà  y — — *>  . inollre,  esse  hanno  la  forma  indicata  nella 
figura. 

Sostituiamo  invece  di  * e y i valori  fz,  e f/,  viene  &y  = M logéx:  donde 
facendo  M = H'A, 

j sa  M' log  i x ss  W'  log  x-t-M'  log  A. 

Cangiamo  l'origine,  e poniamola  in  O'  alla  distanza  OO'ssM' logé.  Chiaman- 
do x1 , y'  le  nuove  coordinate  , avremo  scf,  y ■+■  M' log i,  e l'equazione 
precedente  si  riduce  a 

r'  = M'  Ioga/ . 

Quest’equazione  rappresenta  ancora  una  logaritmica,  e siccome  M'  può  pren- 
dere tutte  le  grandezze  possibili,  ne  segue  che  tutte  le  logaritmiche  son  simili. 

Per  ultima  applicazione  proponiamoci  di  cercare  le  condizioni  che  debbono  es- 
sere adempite  allorché  due  curve  di  second’  ordine  son  simili  e similmente  di- 


sposte. Siano 

Aja-t-Bzi+Cz14'DiiM-Ez-t-F  =30 1 1 j , 

A V-t-B'x/-i-C'x‘-+-DV-t-E'x-t-F'  = o [a], 


le  equazioni  delle  due  curve.  Per  quello  che  abbiamo  detto  per  ottenere  P equa- 
zione (c),  bisognerà,  per  avere  tutte  le  curve  simili  alla  prima,  e similmente  si- 
tuate, sostituire  invece  di  x e y i valori  é(x — a)  e k[y—h). 

Ponendo  per  abbreviare,  A"=AP,  B"  = BA1 , C"  =• CA1 , 

D''  ss—  a AM1 — Ba£M-DA,  E''==  — aC<j*»-BéA»-*-EA , 

F"  ==  AA»A»-+-B<sM»-f-Ca*i»-DAi— EnA+F  , 
l'equazione  risultante  potrà  scriversi  come  segue 

A"jA+.B"xrt-C'’x»-t-D"r-f-E"x-+-F"  = o.  . , . [3]  , 

Perchè  la  seconda  curva  data  sia  sìmile  alla  prima  e similmente  situata  , biso- 
gna che  determinando  convenientemente  a , ò.  A,  si  possano  rendere  identiche  le 
curve  dell’equazioni  (a)  c (3);  e perché  quest’  identità  abbia  luogo,  bisogna  che 
dopo  aver  diviso  lo  due  equazioni,  l’una  per  A'  e l’altra  per  A",  i termini  si- 
mili abbiano  i medesimi  coefficienti.  Non  eguagliando  in  principio  che  i coeffi- 
cienti di  xy  e di  x1:  si  avrà 

B'  B C'  C A'  B'  C' 

r = A’  = A ’ 0TTer°  A = B = C 

Cosi  abbiamo  digià  queste  condizioni , che  i coefficienti  dei  termini  del  se- 
condo grado , nelle  due  equazioni  date,  debbono  essere  proporzionali. 

Supponiamo  dunque  che  queste  condizioni  sieno  adempite  , e che  si  abbia 
A'sssAo,  B'scBa,  C'sasCs.  Di  più,  facciamo  D ' sss  dp , E'sssep,  F ’sxfpi 
P equazione  (a) , essendo  divisa  per  p , diverrà 

A/*-HBx/-t-Cxa-t-<//-t-ex-+^'=3  o . . . (4). 

Per  completare  l’identità  delle  curve,  hisogna  ancora  porre 

D"  _ d_  E^  _ ^ F"  _i  / 

U'  A ’ A"  X ’ A"  — A ■ 

Diz.  di  Mat.  Voi.  IH.  S9 
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Rimettiamo  per  A"  , D"  , E",  t",  i loro  Talori,  e quest'  equazioni  di- 


vengono 

-aiAA— BoA-t-D  = dA  . , . . . (5), 

— aCaA— BAA-+-E  = eA (6), 

AA^AM-BaAA^Ca’A»— DM— EoA-+-F=/*»  . . . (7). 

Aggiungendo  queste  tre  equazioni,  dopo  averle  moltiplicate  respettivamente 
per  AA,  I>er  ai  e per  a,  si  trova  facilmente 

afi*-+-dbi*-i-eai*-t-T>ii+Eai— aF  = o (8). 


Quest’  equazione  non  contiene  nei  che  alla  prima  potenza  , e si  preferisce 
all’ equazione  (7),  congiuntamente  con  l’ equazioni  (5)  e (6),  nella  determinazione 
di  o,  b , A Bisognerà  che  i valori  delle  coordinate  a,  b,  siano  reali,  e inoltre  che 
quello  del  rapporto  k sia  positivo.  Cerchiamo  quali  condizioni  risultano  da  ciò 

Ponendo  per  abbreviare,  B1— 4AC  = N,  BD— aAE=G,  Bd — aAe=g. 

BE — aCD=H,  Be— aC d—h,  le  equazioni  (5)  e (6)  danno 

G , H-M  . 

0=1  NA  ’ b~  NA  ’ 

e portando  questi  valori  nell’equazione  (8),  fatti  tutti!  calcoli,  viene 

aFN— EG-DH 

A»—  , 

a/’N — eg — dh 

Perchè  il  rapporto  A abbia  un  valore  reale  e positivo,  bisogna  e basta  che  A1 
sia  positivo.  Cosi,  abbiamo  ancora  questa  condizione , cbe  il  numeratore  e il  de- 
nominatore deir  espressione  precedente  debbono  essere  ijuantità  del  medesimo 
segno. 

1 valori  di  a e di  A essendo  reali  quando  quello  di  A è reale,  essi  non  danno 
luogo  a nuove  condizioni. 

Allorquando  le  curve  che  si  paragonano  son  parabole,  N o B* — ^kC  è zero, 
e i valori  di  a e di  A sembrano  diventare  infiniti.  Ma  se  avanti  d’ introdurvi 
l’ipotesi  N =0,  si  sostituiscano  i due  valori  di  A,  si  troverà  che  nei  due  siste- 
mi di  valori  che  si  ottengono  per  a e A,  ve  n’  è uno  che  si  compone  ancora  di 
quantità  finite  dopo  l’ipotesi  N =0. 

Tuttavia,  per  evitare  queste  difficoltà  di  calcolo  i meglio  di  rimontare  adequa- 
zioni (5),  (6),  (8).  Eliminando  a fra  le  due  prime,  A sparisce  ancora,  e si  trova 
immediatamente  A:  si  determina  quindi  a e A per  mezzo  dell’ equazioni  (5)  e (8). 
Il  valore  che  si  ottiene  per  A è 

_ G BD  — aAE 

= g Bel  — aAe  ’ 

e se  ne  conclude  che,  nel  caso  in  cui  B1 — 4*C  = o,  bisogna,  invece  dell’ultima 
condizione  enunciata  di  sopra,  che  le  quantità  BD— aAE  e Bd— aie  siano  del 
medesimo  segno. 

Allorquando  due  supcrfici  si  penetrano,  esse  determinano,  con  la  loro  inter- 
sezione una  curva  che,  in  generale  è a doppia  curvatura.  Se  le  due  supcrfici  si 
attraversano,  vi  saranno  due  curve  d'intersezione;  e se  la  prima,  o la  curva  di 
entrata,  è piana,  la  seconda,  o curva  di  uscita,  sarà  ancora  piana.  Se  si  conce- 
pisce che  un  punto  materiale,  ritenuto  da  una  forza  normale  sopra  una  superfì- 
cie curva,  si  muova  in  virtù  di  una  forza , che  agisca  costantemente  in  una  di- 
rezione differente,  esso  descriverà  una  curva  la  quale  parteciperà  ancora  della 
curvatura  della  superficie , e cbe  per  conseguenza  sarà  a doppia  curvatura.  In  ge- 
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nerale,  le  curve  a doppia  curvatura  sono  determinate  dall1  equazioni  «Ielle  due 
superaci  curve  nelle  quali  si  esprime  che  le  coordinate  sono  eguali  per  alcuui  va- 
lori particolari. 

Una  famiglia  di  curve  comprende  tutte  quelle  che  possano  esprimersi  con  la 
medesima  equazione  generale.  Così  a.m~lxz=:ym  rappresenta  una  famiglia  di  cur- 
ve, il  di  cui  grado  varia  con  m. 

Curva  agli  approcci  eguali.  Vedi  Approccio. 

Una  curva  esponenziale  è una  curva  definita  da  un'  equazione  esponenziale. 

Curva  funicolare.  Vedi  Catenaria. 

Curva  a Livello  Vedi  Livello. 

Curva  rifletteste.  Vedi  Diottrica. 

Curva  della  piu'  pronta  discesa.  Vedi  Brachistocrona. 

CURVATURA  (Geom.),  Si  chiama  curvatura  la  quantità  della  quale  un  arco  di 
curva  infinitamente  piccolo  si  allontana  dalla  linea  retta.  Siccome  possiamo  sup- 
porre che  quest'arco  infinitamente  piccolo  appartenga  a un  circolo,  si  misurala 
curvatura  di  una  curva  qualunque,  in  un  punto  dato,  da  quella  del  circolo  che 
gli  coincide  in  questo  punto.  Ora  la  curvatura  dei  circoli  essendo  tanto  più  gran- 
de quanto  i raggi  sono  più  piccoli  , la  curvatura  di  una  curva,  a ciascuno  dei 
suoi  punti , è in  ragione  inversa  del  raggio  del  circolo  coincidente.  Il  circolo 
coincidente  si  chiama  circolo  osculatore.  Vedi  Osculatore. 

Il  raggio  del  circolo  osculatore  , con  1'  aiuto  del  quale  si  determina  la  curva- 
tura di  una  linea  curva,  in  un  punto  determinato,  si  chiama  raggio  di  curva- 
tura. Daremo  alia  parola  osculatore  la  deduzione  dell1  espressione  differenziale 
di  questo  raggio  ; in  questo  punto  non  considereremo  che  le  sue  applicazioni 
particolari. 

fx  essendo  una  funzione  di  x , sia  ys=zfx,  l'equazione  di  una  curva  qualun- 
que, il  suo  raggio  di  curvatura  è dato  dall' espressione 

s 



dxd^y  — dyd2x  ' 

x di  y considerandoli  come  dipendenti  da  un*  altra  variabile. 

Se  li  considera  x come  una  variabile  indipendente  , avremo  d*x  xx  o , e que- 
st’ espressione  diverrà 

r ^ dr%  ì* 

ldx*+dy>)i  L <***  J 
P dxcPy  ~ rfiy  ’ 

dx% 


ovvero,  per  maggior  semplicità 


(t-t-/>)i 


y" 


(i), 


dy  fi*  r 

indicando  con  y'  e r1'  le  derivate  differenziali  . . 

M dx  dx* 

li  valore  della  normale  , v xsztyyj  i-hy'*  , introdotto  nell'equazione  (a)  ri- 
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porla  1’  equazione  del  raggio  di  curvatura  alla  forerà  semplicissima 


• • (3), 


che  si  applica  al  calcolo  con  faciliti. 

Per  determinare  il  raggio  di  curvatura  delle  curvo  del  ascondo  grado  di  cui 
1’  equazione  generale  è 

y*  — opx-ì-qx* 

si  differenzierebbe  due  volte  di  seguito  quest'  equazione,  ondo  determinare  y'  « 
y1' , per  le  quali  si  troverebbe 


y1  so 


p-t-yx 

r 


r"= 


£ 

y* 


il  ebe  darebbe  pel  valore  di  p , servendosi  dell'  equazione  (3) 


applichiamo  queste  formule  ad  alcuni  rati  particolari. 

i.  Sia  la  curva  proposta  una  parabola  volgare  di  cui  1' equazione  è 

j2  = apx, 

p esprimendo  il  semi-parametro. 


In  questa  curva  , la  normale  essendo  v=  , avremo  sostituendo  nell’e- 


quazione (4)  e non  prendendo  che  il  segno  -+- 

p P* 

Vale  a dire  che  nella  parabola  il  raggio  di  curvatura  i eguale  al  cubo  della 
normale  diviso  pel  quadrato  del  semi-parametro. 

Cosi  per  avere  il  raggio  di  curvatura  di  un  punto  qualunque  della  curva,  ba- 
sta di  dare  ad  y il  valore  che  corrisponde  a questo  punto  , per  esempio  , se  si 
trattasse  del  vertice  della  curva  ove  si  ha  / = o,  dando  questo  valore  ad  y si 
avrebbe 

P=P> 

il  che  prova  che  la  curvatura  della  parabola  al  suo  vertice,  è la  medesima  che 
quella  del  circolo  descritto  col  semi-parametro  per  raggio. 

a.  Cerchiamo  adesso  il  raggio  di  curvatura  della  cicloide,  curva  di  cui  l'equa- 
zione è 


e = are  [ sen  = yj  (a ry-y*)\  — ^ y(ar—y) 


r essendo  il  raggio  del  circolo  generatore,  fedi  Cicloide. 
Differenziando  due  volte  di  seguito,  si  trova  per  y'  e y"  , 


,.=v^pr, 


e si  ha  di  più 


Vr 


yj  "y  S 
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calori  clic , intrcilotti  Dell'  aquazione  (a) , danno  per  p 

pzm*ij  iry  . 

Ma  siccome  » ss  zry , si  arriva  a questa  conseguenza , che  merita  di  essere 

particolarmente  osservata,  cioè,  nella  cicloide  il  raggio  di  curvatura  è doppio  della 
normale. 

Le  equazioni  di  un  gran  numero  di  curve  essendo  date  in  funzioni  delle  coor- 
dinate polari,  era  necessario  di  aver  p espresso  in  funzioni  delle  medesime  coor- 
dinate. Il  suo  valore  è 

P ^ ar'a — /•r"-+-/“‘ 

1' angolo  del  raggio  vettore  con  l’asse  essendo  preso  come  variabile  indipendente, 
r essendo  il  raggio  vettore  variabile,  e r*  e r"  le  derivate  differenziali. 

Il  valore  del  raggio  di  curvatura  variando  con  le  coordinate  della  curva,  per 
ciascun  punto  di  questa  vi  è un  circolo  osculatore  differente.  I centri  di  questi 
circoli  determinano  una  nuova  curva  che  è la  sviluppata  della  prima  e alla  quale 
i raggi  di  curvatura  son  tangenti.  Vedi  Sviluppata. 

Ter  determinare  il  raggio  di  curvatura  di  una  curva  a doppia  curvatura,  si  ha 
la  relazione 


La  variabile  indipendente  essendo  I’  arco  di  curva  s che  è determinato  dal- 
T equazione  differenziale, 

ds*  ss  dx^-h-dy^+dz1. 

Proponiamoci  di  cercare  il  raggio  di  curvatura  di  una  spirale.  Una  delle  equa- 
zioni di  questa  curva  è 

y 

z se  ar  arco  tang  — . . . . . (i). 


L'asse  delle  Z è l'asse  del  cilindro  sul  quale  è tracciata  la  spirale,  e l'origine 
delle  coordinate  è ad  uno  dei  punti  delle  superfìci  del  cilindro,  r è il  raggio 
del  circolo  generatore  del  cilindro  ; a=tungO;  0 essendo  1*  angolo  d'inclinazione 
della  retta  che  genera  la  spirale  col  piano  delle  XY,  ebe  è perpendicolare  all'as- 
se delle  Z. 

La  second'  equazione  della  spirale  c 

xa-hja=ra  ....  (2)  : 

equazione  della  proiezione  del  circolo  generatore  del  cilindro  sul  piano  delle  XY. 

Differenziando  due  volte  di  seguito  le  equazioni  (1)  e (2),  riguardando  s co- 
me variabile  indipendente  si  trova 

d*x  — x 

d~s*  5=5  ?(Ti5?)  1 


djr  _ — r 

ds%  /**(  i-Hia)  ’ 


d'z 
ds a 
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Mettendo  questi  valori  in  quello  di  p si  ottiene 
p sa  r(i  -ha2)  =a  rp  sec  2<f , 

il  che  indica  che  nella  spirale  il  raggio  di  curvatura  è costante. 

La  curvatura  delle  superlici  in  un  punto  dato  si  determina  con  i raggi  di  cur- 
vatura delle  sezioni  fatte  nella  superfìcie  da  piani  che  passano  per  la  normale. 
Fra  queste  sezioni,  ve  ne  sono  sempre  due  principali  di  cui  i raggi  di  curva- 
tura , che  portano  il  nome  di  raggi  principali  , sono  maximum,  o minimum.  I 
piani  di  questi  raggi  sono  perpendicolari  1'  uno  all'  altro. 

Per  determinare  il  raggio  di  curvatura  p di  una  sezione  normale  qualunque  si 
ha  la  relazione. 


i 


P 


&' 


sen1  ? 


Rf  e R"  essendo  i due  raggi  principali,  e f l’angolo  che  fa  le  sezione  con 
una  delle  sezioni  principali.  Questa  relazione  è stata  trovata  da  Eulero. 

Quando  i due  raggi  di  curvatura  principali  sono  del  medesimo  segno,  il  raggio 
di  curvatura  p ha  ancora  il  medesimo  segno;  e siccome  segue  lo  stesso  per  tutte 
le  sezioni  normali,  succede  che  pel  punto  che  si  considera,  esse  sono  tutte  da 
una  medesima  parte  del  piano  tangente  alla  superfìcie;  si  dice  allora  che  la  su- 
perficie è convessa  al  punto  M.  Il  più  piccolo  dei  due  raggi  principali  £ un  mi- 
nimum, e l’allro  un  maximum. 

Se  R;  = R'',  allora  p = R',  il  che  prora  che  tutte  le  sezioni  normali  hanno 
la  medesima  curvatura  , e che  una  qualunque  fra  di  loro  può  esser  presa  come 
sezione  principale.  Questo  é ciò  che  ha  luogo  per  tutti  i punti  di  una  sfera  , e 
in  un'ellissoide  di  rivoluzione,  per  i due  punti  che  sono  sopra  l’asse. 

Se  R'  è positivo  e R"  negativo,  la  superficie  sari  non-convcssu  , poiché  vi 
saranno  delle  sezioni  normali  al  di  sopra  del  piano  tangente  e altre  al  di  sotto. 
R'  sara  un  minimum,  e — R"  uu  maximum  analitico  solamente  rapporto  ai 
raggi  negativi. 

Il  teorema  del  Meusnier  dì  i mezzi  di  calcolare  il  raggio  di  curvatura  p' , di 
una  sezione  obliqua  qualunque,  poiché  il  medesimo  prova  che  essa  è eguale  alla 
proiezione  sopra  il  suo  piano  del  raggio  di  curvatura  p della  sezione  normale  che 
passa  per  la  medesima  tangente.  Relazione  espressa  dall’  equazione 

p'  — p cos  W , 

ai  essendo  l'angolo  compreso  fra  i piani  delle  due  sezioni. 

Queste  differenti  formule  non  sussistono  che  quando  il  piano  tangente  alla  su- 
perfìcie nel  punto  che  si  considera  , é preso  per  piano  delle  XY  ; per  calcolare 
questi  raggi  nel  caso  generale  bisogna  ricorrere  alle  linee  di  curvatura. 

Si  chiamano  linee  di  curvatura  di  una  superficie,  il  seguito  di  punti  pei  quali 
due  normali  consecutive  a’ incontrano.  Sopra  qualunque  superficie,  esistono  due 
serie  di  linee  di  curvatura  che  le  dividono  in  quadrilateri  curvilinei  infinita- 
mente piccoli,  i di  cui  lati  si  tagliano  ad  angoli  retti.  Le  due  linee  di  curva- 
tura che  passano  per  un  punto  , sono  tangenti  alle  due  sezioni  principali. 

Se  si  calcolano  i raggi  di  curvatura  della  superficie  per  un  punto  determinato, 
vale  a dire  le  porzioni  della  normale  comprese  fra  il  punto,  e quelli  ove  essa  è 
tagliata  dalle  due  normali  vicine,  si  vede  che  esse  coincidono  in  grandezza  e in 
posizione  con  i raggi  di  curvatura  delle  sezioni  principali,  il  che  rende  più  ge- 
nerali i risultaraenli  enunciati  di  sopra. 

Per  maggiori  particolarità  sopra  una  teoria  tanto  importante,  vedi  le  opere  del 
Uonge  e del  Leroy. 
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CURVE  ECCENTRICHE.  ( Meec. ).  Sotto  questo  nome  Tengono  indiceli  «lei  putti 
che  hanno  nua  curvatura  determinata,  e che  ai  adattano  ad  un' aste  che  gira  per 
«tare  in  luogo  delle  manovelle,  il  di  cui  moto  non  è giammai  ben  regolare.  Questi 
organi  meccanici  trasformano  il  moto  circolare  continuo  in  rettilineo  alternativo. 

( Vedi  Con  posi  zi  ose  delle  succhine.  ) 

Supponiamo  che  si  trattasse  di  far  salire  e discendere  alternativamente  con 
UDa  velociti  uniforme  il  fusto  MN  (Tav.  LXXXVI,  Jìg.  7 ),  mobile  fra  i denti 
in  terzo  g,  g.  Avendo  adattalo  all’asse  A del  moto  una  curva  eccentrica  PQ 
della  quale  in  seguito  indicheremo  la  costruzione,  si  fari  riposare  sopra  la  sua 
grossezza  l'estremiti  del  fusto  MN  guarnito  di  una  girella  N per  diminuire  l’at- 
trito, è evidente  che  a ciascuna  rivoluzione  della  curva,  rappresentata  nella  fi- 
gura, il  fusto  ai  eieveri  per  tutto  il  tempo  che  la  girella  si  appoggeri  sopra  una 
delle  meli  di  questa  curva  e che  essa  si  abbasseri,  tanto  per  l' effetto  del  suo 
peso,  quanto  per  l’effetto  di  una  molla,  nel  tempo  che  la  girella  si  appoggeri 
aopra  l’altra  meti.  Il  punto  della  maggiore  elevazione  corrisponderi  al  momento 
io  cui  1’  estremiti  P dell’  eccentrico  arriveri  sotto  la  girella  , e il  punto  del 
maggiore  abbassamento  a quello  in  cui  11  ponto  Q si  troverà  nella  verticale. 

Analizzando  accuratamente  le  circostanze  del  moto  che  vogliamo  dare  al  fu- 
sto, possiamo  sempre  facilmente  trovare  la  curva  capace  di  produrlo.  In  questo 
caso  la  condizione  da  adempire  essendo  che  un  punto  qualunque  dell'eccentrico 
descriva  archi  eguali  intorno  del  centro  dell’asse,  nel  tempo  che  il  fusto  si  ele- 
va o si  abbassa  di  quantità  eguali,  il  tracciare  la  curva  è semplicissimo. 

Avendo  presa  la  retta  AB  ( Tav.  LXXXVI , ftg.  8),  eguale  alla  distanza  dal 
centro  dell’asse  al  punto  della  maggiore  elevazione  della  girella,  e , sopra  questa 
retta,  la  parte  AQ  eguale  alla  più  piccola  elevazione,  si  descriverà  dal  punto  A 
come  centro,  con  AB  per  raggio,  una  circonferenza  di  circolo  che  si  dividerà  in 
un  numero  pari  di  parti  eguali,  ta  per  esempio;  si  segneranno  i punti  di  divi- 
sione con  i numeri  I,  II,  III,  ec. , alla  destra  e alla  sinistra  di  R,  in  modo  che 
ciascuna  semicirconferenza  porti  sei  numeri.  Ciò  fatto  , e dopo  aver  condotto  i 
raggi  AI,  All , ec. , si  dividerà  I O,  che  rappresenta  una  scorreria  intera  del  fu- 
sto, in  sei  parti  eguali  che  si  segneranno  con  i numeri  1,  a,  3,  ec. , a partire 
da  Q.  Dal  centro  A,  con  i raggi  AQ,  Ai,  Aa  , A3,  ec. , si  descriveranno  succes- 
sivamente delle  circonferenze,  e le  loro  intersezioni  con  i raggi  del  medesimo 
numero  saranno  tanti  punti  della  curva  cercata.  Si  vede  immediatamente  che 
tutti  i diametri  di  questa  curva  passando  pel  centro  A sono  eguali  alla  distanza 
fondamentale  FQ  del  punto  P al  punto  d' inflessione  Q. 

Se,  in  vece  di  un  moto  uniforme,  si  trattasse  di  produrre  un  moto  vario,  se- 
condo una  legge  qualunque,  si  dividerebbe  BQ  in  sei  parti  aventi  fra  loro  i 
rapporti  dati  da  questa  legge,  e tutto  il  rimanente  della  costruzione  sarebbe  il 
medesimo. 

Gli  eccentrici  la  curvatura  dei  quali  si  determina  nella  precedente  maniera 
non  producono  che  un'  andata  e che  una  venuta  in  una  delle  loro  rivoluzioni 
complete;  ma  quando  si  è ben  compreso  il  principio  della  loro  costruzione,  c 
facile  di  estenderlo  ai  casi  di  un  numero  qualunque  di  scorrerie  nel  tempo  di 
una  rivoluzione  della  curva. 

Si  abbia,  per  esempio,  da  descrivere  un  eccentrico  capace  di  produrre  quattro 
andate  e quattro  venute  del  fusto,  eguali  fra  loro  e di  un  moto  uniforme.  Dopo 
aver  preso,  come  qui  sopri , le  rette  AD  c AQ  ( Tav.  LXXXVI,  ftg.  9),  respel- 
tivamenle  eguali  alla  maggiore  c alla  minore  distanza  dall’estremità  del  fusto  al 
centro  A del  moto,  si  descriverà  una  circonferenza  col  raggio  AD  e si  dividerà 
in  principio  in  quattro  parli  eguali;  si  dividerebbe  in  sei  se  si  volessero  sei  an- 
date c sei  venute,  e cosi  di  seguito;  si  dividerà  DQ  in  un  numero  qualunque  di 
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parti  eguali,  che  si  segneranno  con  i numeri  i , 2,  3,  ec.,  a partire  da  Q;  e dal 
centro  A,  si  descriveranno  successivamente  delle  circonferente  con  i raggi  AQ, 
Ai,  Aa,  ec.  Ciò  fatto,  si  dividerà  ciascun  quarto  di  circonferenta  in  un  numero 
di  parli  eguali  doppio  di  quello  delle  parti  di  DQ.  Qui  DQ  essendo  diviso  in 
quattro,  divideremo  ciascun  quarto  in  otto  parti  eguali,  e ai  segneranno  i punti 
di  divisione  con  i numeri  I,  II,  III,  IV,  a partire  da  ciascuna  estremità  del- 
l'arco, come  ciò  è fatto  nella  figura  pel  quarto  BD,  dimodoché  il  numero  IV 
corrisponderà  alla  metà  dell’arco;  dal  centro  A si  condurranno  dei  raggi  a cia- 
scun punto  di  divisione,  e le  loro  intersezioni  con  le  circonferente  del  medesimo 
numero  saranno  dei  punti  delia  curva. 

Il  Deparcieux,  che  si  è molto  occupalo  delle  curve  eccentriche,  ha  dato  nelle 
Memorie  dell'  Accademia  delle  Sciente  di  Parigi  per  Panno  17471  dei  metodi 
facili  per  descriverle  in  tutti  i casi. 

CURVILINEO  (Geom.).  Le  figure  curvilinee  sono  aree  racchiuse  da  linee  curve, 
come  il  circolo,  Pellisse  , il  triangolo  sferico,  ec.  Vedi  Figura. 

Angolo  curvilineo.  Si  dà  questo  nome  all’angolo  formato  dall' incontro  di  due 
linee  curve. 

CUSA  (Niccolò  db),  cardinale  , cosi  chiamato  da  un  villaggio  della  diocesi  di  Tre- 
veri  sulla  Mosella , ove  nacque  nel  1401.  Non  dobbiamo  qui  parlare  delle  di  lui 
profonde  cognizioni  in  ogni  ramo  di  scibile  umano,  nè  delle  sue  opere  di  filoso- 
fia. di  teologia  e di  metafisica,  nè  delle  importanti  missioni  che  da  varj  pontefici 
in  diversi  tempi  gli  furono  affidale;  tali  titoli,  che  a quest'uomo  celebre  danno 
un  diritto  incontrastabile  ad  esser  conservato  nella  memoria  dei  posteri,  non  som- 
ministrerebbero argomento  per  far  parola  di  lui  in  questo  Dizionario.  Esso  però 
merita  di  esservi  rammentato  per  le  sue  opere  di  matematiche  , di  geometria,  e di 
astronomia,  che  suppongono  cognizioni  più  estese  di  quelle  che  si  avevano  al  suo 
tempo,  sebbene  talvolta  vi  si  incontrino  delle  idee  alquanto  singolari.  Aveva  in- 
dirizzate a Niccolò  V alcune  ricerche  sulla  quadratura  del  circolo,  che  coufulate 
vennero  da  Regiomontano.  Propose  pure  al  concilio  di  Basilea  un  progetto  per 
la  riforma  del  calendario,  al  quale  i grandi  affari,  di  cui  era  occupalo  quel  con- 
cilio, impedirono  che  si  prestasse  P attenzione  che  meritava.  11  cardinale  de  Cusa 
è stato  pure  il  primo,  tra’ moderni,  che  intraprendesse  di  resuscitare  l’ipotesi  di 
Pitagora  sul  molo  della  terra,  rinnovala  poi  cou  miglior  successo  da  Copernico  e 
da  Galileo.  Morì  a Todi  nell’Umbria  il  dì  ir  Agosto  1464.  Tutte  le  sue  opere 
sono  state  stampate  a Basilea  nei  i5G5,  io  3 voi.  in  4* 

CUSPIDE.  Vedi  Regresso. 

CYSAT  (Giovanni  Battista),  nato  a Lucerna  nel  i588,  si  fece  gesuita  nel  1604  , 
e divenne  professore  di  filosofia  e di  matematiche  ad  Ingolstadt.  Dopo  essere  stato 
successivamente  rettore  de’ collegi  di  Lucerna,  d’Inspruck  e di  Aich-Staedt,  tornò 
in  patria  e vi  morì  il  3 di  Marzo  1657.  Tra  le  altre  opere  ha  composto:  Àfa- 
thcmatica  astronomica  de  locos  motus  magnitudine  et  causis  cometae  annorum 
1618  et  1619,  Ingolstadt,  1619,  in-4.  Fu  il  primo  ad  osservare  con  un  telesco- 
pio la  cometa  di  quegli  anni,  e credè  di  ravvisarvi  alcune  ineguaglianze  da  altri 
non  avvertite.  Sostenne  pure  uno  dei  primi  che  il  corso  di  quella  cometa  era  re- 
golare c che  si  faceva  con  un  molo  retto  e non  circolare.  Nel  i63i  osservò  ad 
luspruck  il  passaggio  di  Mercurio  sul  sole.  Tale  fenomeno,  annunziato  da  Ke- 
plero da  due  anni,  non  fu  scorto  che  da  quattro  o cinque  osservatori,  e perfe- 
zionò mollo  la  teoria  di  quel  pianeta.  Cysat  godeva  di  una  granele  reputazione 
presso  gli  astronomi  del  suo  tempo,  e Riccioli  l'oaorò  dando  il  suo  uome  ad  una 
delle  macchie  della  luua. 
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JL/àCIA  (Pietro  di),  danese,  rettore  dell'  università  di  Parigi  nel  i3a6,  e poscia 
canonico  della  cattedrale  di  Ribe  nel  Jutland.  Scrisse  varie  opere  di  aslronomia, 
e tra  le  altre  un  Computo  ecclesiastico , ed  un  Trattato  del  calendario.  Il  primo 
di  tali  trattati  è stampato  in  latino  nel  sesto  volume  degli  Scriptores  rerum  da - 
nicarum  , ed  ambedue  esistono  in  francese  io  un  bel  manoscritto  in  pergamena 
della  biblioteca  reale  di  Copenhagen. 

IP  ALEMBERT.  Vedi  ALEMBERT  (d’). 

DALESME  (Andrea),  fisico  francese,  eletto  nel  1699  membro  dell’  Accademia 
delle  Scienze  di  Parigi  colla  qualità  di  meccanico  pensionano , fu  dichiarato  vete- 
rano nel  1706,  perchè  i molti  impieghi  che  erano  stati  a lui  affidati  gl’  impedivano 
di  adempire  ai  doveri  di  accademico.  Nella  raccolta  delle  memorie  dell*  Accademia 
delle  Scienze  dal  1705  al  1717  si  trovano  parecchie  invenzioni  di  Dalesme,  tutte 
relative  ad  oggetti  di  pubblica  utilità:  fra  le  altre  è notabile  la  descrizione  di  un 
martinetto  ingegnosissimo,  che  produce  una  doppia  forza  del  martinetto  ordinario 
e che  si  logora  meno  facilmente.  La  scoperta  però  che  più  d'ogni  altra  fa  onore 
a questo  abile  meccanico  è quella  della  stufa  che  tuttora  porta  il  suo  nome,  nella 
quale  il  fumo  è obbligato  a discendere  nel  braciere  e a convertirsi  in  fiamma; 
invenzione  ingegnosa  che  ha  suggerito  a Lebon  V idea  del  termolampo.  Datesene 
mori  nel  *727. 

DALRYMPLE  ( Alessandro),  geografo  inglese,  membro  della  Società  Reale  di  Lon- 
dra, nacque  in  Scozia  nel  1737.  Giovane  ancora,  entrò  al  servizio  della  com- 
pagnia delle  Indie,  per  commissione  della  quale  fece  parecchi  viaggi  nell’  arci- 
pelago delle  Indie  orientali  e riconobbe  con  somma  diligenza  tutte  le  coste  che 
potè  visitare.  In  ricompensa  di  tali  lavori  fu  nominato  idrografo  della  compagnia 
e quindi  idrografo  regio.  Morì  il  19  Giugno  1808.  Molle,  e tutte  importanti, 
sono  le  opere  pubblicate  da  Dalrymple  sulla  geografia  : il  lettore  potrà  vedere 
l’^elenco  delle  principali  nella  Biografia  universale  ; noi  ci  contenteremo  di 
rammentare  il  Repertorio  orientale , pubblicato  a spese  della  compagnia  delle 
Indie , 1791-94»  2 voi.  in-4  » che  è una  raccolta  di  un  gran  numero  di  carte 
marine  e di  memorie  utilissime  per  la  navigazione  nei  mari  delle  Indie. 

DAN  Al  DE  ( Idraul.).  Specie  dì  ruota  a reazione  che  riceve  Pazione  motrice  dal* 
l’acqua,  inventata  dal  Munoury  d’  Ectat.  prenderemo  la  descrizione  della  mede- 
cima  dai  signori  Lanz  c Bclancourt. 

y*  Questa  macchina  può  comprendersi,  come  lo  dice  benissimo  il  Petit,  nel  nu- 
mero delle  ruote  idrauliche;  essa  si  riduce  a un  tino  idraulico  di  legno  ncdd'c? n / 
{Tav.  LXXXVII  ijig.  1)  il  cui  fondo  è forato  nel  suo  centro  da  un  orifizio  cir- 
colare rr  ( vedi  l’elevazione  e il  taglio  (6)).  A traverso  di  questo  orifizio  passa 
un  asse  verticale  di  ferro  pq  ritenuto  in  alto  per  mezzo  di  un  collare,  e che  po- 
Diz.  di  Hat.  Voi  III  3o 
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sa,  nella  *ua  parte  inferiore,  (opra  un  pernio  che  gli  permette  di  girare  (opra 
se  medesimo,  trasportando  il  tino  al  quale  è fissamente  attaccato  per  metto  di 
quattro  bracci  di  ferro,  dei  quali  se  ne  vedono  due  cd  ed  ed  nel  taglio  (a), 
e i due  altri  dd'  e ff  nel  taglio  (i).  Quest’asse,  diretto  secondo  l’asse  della 
curva,  non  chiude  completamente  l’orifizio  centrale  rr  che  esso  traversa;  al 
contrario  lascia  intorno  della  sua  circonferenta  una  corona  vuota  donde  l’acqua 
affluente  può  usi-ire.  Un  diaframma  circolare  ss  fissato  all’asse  verticale  p?  e ai 
bracci  cc'  ed  ed,  immediatamente  al  di  sotto  di  questi,  divide  il  tino  in  due 
parli  eguali  ned  d , e cdd'd  le  quali  non  possano  comunicare  l’uua  coll’altra  che 
per  la  corona  vuota  che  resta  fra  il  diaframma  circolare  e la  superfìcie  interna 
del  tino.  La  parte  inferiore  cdd'd,  è divisa  in  otto  caselle  da  altrettanti  diafram- 
mi I,  quattro  dei  quali  partono  dall’asse  pq  verso  la  circonferenta,  e quattro  al- 
tri non  arrivauo  l’asse,  per  non  ostruire  troppo  l' orifizio  rr.  Questi  diaframmi 
formati  da  tuperfici  piane,  discendono  dal  diaframma  circolare  fino  alla  base  del 
tino.  L’acqua  arriva  alla  parte  supcriore  del  tino  per  un  tubo  di  condotto  B, 
che  si  ripiega  convenientemente  per  lasciarla  uscire  da  un  orifizio  *(  elevazione 
e taglio  (a)),  sotto  la  forma  di  una  nappa  d'acqua  che  batte  tangenzialmente 
ip  tutta  la  superficie  concava  di  questa  parte,  mette  il  tino  in  moto,  discende 
alla  parte  inferiore  della  corona  vuota  regolata  fra  il  diaframma  ss  e la  super- 
ficie interna  del  tino,  s’impegna  nelle  caselle  di  già  indicate  , e esce  finalmente 
dall'orifìzio  rr  per  cadere  nel  tubo  di  scaricamento  R.  Tale  è la  descrizione  e 
il  giuoco  di  questa  macchina,  che  l'autore  ha  eseguita  con  i massimi  vantaggi 
nelle  differenti  manifatture,  figli  vi  ha  aggiunto  un  perfezionamento  il  quale 
consiste  a sostituire  ai  diaframmi  t a superficie  piane,  altri  diaframmi  in  forma 
di  spirali  i quali  si  prolungano  salendo  fino  al  limite  superiore  nn'  del  tino,  at- 
traverso la  corona  vuota  del  mezzo.  La  forma  che  egli  dà  a questi  nuovi  dia- 
frammi gli  permette  di  sopprimere  l’orlo  nn' che  serviva  ad  impedire  che  l’acqua 
si  versasse  al  di  fuori;  pare  che  eoo  quest’ultiraa  modificazione  la  perdita  delle 
forze  vive  aia  diminuita  considerabilmenlc.  n 

DANTE  (Pia-rao  Visczirzo) , gentiluomo  di  Perugia  della  famiglia  dei  Rinaldi, 
viveva  nel  quindicesimo  secolo  e mori  nel  i5ia  in  età  assai  avanzata.  Questo 
dotto,  di  cui  grande  era  la  reputazione  e come  matematico  e come  architetto, 
**  applicò  ancora  atta  poesia  , e a’  immaginò  che  le  sue  composizioni  imitassero 
talmente  la  sublimità  di  quelle  di  Dante,  pel  quale  d'altronde  professava  un’am- 
mirazione  senza  limiti,  che  volle  assumere  il  nome  del  divino  poeta  e trasmet- 
terlo a’  suoi  discendenti.  È autore  di  un  Contento  italiano  sulla  Sfera  di  Sacro- 
bo,co,  impresso  a Perugia  nel  15$.$,  ed  ivi  ristampato  con  aggiunte  nel  1 5^4- 

DANTE  (Giulio),  figlio  del  precedente,  morto  nel  i5?5,  si  rese  anch’esso  celebre 
per  le  sue  cognizioni  nelle  matematiche  e nell'archileltura.  Costrusse  la  magni- 
fica chiesa  di  San  Francesco  d’  Assisi  , e lasciò  scritto  un  trattstello  De  alluvio- 
ne Tyberis , ed  alcune  note  sugli  ornamenti  di  architettura. 

DANTE  (Tsonosa),  sorella  di  Giulio  Dante,  fu  celebre  in  Italia  per  le  grazie  del 
suo  spirito  e pe'  suoi  talenti  nelle  matematiche  , cui  ella  insegnò  a suo  nipote 
Ignazio  Dante. 

DANTE  ( Pelliomiso ) , piii  noto  sotto  il  nome  di  padre  Ignazio,  che  egli  assunse 
entrando  nell’ ordine  de’  domenicani , nacque  a Perugia  nel  i53j  da  Giulio 
Daule.  Uscito  da  una  famiglia  che  aveva  dato  varj  matematici  distinti,  Ignazio 
gli  superò  tutti  in  talento  e in  reputazione.  Fino  dall'  infanzia  coltivò  con  suc- 
cesso le  matematiche,  né  cessò  di  applicarvisi  nella  vita  religiosa  che  abbracciò 
di  buon’ora.  Giovine  ancora,  ne  diede  pubbliche  lezioni  a Bologna;  e tale  fu  la 
fama  che  si  acquistò,  che  Cosimo  I de'Medici,  desideroso  di  udirlo,  lo  fece  venire 
a Firenze.  Lo  stesso  onore  ricevè  egli  dal  papa  Gregorio  XIII,  che  lo  chiamò  a 
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Roma,  lo  incaricò  di  levare  le  piante  di  diverse  piazze  dello  Stato  pontificio,  e 
gli  conferì  nel  i583  il  vescovado  di  Alatri.  Ma  il  p.  Ignazio  Dante  è celebre 
principalmente  per  il  servizio  reso  all*  astronomia  moderna  coll’ aver  fatto  co- 
struire il  primo  uno  gnomone  abbastanza  considerabile  da  poter  (issare  gli  equi- 
nozj  ed  i solstizj.  Quello,  eh’  egli  eresse  nel  i5^5  nella  chiesa  di  S.  Petronio  di 
Bologna,  non  era  non  ostante  di  tutta  la  perfezione  desiderabile,  poiché  declinava 
dal  meridiano  di  alcuni  gradi.  Davesi  peraltro  considerare  che  nella  costruzione 
di  questo  strumento  egli  non  si  propose  che  di  mostrare,  con  una  osservazione 
per  così  dire  popolare,  di  quanto  l'equinozio  di  primavera  si  scostava  dal  21 
Marzo,  epoca  nella  quale  si  supponeva  che  avvenisse;  ed  in  questo  rapporto  è 
ceito  che  lo  gnomone  non  aveva  bisogno  di  una  maggiore  esattezza.  Questo  gno- 
mone servì  di  base  a quello  che  nel  i65{  fece  costruire  nella  stessa  chiesa  Gio- 
van  Domenico  Cassini.  ( Vedi  Giovar  Domenico  Cassimi). 

Il  p.  Ignazio  Dante  ha  lasciato  parecchie  opere,  tra  le  quali  citeremo  : I Trat- 
tato dell'  uso  e fabbrica  deli'  astrolabio  e del  planisferioy  Firenze,  i568,  in-4. 
Ne  pubblicò  nel  1578  un'  edizione  aumentata  ed  arricchita  della  descrizione  di 
molti  nuovi  strumenti  astronomici;  II  Una  traduzione  italiana  della  Sfera  di 
Proclo,  Firenze,  i5^3,  in«4;  III  Commentario  alle  regole  della  prospettiva  di 
Jacopo  Barozzi , Roma  , i583,  in-fol.  Quest'opera  contiene  le  dimostrazioni  ma- 
tematiche delle  regole  della  prospettiva,  di  cui  Vignola  si  era  contentato  di  dare 
la  sola  pratica;  IV  Le  scienze  matematiche  ridotte  a tavole , Bologna,  1577,  in- 
foi. Quest'opera  comprende  quarantacinque  tavole  sinottiche,  la  cui  composizione 
presuppone  una  grand'erudizione  nell’autore;  oggigiorno  può  esser  consultala 
come  un  monumento  curioso  dello  stato  della  scienza  verso  la  (ine  del  XVI  se- 
colo; V La  prospettiva  di  Euclide , tradotta  con  alcune  annotazioni  ; insieme 
con  la  prospettiva  di  Eliodoro , tradotta  da  Ignazio  Dante , Firenze,  *5^3, 
in-4;  VI  Anemographia  in  anemoscopium  verticale  instrumentum  , Bologna, 
>578  , in-fol  ; VII  Un  comento  italiano  sul  trattalo  De  latino  radio  di  Latino 
Orsini,  Roma,  1 583,  1 586,  in  4 ; Vili  Dei  comenli  sulla  Sfera  di  Sacrobosco,  ec. 
Ignazio  Dante  morì  il  19  Ottobre  i586,  mentre  si  preparava  a lasciare  Alatri 
per  recarsi  a Roma,  ove  lo  aveva  chiamato  il  pontefice  Sisto  V,che  voleva  averlo 
presso  la  sua  persona. 

DANTE  ( Vincenzo),  fratello  d’ Ignazio  Dante,  pubblicò  on'  opera  intitolala  : Libro 
primo  delle  perfette  proporzioni , Firenze,  1567,10-4*  Tale  opera  doveva  com- 
prendere quindici  libri  , ma  non  comparve  che  il  primo. 

DANTE  (Giovanni  Battista),  altro  matematico  di  Perugia,  ma  che  non  era  pro- 
babilmente della  stessa  famiglia  dei  precedenti,  si  acquistò  molta  celebrità  verso 
la  fine  del  secolo  XV,  per  un’  esperienza  di  meccanica  che  merita  di  esser  riferita. 
In  occasione  delie  feste  «lei  matrimonio  di  Bartolomnieo  Alviano  colla  sorella  di 
Giovanni  Paolo  (taglioni,  Giovan  Ballista  Dante,  mediante  due  grandi  ali  mecca- 
niche di  sua  invenzione,  ardì  lanciarsi  dalla  torre  più  alta  di  Perugia,  traversò 
la  piazza,  e si  librò  lungo  tempo  in  aria  in  mezzo  alle  acclamazioni  della  molti- 
tudine. Per  mala  sorte  uno  dei  ferri  che  serviva  a far  manovrare  l'ala  sinistra 
si  ruppe,  e l'ardito  meccanico  cadde  sul  tetto  della  chiesa  della  Madonna  e si 
fracassò  una  gamba.  Guarito  che  fu,  andò  ad  insegnare  le  matematiche  a Venezia, 
ove  morì  di  febbre  non  avendo  ancora  quarant'anni.  Aveva  fatto  precedentemeute 
molli  saggi  delle  sue  ali  ed  aveva  anzi,  dicesi,  traversato  in  tal  guisa  il  lago  di 
Perugia.  Si  consulti  su  tal  proposito  X Athenaeum  ougustum  del  p.  Oldoiui  ge- 
suita, e la  Perugia  illustrata  del  Vermiglioli. 

DARQUIER  (Agostino),  nato  a Tolosa  il  a3  Novembre  1718.  La  sua  inclinazione 
lo  portò  allo  studio  dell'astronomia,  scienza  cui  coltivò  con  ardore  e successo  fino 
alla  sua  morte  avvenuta  il  18  Gennajo  1802.  Darquier  era  socio  dell’  Istituto  na- 
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lionate-  I suoi  scrini  sono:  I Uranographie , ou  Conlemplation  du  del  à la  portée 
de  font  le  rnonde%  Parigi,  1771»  in-iG.  Quest’ opere  Ita  contiene  le  figure  delle 
costellazioni , ed  è comodissima  per  apprendere  a conoscere  il  cielo.  L’  autore 
Pareva  composta  per  la  d’Etigny,  il  cui  marito  era  intendente  di  Auch  , e P ha 
fatta  ristampare  in  seguito  alle  sue  Lettres  sur  l' astronomie  \ II  Observations 
astronomiques  faites  à Toulouse,*  Avignone,  1777»  in-4  ; Darquier  ne  pubblicò 
un  secondo  volume  a Parigi  nel  1782,  e ne  stampò  la  continuazione  nelle  Ale- 
morie  deir  Accademia  delle  Scienze  di  Tolosa,  e nell’  Histoire  celeste  francai  se 
di  Lalande;  III  Observation  de  f éclipse  du  soleil  du  24  Juin  1778,  ec. , 
traduite  de  /’ espagnol , Tolosa,  1780,  iu-8  , opuscolo  ristampalo  nel  Journal  de 
physique  , di  Aprile  1780;  IV  Lettres  sur  l'  astronomie  pratique , 1786,  in-8  ; 
V Èlémens  de  geometrie , traduits  de  P anglais  de  Simpson , 1766,  in-8;  VI 
Lettres  cosmologiques  sur  la  eonstruction  de  1' univers^  traduites  de  l' alterno nd 
de  Lambert , Amsterdam,  1801  ; le  note  sono  di  d’  Utenlhove,  che  fu  l’editore. 

DASSIE , costruttore  di  vascelli  del  re  di  Francia  ad  Hàvre,  si  applicò  con  successo 
alla  pratica  dell'arte  sua  e divenne  pure  peritissimo  nella  scienza  nautica  , cui  ebbe 
campo  di  porre  in  pratica  in  varj  viaggi  che  fece  in  America.  1 suoi  scritti  sono: 

I Architecture  navale  a>ec  le  routier  des  lndes  orientales  et  occidentale j, 
Parigi,  1677,  in-4-  Questo  libro  riuscì  utilissimo  nel  suo  tempo,  esponendo  mol- 
tissime cose  che  invano  sarebbero  ricercate  in  altri  autori,  ma  oggi  è affatto  di- 
menticalo pei  progressi  immensi  che  ba  fatto  P architettura  navale,  uè  è più  da 
consultarsi  che  per  la  storia  dell’arte.  II  Description  generale  des  có/es  de 
/’  A mérique  uvee  les  ntoeurs  et  usages  des  peuples  qui  les  ha  Utente  Houen,  1677, 
in-4  i IH  Le  pilote  expert , Hàvre,  >683,  in-4;  Anco  questo  libro,  sebbene  at- 
testi lo  zelo  e le  cognizioni  dell’autore,  non  serve  più  per  la  pratica. 

DASY PODIUS  (Corba no ) , celebre  matematico  del  XVI  secolo,  nato  a Strasburgo, 
era  tiglio  di  Pietro  Kaurhfuss  , dotto  ellenista  di  Frauenfeld  in  Svizzera  , che 
aveva  cambiato  il  suo  nome,  che  significava  in  tedesco  piede  villoso , nel  nome  di 
Dasypodius,  che  ha  in  greco  il  medesimo  significato.  Corrado  Dasypodius  fu  pro- 
fessore di  matematiche  a Strasburgo:  egli  si  diede  particolarmente  allo  studio 
de1  geometri  greci,  e rese  un  gran  servizio  alla  scienza  pubblicando  in  greco  ed 
iti  latino  i primi  due  libri  di  Euclide  , e le  proposizioni  dei  tredici  libri  susse- 
guenti, Strasburgo,  1 56 4 » in-8:  a lui  si  attribuisce  pure  una  traduzione  degli 
Sferici  di  Teodosio,  c dell1  Ottica  e della  Catottrica  di  Euclide.  Pubblicò  an- 
cora dei  conienti  sui  primi  sei  libri  di  Euclide  in  seguito  ad  un  lavoro  comin- 
ciato da  Cr.  Herlinus,che  P avea  preceduto  nella  sua  cattedra.  Quest'opera  in- 
titolata: Analysis  geometrica  sex  librorum  Euclidis , Strasburgo,  i56G,  in  fol. 
non  è che  un  lavoro  pedantesco  , in  cui  le  dimostraziooi  del  celebre  geometra 
greco  si  trovano  presentate  sotto  la  forma  di  sillogismi,  diuianiemcbè  una  pro- 
posizione di  quindici  a venti  linee  viene  stemperata  in  parecchie  pagiue  e non 
è sovente  che  più  intrigata,  o almeno  è più  difficile  di  tenerle  dietro,  li  primo 
e il  quinto  libro  sono  di  Uerlinus;  gli  altri  quattro  appartengono  a Dasypodius. 
Egli  proponevasi  di  raccogliere  e di  pubblicare  in  un  sol  corpo  tutti  i matema- 
tici greci , ma  la  morte  lo  rapì  il  2G  Aprile  1600,  in  età  di  68  anni,  prima  che 
avesse  potuto  mandare  ad  esecuzione  questo  progetto.  Il  famoso  orologio  della 
cattedrale  di  Strasburgo,  che  per  lungo  tempo  è stato  reputato  il  più  bello  di 
tutta  l'Europ»,  venne  eseguito  nel  i58o  sui  disegni  di  Dasypodius.  Egli  stesso  ne 
diede  la  descrizione  nel  suo  Heron  mathematica*  , Strasburgo,  i58o,  in-4-  Si  han- 
no di  Dasypodius  anco  le  seguenti  opere:  I Institutionum  mathematicarum  vo- 
lunten  primum  , secundum  et  tertìum  , Strasburgo,  1567-70,  2 voi.  in-8;  II 
Protheoria  mathematica  , Strasburgo,  i5q3,  in-8.  Ili  Arctxov,  stu  Dictionurium 
mathetnaticum , in  quo  dejinitiones  et  divisione*  continenlur  Arithmeticae , Geo 
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metrìae , Astronomia e et  Hnrmoniae, , gracce  et  latine^  Strasburgo,  1 573»  in  8; 
ed  ivi,  in-8,  seconde  edizione  arricchita  della  traduzione  di  F.rone  alessan- 

drino, e della  nomenclatura  dei  vocaboli  geometrici.  Per  maggiori  notizie  su  que- 
sto matematico  si  consulti  Blumbof,  Saggio  sulla  vita  e sulle  opere  di  Corrado 
Dasypodius , con  una  prefazione  di  Kaestner,  Gottinga,  *798,  in-8. 

DATO.  Termine  generale  col  quale  s'indica  nelle  matematiche  qualunque  specie 
di  grandezza  che  si  suppone  conosciuta.  Cosi,  si  dice  un  numero  datoy  una  linea 
data  ec. 

In  generale  i dati  di  un  problema  sono  le  quantità  conosciute  per  mezzo  delle 
quali  bisogna  costruire  le  quantità  incognite  o cercate. 

Allorquando  la  posizione  di  una  figura  geometrica  è conosciuta,  si  dice  ancora  che 
questa  figura  è data  di  posizione.  Per  esempio,  quando  un  circolo  è realmente 
descritto  sopra  un  piano,  il  suo  centro  è dato  di  posizione,  la  sua  circonferenza 
è data  di  grandezza , e il  circolo  è dato  di  posizione  e dato  di  grandezza. 

DECADE  ( Aritm . ).  Questa  parola  fu  impiegata  dagli  autori  antichi  per  indicare 
ciò  che  attualmente  si  chiama  una  diecina.  Gli  autori  del  calendario  repubbli- 
cano P avevano  adottata  nella  loro  terminologia,  e i loro  tre  periodi  di  dieci 
giorni  nei  quali  essi  dividevano  i mesi,  portavano  il  nome  di  decadi. 

DECAGONO  (Geom.)  (da  <J«xx , dieci  e da  a angolo).  Figura  piana  che  ha 
dieci  lati  e dieci  angoli. 

Quando  gli  angoli  sono  eguali  fra  loro,  come  pure  i lati,  il  decagono  dicesi 
regolare.  Allora  può  inscriversi  e circoscriversi  al  circolo.  Fedi  Circolo,  nu- 
meri 24  e 26. 

La  somma  degli  angoli  di  un  decagono  essendo  eguale  a 8 volte  a retti  (Fe- 
di Poligoho)  , ossia  a 16  retti,  l'angolo  del  decagono  regolare  è equivalente  a 


io 


angolo  retto.  Quest'angolo  è perciò  di  144*  sessagesimali 


Se  indichiamo  con  r il  raggio  del  circolo  circoscritto  a un  decagono  regolare, 
il  lato  di  questo  decagono  sarà  dato  dall' espressione 


2 


e indicando  questo  lato.  Questa  relazione  può  servire  a determinare  il  raggio  del 
circolo  circoscritto  allorquando  il  lato  è conosciuto;  perciò  gli  rien  dato  la  forma 


2 c 

\ 5 — 1 

Essa  è dedotta  dalla  divisione  in  media  ed  estrema  ragione  del  raggio  del  cir- 
colo circoscritto;  il  lato  del  decagono  regolare  essendo  eguale  al  più  grande  dei 
due  segmenti.  Fedi  Esagono. 

Cosi,  per  inscrivere  un  decagono  regolare  in  un  circolo  dato,  bisogna  dividere 
il  suo  raggio  in  media  ed  estrema  ragione  ( Fedi  A pplic azione  pf.il’ A i r, Era  s 
n.°  20),  e il  più  gran  segmento  è il  lato  del  decagono. 

La  superfìcie  di  un  poligono  regolare  qualunque  essendo  eguale  alla  metà  del 
prodotto  del  suo  perimetro  pel  suo  apotema , siccome  il  perimetro  del  decagono 
è eguale  a io  volte  il  suo  lato,  la  sua  superfìcie  sarà 

S=5c  . A, 

S indicando  la  superfìcie,  e fi  V apotema.  Ma  l'apotema  essendo  uno  dei  Isti 
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dell'angolo  retto  del  triangolo  rettangolo  che  ha  il  raggio  del  circolo  circoscritto 
per  ipotenusa  e il  temi-lato  del  decagono  per  (erto  lato,  abbiamo 

WL^-t]  “7V(4rl— c1>’ 

così  l'espressione  della  superficie  è 

S=  j eV(4'-*-c’)- 

Per  avere  quella  superficie  solamente  in  funtione  del  lato,  o solamente  in 
funiiooc  del  raggio,  basta  sostituire  in  quest1  ultima  eguaglianza  , il  valore  di  r 

10  c,  o quello  di  c in  r , e si  ottiene 

5 c%  / 

s=  — y 5-t-a  V 5, 

S=  — y io-a-y/5. 

Calcolando  i coefficienti  di  c%  e di  r*,  questo  due  espressioni  si  riducono  a 
S=7,6<)$ao9Xca, 

S = 2,938927X'a; 

11  che  è sufficiente  per  la  pratica. 

Alcune  volte  si  dà  il  nome  di  Decagobo  a un1  opera  di  fortificazione  composta 
di  io  hastioni.  Vedi  Fortificazione. 

DECAGRAMMO.  Misura  di  gravità  eguale  a vo  grammi. 

DECALITRO.  Misura  di  capacità  eguale  a dieci  litri. 

DECAMETRO.  Misura  di  lunghezza  eguale  a dieci  metri.  Vedi  Misera. 

DEC  ANO  ( sistron.).  Nome  che  gli  antichi  astronomi  davano  all'arco  di  dieci  gradi, 
o al  terzo  di  un  segno.  Vedi  Seg.no. 

DECILE  o DESTILE  ( Astron .).  Antica  parola  di  astronomia  o piuttosto  di  astro- 
logia, colla  quale  s'indicava  V aspetto  ( Vedi  Aspetto)  di  due  pianeti  distanti 
I1  uno  dall1  altro  di  36  gradi  o della  decima  parte  dello  zodiaco. 

DECIMALE.  La  divisione  decimale  è quella  che  ha  luogo  di  dieci  in  dieci  ; così 
la  nostra  scala  di  numerazione  é una  scala  decimale , perchè  il  valore  delle  cifre 
aumenta  di  dieci  in  dieci  secondo  il  posto  che  esse  occupano.  Vedi  Numera* 
none. 

Frazioni  decimali.  Si  chiamano  cosi  le  frazioni  che  hanno  per  denominatori 

3 / 55 

delle  poterne  intere  del  dieci.  tuli  come  — , — — , , ec.  Dall»  natura  del 

lo  I oo  I ooo 

nostro  sistema  di  numerazione,  possiamo  esprimerle,  facendo  astrazione  dai  loro 
denominatori,  solamente  pel  posto  che  facciamo  occupare  alle  cifre  dei  loro  nu- 
meratori. Infatti  , avendo  convenuto  di  dare  ad  una  cifra  un  valore  dieci  volte 
maggiore  quando  è posta  alla  sinistra  di  un'altra,  di  quello  che  essa  esprime 
isolai. imentc  , se  adottiamo  questa  regola  in  tutta  la  sua  generalità  , è evidente 
che  il  valore  relativo  di  più  cifre  scritte  le  une  accanto  all1  altre,  deve  dimi- 
nuire di  dicci  in  dieci  andando  da  sinistra  a destra;  cosi  nella  quantità  rap- 
presentata da  5555,  la  sccooda  cifra  vale  io  volte  meno  della  prima,  la  terza 
dieci  volle  meno  della  seconda,  e cento  volte  meno  della  prima,  e la  quarta 
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dirci  volle  meno  della  terza,  o cento  volle  meno  della  tecnnda,  e mille  volte  me- 
no della  prima.  Se  dunque  la  prima  esprime  5 uniti  assolute  , la  seconda  espri- 
5 5 5 

merli  — , la  terza  , e la  quarta  . Questa  circostanza  viene  indicata  da 

io  ioo  iooo 

nna  virgola  situata  dopo  la  cifra  deli' uniti,  vale  a dire  che  nel  caso  in  que- 
stione si  scrive  5,555,  allora  le  cifre  alla  sinistra  della  virgola  sono  le  cifre  in- 
tere e quelle  alla  destra  sono  le  cifre  decimali;  in  questa  maniera,  la  scala  com- 
pleta di  numerazione  é 


ec. 


4 

Jl 


c.  2 a Q.  n 

5 ■ fi 

2.  ° E:  n 3 

B*  2 2 ~ o 

° 3 I-  I | «• 

o o ~ — 


5 a 


Quando  non  yì  tono  interi , in  luogo  della  cifra  delle  unità  ti  pone  ano  zero; 
i 54  3 

co»l  o,  i indica  — , o,54  indica  , o,oo3  indica  , e cosi  di  seguito. 

io  ioo  iooo 


Questa  maniera  di  scrivere  le  frazioni  decimali  , introdotta  dal  geometra  in- 
glese Oughtred  , facilita  estremamente  i calcoli  « e possiamo  vedere  agli  articoli 
Addizione,  Sottrazione,  Moltiplica zionb,  Divisione,  Estrazione  delle  badici, 
ed  Elevazione  a potenze  che  vengono  eseguite  sopra  queste  frazioni  tutte  le  ope- 
razioni dell1  aritmetica  con  altrettanta  facilità  come  sopra  i numeri  interi. 

Si  riduce  una  frazione  ordinaria  in  frazione  decimale , dividendo  il  suo  nume- 
ratore pel  suo  deuominatore,  dopo  aver  cominciato  ad  aggiungere  tanti  zeri  alla 
destra  delle  cifre  del  numeratore  quanti  ne  sono  necessari!  acciocché  T opera- 
zione si  faccia  esattamente,  o per  ottenere  una  sufficiente  approssimazione,  se  la 
frazione  ordinaria  non  può  esprimersi  esattamente  con  una  frazione  decimale.  Per 


ridurre  — per  esempio  in  frazione  decimale,  bisogna 

4 

e li  ha 


aggiungere  due 


zeri , 


3oo 

T =7' 


allora  il  dividendo  essendo  stato  reso  cento  volte  maggiore,  il  quoziente  è egual- 
mente ioo  volte  più  grande,  così,  in  luogo  di  esprimere  unità,  esso  non  deve 

• , . , 75 

esprimere  che  UDa  quintili  cento  volte  minore,  vale  a dire  — — , ovvero  0,75; 

100  " 

si  ha  perciò 


Se  li  trattane  della  frazione  ordinaria  — , qualunque  lia  il  numero  degli  zeri 

7 

che  ai  aggiungesse  alla  destra  del  5,  sarebbe  impossibile  di  effettuare  esattamente 
la  divisione  per  7,  c in  quello  caso,  non  possiamo  ottenere  che  una  fraziooe  de- 
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cimai*  approssimativa;  sosi,  aggiungendo  i,  a,  3,  4>  5,  ec.,  ieri,  e dividendo 
senza  tener  conto  dell'  ultimo  resto , si  ba 


So 

T"7 


ovvero  — 100,7, 


5oo 

T“7' 

onero 

5 

MS  0,71, 

ì 

5ooo 

ovvero 

y <=>0,714, 

5oooo  . 

=7142 

7 

ovvero 

y -=0,7142. 

Il  che  si  potrebbe  coulinnare  all' infinito,  poiché  dopo  aver  trovato  tei  cifre 
in  quoziente,  l' ultimo  resto  è di  nuovo  5,  e il  medesimo  periodo  di  6 cifre  ri- 
comincia; dimodoché  si  ba 

5 

— = 0,  714085  714285  714285  ....  ali’ infinito. 

7 

La  frazione  decimale  prende  allora  il  nome  di  frazione  periodica.  Vedi  Pa- 

BIODICO. 

Il  problema  di  ridarre  una  frazione  ordinaria  io  frazione  decimale,  può  essere 
reso  generale  nella  seguente  maniera. 

Sia  — una  frazione  ordinaria  qualunque,  e siano  a,  b,  0,  d,  e,  ec.,  le  cifre  de- 
cimali che  danno 

«|  y 

— =3 a . io~'~hb . io~*-t-c . io~*-Kf . 1 o~*-+-e . io"‘-t-ec. 

Al 


abbiamo  N<M,  e si  tratta  di  determinare  a , 6,  c,  d,  e,  ec. 

Moltiplicando  i due  membri  di  quest’  eguaglianza  per  io  essa  diviene 


N . io 
M 


zzza-hb  . io“‘-t-c . io~*-t-«f . io“*-t-e , io“*-t-ec. 


Allora  a esprime  degli  interi,  e 6 diviene  la  prima  cifra  decimale  o la  cifra 
dei  decimi.  Abbiamo  dunque,  indicando  con  N'  il  resto  della  divisione  di  N.10 
per  M 

H . to 

— t-j — -ssa,  resto  N 


vale  a dire 


e per  conseguenza 


N K' 


— cs  b . lo-'-t-e  . io~*>4 -d . io_3-t-ec. 
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Mollipliczudo  di  nuovo  i due  membri  di  quest'eguaglianza  per  io  «u  diviene 


K'.  io 

— SF 


= ó-+-c  . l o~  ‘-4-d  , io~a-4-e  . to~3-+-ec.  * 


ovvero  <■ 

^ ■■  - 3=  i , rollo  IT' 
iti 

indicando  con  H",  il  resto  della  divisione  di  N'  . 10  per  M.  Si  ha  perciò  ancora, 
N'  . 10  , Ti" 

« 

N" 

t;  esc.  io  l-k-d  . io  M-e  . io  '-fr-ec. 

M 

e così  (li  seguito;  donde  è facile  di  concludere  la  seguente  regola.  Si  moltiplica 
il  numeratore  per  io,  e si  divide  il  prodotto  pel  denominatore,  il  quoziente 
sarà  la  prima  cifra  decimale  o la  cifra  dei  decimi ; si  moltiplica  quindi  per  io 
il  resto  della  divisione,  e si  divide  questo  secondo  prodotto  pel  denominatore,  il 
quoziente  sarà  la  seconda  cifra  decimale  o la  cifra  dei  centesimi  ; si  molt  iplica 
di  nuovo  per  io  il  secondo  resto,  e si  divide  il  prodotto  pel  denominatore,  il 
quoziente  sarà  la  terza  cifra  decimale  o la  cifra  dei  millesimi ; si  moltiplica  au- 
rora l'ultimo  resto  per  io,  e si  coulinua  sempre  nella  medesima  maniera,  tino  a 
tanto  che  si  abbia  per  resto  zero  , o un  numero  digià  trovato.  Nel  primo  caso, 
I'  operazione. c terminata;  nel  sccoudo,  il  periodo  è trovato.  Se  dopo  aver  mol- 
tiplicato uno  dei  resti  per  io,  il  prodotto  fosse  minore  del  denominatore,  la  di- 
visione non  potrebbe  effettuarsi;  allora,  la  cifra  decimale  corrispondente  sarebbe 
zero,  e bisognerebbe  considerare  questo  prodotto  come  un  resto,  c moltiplicarlo 
per  10  per  ottenere  la  cifra  decimale  seguente. 

Sistema  decimale  La  divisione  di  dieci  in  dieci,  essendo  il  fondamento  dell' arit- 
metica, si  è creduto  che  fosse  naturale  di  adottarlo  nei  pesi  e misure,  quantun- 
que esso  non  sia  il  più  comodo,  e adesso  il  uoslro  sistema  metrico  è decimale. 
L'  esporremo  alla  parola  Misoba. 

DECLINANTE  (Gnom.).  Si  chiamano  quadranti  declinanti  nella  gnomonica,  quei 
quadranti  verticali  la  cui  sezione  coll  orizzonte  fa  un  angolo  col  primo  verticale. 
Se  s'  immagina  che  il  piano  del  primo  verticale  giri  intorno  alla  linea  dello  zenit 
e del  nadir,  questo  piano  diverrà  declinante  e non  sarà  più  tagliato  ad  angolo 
retto  dal  meridiano.  Alcuni  chiamano  declinante  qualunque  piano  verticale  o non 
verticale,  la  cui  sezione  coll'orizzonte  non  coincide  col  primo  verticale.  Altri 
poi  chiamano  declinante  qualunque  piano  che  non  guarda  alcuno  dei  quattro 
punti  cardinali,  cosicché  secondo  essi  periliyl(fun  piano  non  sia  declinante  basta 
che  passi  per  la  linea  orizzontale  che  va  da  levante  a ponente,  o da  mezzogiorno 
a settentrione.  Pedi  Gnomonica. 

DECLINATORE  (Gnorn.).  Strumento  che  serve  a determinare  l'inclinazione  o la 
declinazione  dei  piani  sui  quali  »i  vogliono  costruire  dei  quadranti  solari. 

DECLINAZIONE  ( Astron .).  La  declinazione  di  un  astro  è la  sua  distanza  dal- 
1’  equatore  celeste  misurata  sull'arco  del  circolo  massimo  clic  passa  per  1' astro  e 
pei  poli  della  sfera.  Essa  è , rapporto  ai  corpi  celesti  , c.ò  che  è la  latitudine 
rapporto  ai  luoghi  terrestri. 

La  declinazione  è o boreale  o australe  , secoudochè  l'astro  si  trova  nell' emi- 
sfero boreale  o nell' emisfero  australe. 

Dii.  di  Mat.  Voi.  III.  3r 
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Per  trovare  la  declinazione  di  un  astro,  si  osserva  prima  V altezza  del  polo  al 
di  sopra  dell'orizzonte,  vale  a dire  la  latitudine  del  luogo  ove  si  fa  1' osserva- 
zione ( fedi  Latitudini!),  e quindi  si  misura  l'altezza  dell'astro  nel  momento 
del  suo  passaggio  pel  meridiano  , ovvero  la  sua  distanza  dallo  zenit , che  è il 
complemento  dell'altezza.  Quando  la  distanza  dell'astro  dallo  zenit,  che  si  chia- 
ma boreale  se  l'astro  è nella  parte  boreale  del  cielo  ed  australe  se  l'astro  è 
nella  parte  australe,  ha  la  medesima  denominazione  della  latitudine  del  luogo,  la 
loro  somma  è la  declinazione , la  quale  è della  stessa  denominazione  della  lati- 
tudine: se  poi  al  contrario  la  distanza  dallo  zenit  ha  una  denominazione  opposta  a 
quella  della  latitudine,  la  loro  differenza  e la  declinazione , la  cui  denominazione 
è la  stessa  di  quella  della  maggiore  tra  le  due  quantità.  Questa  regola  è abba- 
stanza evidente  per  non  aver  bisogno  di  dimostrazione. 

Per  esempio,  l'elevazione  del  polo  nord  essendo  di  47°  ao^ , l'altezza  del  sole 
al  suo  passaggio  pel  meridiano  ai  è trovata  eguale  a 33°  a5' , e per  conseguenza 
la  sua  distanza  dallo  zenit  eguale  a 5G°  35f:  questa  distanza  è australe.  Le  deno- 
minazioni essendo  differenti  , la  differenza  tra  56°  35'  e 47°  ao',  ossia  9°  i5;,  sarà 
la  declinazione  cercata,  che  è australe , perchè  la  distanza  australe  del  sole 
dallo  zenit  è maggiore  della  latitudine  boreale. 

Le  declinazioni  insieme  colle  ascensioni  rette  servono  a fissare  la  posizione 
degli  astri  sulla  volta  celeste,  come  le  latitudini  e le  longitudini  terrestri  ser- 
vono a fissare  la  posizione  dei  luoghi  sulla  terra. 

Il  molo  proprio  degli  astri  e la  precessione  degli  equinozj  facendo  variare 
continuamente  le  loro  ascensioni  rette  e le  loro  declinazioni,  queste  quantità  si 
trovano  anticipatamente  calcolate  nella  Connaissance  des  temps  di  ogni  anno  pei  bi- 
sogni dell' astronomia  e della  navigazione,  fedi  Catalogo. 

Circoli  di  declinazioni.  Si  dà  questo  nome  ai  circoli  massimi  della  sfera  che 
passano  pei  poli  del  mondo,  e sui  quali  si  misura  la  declinazione. 

Paralelli  di  declinazione.  Si  chiamano  così  i circoli  minori  della  sfera,  para- 
lelli  all'  equatore. 

Parallasse  di  declinazione.  Arco  del  circolo  di  declinazione,  che  misura  la 
quantità  di  cui  la  declinazione  di  un  astro  c aumentata  o diminuita  in  forza  della 
parallasse  di  altezza,  fedi  Parallasse. 

Refi  azione  di  declinazione.  Arco  del  circolo  di  declinazione,  che  misura  la 
quantità  di  cui  la  declinazione  aumenta  o diminuisce  in  forza  dell'effetto  della 
refraiione. 

Declinazione  del  piano  verticale  (Gnom.).  Arco  dell'orizzonte  compreso 
tra  il  primo  verticale  e la  sezione  del  piano  del  quadrante  coll'orizzonte,  fedi 
Declinante. 

Declinazione  dell' ago  magnetico  o della  bussola.  Vedi  Variazione. 
DECOMPOSIZIONE  DELLE  FORZE.  ( Afte.).  Possiamo  sempre  sostituire  una 
forza  a due  o più  altre,  che  agiscano  in  direzioni  differenti,  e di  cui  essa  sa- 
rebbe la  risultante.  Questa  decomposizione,  la  di  cui  possibilità  riposa  sopra  i 
medesimi  principii  della  composizione  delle  forze  è di  un  grand'uso  nella  mec- 
canica. fedi  Forza. 

DECOMPOSIZIONE  DELL*  EQUAZIONI  (Alo.).  Per  risolvere  un'eqnazioue  spes- 
so si  decompone  in  piu  altre  che  ne  sono  i suoi  fattori;  ed  è con  questo  mezzo 
che  Descartes  è arrivato  alla  soluzione  dell'  equazioni  dei  quarto  grado  decom- 
ponendo l'equazione  generale 

x4  4-AxM-Bx-fC  =-]° , 

in  fattori  del  secondo  grado 

xa-+-cix-+-£ , àra-+-cx-i-</ 
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o ponendo  1'  eguaglianza  iporei  ir» 

x^Ax’-t-Bx-t-C  = (jrM-n  x-*-i){x%-t cx-k-d  ). 

Vedi  Biquadratico.  v 

DECUPI.ATO.  Si  chiama  rapporto  deeuplato  quello  che  esiste  fra  le  radici  de- 
cime di  due  numeri.  Cosi  a e b sodo  in  rapporto  deeuplato  di  a 10  e A’°;  in 

IO  — - lp  

generale,  M ed  N essendo  due  numeri  qualunque  , \ M : \ N è il  rapporto  de - 
dipinto  di  M ad  N.  È importante  di  non  confondere  deeuplato  e decuplo . 

DECLUPO.  Termine  di  arilmeti;u  ohe  «'impiega  per  indicare  una  quantità  dieci 
volle  maggiore  di  un'altra.  Per  esempio,  4°  * declupo  di  f ; 100  è declupo  di 
io,  ec. , ec. 

DECUSSAZIONE  (Ottica).  Il  punto  di  decussazione  è quello  in  cui  più  raggi 
si  tagliano,  come  il  fuoco  di  uno  specchio,  d*  una  lente,  ec. 

DEE  (Giovanni),  matematico  inglese  nato  a Londra  il  i3  Luglio  i5ay  da  genitori 
oscuri.  Di  buon'ora  si  diede  con  ardore  allo  studio  delle  matematiche  e dell'astro- 
nomia,  e non  tardò  ad  acquistare  celebrità  per  le  sue  estese  cogniiioni  nei  diversi 
rami  di  queste  sciente.  Fu  probabil mente  questa  fama  esagerata  del  suo  sapere 
che  immerse  Dee  in  gravi  errori  e diede  ai  suoi  lavori  una  falsa  direzione.  La  sua 
reputazione  lo  seguì  sul  conlincnle,  dove  si  recò  nel  i5^B.  A Lo  va  n io.  fu  consultato 
come  un  oracolo,  nè  fu  accolto  con  minor  premura  ^rispetto  a Parigi  , ove  diede 
pubbliche  lezioni  di  geometria  e commentò  Euclide.  Di  ritorno  in  patria,  si  ab- 
bandonò a tutti  gli  errnri  dell*  astrologia  giudiziaria,  e fu  appunto  per  oggetti 
relativi  a tale  pretesa  scienza  che  la  regina  Elisabetta  si  valse  piu  volle  de'  suoi 
talenti,  sebbene  questa  principessa  lo  adoperasse  io  altri  lavori  piu  degni  delle 
cognizioni  che  realmente  possedeva  , siccome  la  riforma  del  calendario  : il  suo 
lavoro  su  tale  proposito  si  trova  manoscritto  nella  biblioteca  rotlontana.  Nel 
1 5^8  Dee  abbandonò  di  nuovo  I*  Inghilterra  , e si  diede  a pratiche  allatto  inde- 
gne della  scienza,  e che  da  alcuni  lo  hanno  fallo  pone  nella  stessa  classe  di  Porri 
e di  Cagliostro:  noi  non  lo  seguiremo  in  queste  diveise  fasi  della  sua  vita,  che 
fu  irista , agitala  da  vane  speranze,  e consumata  in  lavori  senza  risultato.  La  re- 
gina Etichetta  essendo  giunta  in  cognizione  dell'estrema  miseria  nella  quale  que- 
st'uomo celebre  era  caduto,  lo  chiamò  in  Inghilterra,  ove  restò  fino  alla  sua 
morte  avvenuta  nel  1608  a Morii. ike  nella  contea  di  Surrey. 

Ad  onta  dello  stato  di  miseria  in  cui  visse  lungo  tempo.  Dee  era  giunto  a for- 
marsi una  bellissima  biblioteca  ed  un  gabinetto  di  curiosità  non  poco  notabile. 
Fra  le  opere  che  ha  pubblicalo,  e che  tulle  più  o meno  portano  l'impronta  del- 
le idee  ohe  formarono  la  sua  infelicità,  non  citeremo  che  le  seguenti:  I Monas 
hierogly pitica  , muthematice  , magice  , cabalistice  et  annlogice  esplicata  , An- 
versa, i56{,  in-4 ; ivi,  «58$;  Francfort,  1G91 , in  8;  quest’opera  si  trova  pure 
stampata  nel  tomo  secondo  del  Theatrum  chemicnm  di  Zetzner  impresso  a 
Strasburgo  nel  i65q;  II  Propaed  e limata  aphoristica  de  prnestantioribus  quibus- 
dam  naturae  virtutibus , Londra  , i556,  i558  , i5(»8  , in-4  ; HI  Parallncticae 
commentationis  praxeosque  nuclcus  , Londra,  i5o3,  in-4  ; IV  De  stella  ad  mi- 
randa in  Cassiopeine  asterismo  coeli tns  demissa  ad  orbem  usque  Vzneris , 
ite  rum  in  coeli  penetrali  a perpendiculariter  r et  meta  : tale  dissertazione  è se- 
guita da  un'altra  intitolala  : Hipparchus  rediviva*.  Per  ulteriori  informazioni  su 
questo  dotto  si  ricorra  alla  Biografia  universale , e a Lilly,  History  of  bis  lije 
and  tirnes firom  i6oa  to  168*  , Londra,  ics— 8. 

DEFETTIVO.  (Vedi  Difettivo). 

DEF1C1F.NTE  (Aritm.).  Quando  la  somma  delle  parli  aliquote  di  un  numero  è 
minore  di  questo  numero,  ti  chiama  deficiente , in  opposizione  al  numero  che 
si  chiama  abbondante,  nel  quale  ha  luogo  il  contrario.  10,  per  esempio,  è un 
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minierò  deficiente,  perchè  la  somma  delle  sue  parli  aliquote,  I , a,  5,  è minore 
rii  questo  medesimo  numero. 

DEFINIZIONE,  hi  generale  con  questa  parola  s'intende  la  specificazione  dei  ca- 
ratteri che  distinguono  un  oggetto,  ovvero  P enumerazione  dell' idee  semplici 
che  formano  un*  idea  composta. 

I logici  riconoscono  due  specie  di  definizioni  : quelle  dei  nomi  e quelle  delle  cose. 
Le  prime  hanno  per  oggetto  di  spiegare  il  senso  o la  significazione  di  una  paiola; 
le  seconde,  quello  di  limitare  un  oggetto  per  distinguerlo  da  tutti  gli  altri.  Le 
diluizioni  matematiche,  non  ostante  quello  che  ha  preteso  di  dime  d*  Alembert 
nell’encicopledia , non  sono  semplici  definizioni  di  nomi;  esse  hanno  ancora  ua 
carattere  essenzialmente  distinto  delle  difmizioni  puramente  fìsiche,  poiché  in  fi- 
sica, T oggetto  è dato  e precede  h sua  definizione,  nel  mentre  che  nelle  matema- 
tiche P oggetto  è costruito  dalla  medesima  sua  definizione.  Infatti,  definire  nelle 
matematiche,  vale  operare  una  sintesi  intellettuale  il  di  cui  risultamento  è un  og- 
getto egualmente  intellettuale,  realizzabile  per  verità  nello  spazio  o nel  tempo  , 
ma  che  non  esisteva  avanti  questa  sintesi.  Cosi,  quando  si  definisce  il  Triangolo: 
un'  estensione  piana  limitata  da  tre  rette  che  si  tagliano  due  a due,  oon  sola- 
mente fissiamo  il  senso  della  parola  triangolo , ma  ancora  costruiamo  intellettual- 
mente r estensione  particolare  che  indcheremo  d'ora  in  avanti  con  questo  nome. 
Ora,  questo  triangolo,  n^p  è ne  un  triangolo  rettangolo , ne  un  triangolo  iso- 
scele ^ ne  un  triangolo  equilatero , non  è finalmente  alcun  triangolo  particolare, 
esso  è il  triangolo  in  generale , il  triangolo  tipo , di  cui  tutti  quelli  che  si  pos- 
sono descrivere  fisicamente  non  sono  che  immagini  grossolane  di  casi  particolari. 
Ci  potrà  esser  detto,  che  ci  siamo  elevali  per  astrazione  all'idea  generale  del 
triangolo,  dopo  av<*re  osservato  dei  triangoli  di  diverse  specie,  quando,  al  con- 
trario non  è che  passa udo  per  nuovi  limiti  o per  nuove  sintesi  che  dati’  idea 
generale  discenderemo  all' idee  particolari»  di  triangolo  rettangolo  isoscele , equi- 
latero^ ec.?  11  carattere  distintivo  della  dtfinizione  matematica  è perciò  quello 
di  creare  gli  oggetti  delld  scienza  il  di  cui  andamento  è ancora  dato  dal  più 
alto  grado  di  certezza  , perchè  essa  non  opera  che  sopra  le  sue  proprie  costru- 
zioni e che  in  tutte  le  sue  proposizioni  la  sintesi  ha  sempre  preceduto  Panatisi. 

DEGAULLE  (Giovanni  Batista),  ingegnere  della  marineria  ^ professore  di  navi- 
gazione, e corrispondente  dell' Istituto,  nato  nel  i^3a  ad  Attigny,  servì  dapprima 
sui  vascelli  dello  stato  e del  commercio;  ma  le  sue  infermità  costretto  avendolo 
ad  abbandonare  il  mare  nel  1766,  passò  ad  insegnare  idrografìa  all' Hùvre,  e poi 
ad  Honlleur»  ove  mori  il  i3  Aprile  itilo.  Occupato  sempre  in  tutto  ciò  che  ten- 
deva ad  accrescere  i vantaggi  ed  il  bene  della  navigazione,  inventò  alcuni  stru- 
menti nautici  e pubblicò  diverse  carte  marine  assai  stimate,  e tra  le  altre  quella 
della  Manica.  Pubblicò  ancora  le  seguenti  memorie  : I Sur  Ics  travaux  des  ports 
dii  Hàvre  , de  Dieppe , ec. , in-4  ; II  Instrnction  détai/lee  sur  la  manière  de 
/aire  la  vèrification  des  boussoles , i8o3,  in-8;  III  Construction  et  usage  da 
sillótuitre , in-12  ; IV  Nouveau  moyen  de  mesurer  la  hauteur  du  soleil  avec 
/’  octnnt  sans  voir  r fiori  zon,  io  la. 

DEGEN  (Cablo  Ferdinando),  matematico  danese,  nato  il  primo  Novembre  1766, 
dopo  aver  sostenuto  diversi  impieghi  nella  istruzione  pubblica  ottenne  nel  1814 
una  cattedra  di  matematiche  nell'università  di  Copenhagen,  e mori  in  quest' ul- 
tima città  nel  1825.  Degen  scrisse  parecchie  memorie  interessanti  che  si  leggono 
negli  ritti  dell’  Accademia  delle  Scienze  di  Copenhagen  : nelle  Nuove  Memorie 
di  quella  di  Pietroburgo,  Tom  IX  , 1824,  si  trovano  di  lui,  in  francese,  delle 
Mèditations  sur  un  système  de  recurrences  combinces , et  sur  la  manière  de 
de'tac/ier  chacune  des  sèries  d' avec  ce  système , et  de  le  continuer  separément 
et  indépendamment  des  sèries  conjointes.  ila  pubblicato  pure  la  seguente  memo- 
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ria  : Canon  Pellianus , live  tabula  simplici  stima  aequationis  celebratissima* 
ya=  ax-f-i  sola  fiorimi  prò  singulis  numeri  dati  valoribus  ab  i usque  ad  1000 
in  numeris  integris  exhibens , Copenhagen,  1817,  in-4* 

DEIDIEH  (L’Abate)  , geometra  francese  «lei  secolo  XVIII,  e professore  di  mate- 
matiche alla  scuola  «li  artiglieria  di  La  Fère , si  rese  celebre  per  la  pubblicazione 
di  parecchie  opere  elementari,  che  hanno  molto  servito  a dillondere  e render  più 
facile  la  scienza.  I suoi  trattali  se  sono  rimasti  oggi  al  di  sotto  dei  progressi 
immensi  che  hanno  fatto  le  matematiche,  si  distinguono  però  per  la  chiarezza, 
la  precisione,  l'ordine  e 1' abbondanza  delle  materie,  e potrebbero  essere  ancora 
consultati  con  frutto.  Si  hanno  di  lui:  I Arithmétique  des  gèométres , ou  nou - 
veuux  élérnens  de  mathematiques  , Parigi,  1789,  in~4  ; II  La  Science  des  gèo- 
rnètres , ou  la  thcorie  et  la  pratique  de  la  gdomètriey  Parigi,  1739,  in-4»  IH 
La  mesure  des  surjaces  et  des  solides  par  V aritbmétique  des  injinis  et 
les  ccntres  de  gravite , Parigi,  17^0,  in-4;  IV  Calcai  différentiel  et  calcul  in- 
tegra!, exp/iques  et  appliqués  à la  geometrie , Parigi,  174°»  in-4  » V Mccaniquc 
gé aerale , pour  servir  dy introduction  aux  Sciences  p/iysico-mathèmatiques , Pa- 
rigi , 174*  * in-4  Quegli  cinque  volumi  formano  un  corso  compiuto  di  studj  ma- 
tematici; VI  Élemens  gène r aux  des  principales  parties  des  mothèmatiques^nè - 
cessaires  à l"  artillerie  et  an  génie  , Parigi,  *745  * 2 voi.  in-4;  B°l°re  com- 
pose quest'opera  rifondendo  i primi  due  volumi  del  corso  precedente,  ed  aggiun- 
gendovi un  trattato  di  prospettiva;  essa  fu  ristampala  nel  1773  con  parecchie  ag- 
giunte e variazioni  fatte  da  Para  du  Plianjas.  che  al  titolo  originale  aggiunse  le 
espressioni:  editici  dirigée , rectifiècy  prèsentée  ovec  plus  d'ordre  et  de  goàt , 
et  en  plusieurs  articles  reformée  ou  perfcctionnée  par  Vauteur  de  la  théorie  des 
etres  sensibles  ; in  questa  seconda  edizione  manca  però  il  corso  di  prospettiva  che 
fu  stampato  separatamente  con  note  Ji  Cochin  e col  titolo  di  Traitè  de  perspe- 
ctive , Parigi,  *773,  in  4»  VII  Le  parfait  ingèaieur  Jrancaisy  ou  la  fortifica - 
tion  offensive  et  défensive , Amsterdam,  1734,  in  4»  *▼*  > *744  5 Parigi,  1757, 
in  4i  Lipsia,  1762,  in-4:  quest'opera  fu  tradotta  in  tedesco  e pubblicata  a«  Lipsia 
nel  1762,  in-4  > Vili  Nouvelle  réfutation  de  V hypothèse  des  forces  vivete  in-12. 

IìELAMARCHE  ( C.  F.),  nato  nel  174°  e morto  nel  1817,  ha  pubblicato  un 
Traile  de  la  sphère  et  de  /' usage  des  globes  célestes  et  terrestres , Parigi, 
1790,  assai  stimato  e che  ha  avuto  cinque  edizioni  di  cui  l'ultima  è del  i8a5. 

DEL  AMBRE  (GiovaN  Batista  Giuseppe),  uno  de' più  celebri  astronomi  di  questo 
secolo,  nacque  ad  Araiens  il  19  Settembre  1749-  Le  disposizioni  che  manifestò 
durante  i suoi  primi  studi  non  annunziavano  certamente  il  posto  che  un  giorno 
avrebbe  occupato  nella  scienza.  Egli  seguì  con  assiduità  le  lezioni  dell'abate  De- 
lille, e P affezione  particolare  che  per  lui  prese  quell' amabile  ed  elegante  scrit- 
tore sembrava  che  secondando  le  stesse  sue  inclinazioni  doveste  eccitarlo  a se- 
guire la  carriera  delle  lettere.  Compito  in  patria  il  corso  di  reltorica,  Delambrc 
desiderava  di  recarsi  a Parigi  per  proseguirvi  e terminarvi  gli  studi,  ma  i suoi 
mezzi  pecuniarj  erano  insudicienti  per  le  spese  che  a tal  fine  occorrevano:  a 
questo  inconveniente  però  pose  rimedio  l'amicizia  di  Delille,  che  gli  procurò 
uu  posto  gratuito  nel  collegio  di  Piessis.  Spiralo  il  tempo  pel  quale  tener  doveva 
quel  posto,  usci  dal  collegio,  e poiché  la  sua  famiglia  non  poteva  sopportare  il 
grave  dispendio  di  mantenerlo  a Parigi  per  prolungare  il  periodo  de*  tuoi  sludi, 
piuttosto  che  tornare  in  patria  prescelse  di  procurarsi  da  sé  medesimo  i mezzi 
«li  sussistenza.  Dopo  più  di  un  anno  d*  inde<  isione  e di  privazioni  , imprese  a 
tradurre  delle  opere  straniere  in  francese,  e così  furono  da  lui  eseguite  nei  primi 
«juindici  anni  dopo  la  sua  uscita  dal  collegio  parecchie  traduzioni  di  autori  latini, 
greci,  italiani  ed  inglesi.  Egli  dava  ancora  private  lezioni  di  belle  lettere,  e col 
frutto  di  queste  due  occupazioni  non  solo  fu  in  grado  di  provvedere  a'  suoi  biso- 
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gni,  che  stante  la  sua  rigorosa  parsimonia  erano  ben  limitali,  ma  potè  ancora 
formarsi  una  scelta  biblioteca  dei  migliori  autori. 

Frattanto  essendosi  recato  a Compagne  per  educarvi  un  giovine,  si  diede  allo 
studio  delle  matematiche  onde  insegnarle  al  suo  allievo.  Delambre  aveva  allora 
venticinque  aulii,  ma  il  carattere  distintivo  del  suo  talento  era  il  coraggio  e la 
perseveranza,  quindi  gli  riuscì  di  superare  tutte  le  difficoltà  che  in  tale  ardua 
impresa  ebbe  ad  incontrare.  Tornato  a Parigi  onde  assumervi  V educazione  dei 
figli  del  sig.  d’Assy,  continuò  a dedicare  tulle  le  ore  di  ozio  che  gli  rimanevano 
alle  matematiche,  ed  in  breve  vi  divenne  forte  abbastanza  da  intraprendere  da  %è 
solo  lo  studio  dell*  astronomia.  Egli  aveva  già  letto  e commentalo  le  opere  di 
Lalande,  quando  si  presentò  ad  ascoltare  le  lezioni  che  questo  celebre  astronomo 
dava  al  collegio  di  Francia:  vi  si  fece  immediatamente  distinguere  per  la  pro- 
fonda sua  erudizione,  ed  in  breve  divenne  P allievo  prediletto  e l'amico  del  pro- 
fessore, che  volle  pure  averlo  per  collaboratore  nei  suoi  lavori. 

Nel  1^85  presentò  nelle  Memorie  dell'Accademia  di  Berlino  gli  elementi  del- 
V orbita  solare  dedotti  dalle  osservazioui  di  Maskelyne  co]  metodo  di  La  Caille  : in 
seguito  riprese  questo  stesso  lavoro,  e col  metodo  delle  equazioni  di  condizione 
costruì  per  la  prima  volta  le  tavole  solari  che  Lalande  inserì  nel  1792  nella 
terza  edizione  della  sua  Astronomìa.  Delambre  era  all'  Accademia  delle  Scienze, 
nel  1787,  il  giorno  in  cui  Laplace  lesse  la  sua  teoria  delle  grandi  ineguaglianze 
di  Saturno  e di  Giove:  colpite  dall* importanza  delle  scoperte  di  quel  gran  geo- 
metra, formò  tosto  il  progetto  di  calcolare  di  nuovo  tutte  le  osservazioni  di  quei 
due  pianeti;  e le  tavole  che  effettivamente  calcolò  furono  4pU*  Accademia  stam- 
pate nel  1789.  Quando  la  recente  scopetta  del  pianela  Urano  eccitava  V atten- 
zione degli  astronomi,  Delambre  si  occupò  nel  1789  a formare  le  tavole  del  suo 
moto,  indotto  forse  a ciò  dall'avere  l'Accademia  delle  Scienze  proposto  per  il 
concorso  dell'anno  1790  la  determinazione  della  sua  orbita.  Quantunque  quel 
pianeta  non  avesse  percorso  che  un  piccolo  arco  della  sua  orhità  negli  otto  anni 
che  «yano  scorai  dalla  sua  scoperta,  poiché  ne  impiega  80  a fare  I*  intera  sua  ri- 
voluzione, riuscì  a formare  delle  tavole  abbastanza  esatte  che  ottennero  il  pre- 
mio propo>to.  In  quel  tempo  Laplace  presentò  una  nuova  teoria  dei  satelliti  di 
Giove,  e le  tavole  di  questi  satelliti  formarono  appunto  l'oggetto  di  un  premio 
che  nel  179B  fu  accordalo  ad  un  immenso  lavoro  di  Delambre.  Tali  importanti 
fatiche  gli  aprirono  finalmente  le  porle  dell' Accademia  delle  Scienze  di  Parigi, 
ove  fu  ricevuto  ad  unanimità  di  suffragj  il  iS  Febbrajo  >792  nella  sezione  di 
di  geometria  in  rimpiazzo  di  Charles. 

Nello  stesso  anno  1792  Delambre  fu  incaricalo  insieme  con  Méehain  di  misu- 
rare la  meridiana  della  Francia.  Si  pensò  in  quel  tempo  che  la  maggior  perfe- 
zione che  si  era  data  agli  strumenti  avrebbe  potuto  condurre  a risultati  più  esatti, 
se  si  fosse  misurato  un  arco  del  meiidi.no  più  grande  di  quello  che  fin  allora  si 
era  adoperalo.  Oltre  questo  vantaggio, che  non  crasi  potuto  ricavare  dagli  altri  lavori 
dei  quali  essa  era  stata  precedentemente  l'oggetto  ( Vedi  Cassini  e La  Caille)  , 
questa  grande  operazione  trigonometi ira  doveva  aver  quello  di  fissare  in  un  modo 
esattissimo  l' unità  fondamentale  per  tutte  le  mi  iure  dell' estensione.  L'arco  del 
meridiano  che  Delambre  c Méehain  furono  incaricali  di  misurare  si  stendeva  da 
Dunkerque  fino  a Barcellona  e comprendeva  circa  nove  gradi,  estensione  più  gran- 
de di  tutte  le  altre  che  fino  allora  erano  state  determinate.  Le  operazioni  astro- 
nomiche c geodetiche  dì  questa  bella  impresa  furono  eseguite  da  Delambre  nella 
parte  boreale,  cominciando  da  Dunkerque  e proseguendo  fino  a Rodez  , mentre 
Méehain  fece  quelle  della  parte  australe  da  Rodez  tino  a Barcellona  in  Spugna. 
Negli  ultimi  giorni  di  Giugno  1792,  Delambre  cominciò  la  triangolazione  nei 
coulorai  di  Parigi,  e la  proseguì  con  attività  tino  al  1793,  epoca  in  cui  le  grandi 
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turbolenze  politiche  di  quei  tempi  procellosi  P obbligarono  ad  abbandonare  il  «uo 
lavoro,  cui  non  riprese  che  nel  Giugno  1795  dopo  diciotlo  mesi  d’ interruzione, 
e colla  sua  coraggiosa  ed  infaticabile  perseveranza  lo  terminò  nel  Novembre  1798. 
In  queir  epoca  i lavori  riuniti  ili  Delambre  e di  Mcchain  furono  consegnati  ad 
una  commissione  di  dotti  stranieri  e nazionali  che  su  di  essi  fissò  la  lunghezza 
definitiva  del  metro  nel  1799.  Delambrc  fece  circa  i due  terzi  di  quella  vasta 
operazione  i cui  elementi  e risultati  sono  con  ammirabile  fedeltà  riferiti  nella 
Buse  del  sistema  metrico , opera  interamente  compilata  da  Delambre  e coronata 
nel  1810  nell'occasione  dei  premj  decennali. 

Nel  tempo  rbe  questo  infaticabile  astronomo  era  occupato  della  misura  della 
meridiana,  non  solo  misurò  ancora  con  nuovi  melodi  immaginati  da  Borda  e con 
estrema  esattezza  due  altre  basi  di  Gooo  tese,  Duna  presso  Melun  e l’altra  presso 
Perpignano,  ma  completò  altresì  e pubblicò  le  lavole  trigonometriche  decimali  di 
Borda,  alle  quali  premise  un  esteso  discorso  stille  formule  alte  albi  costruzione 
delle  medesime.  Delambre  entrò  nelPUfizio  delle  longitudini  allotchè  fu  istituito 
nel  st5  Giugno  1795 , e nel  i3  Dicembre  successivo  alla  prima  formazione  del* 
P Istituto  fu  eletto  nella  sezione  di  geometria.  Gli  furono  quindi  affidate  alte  fun- 
zioni politiche,  e nel  3i  Giugno  i8o3  la  classe  delle  Scienze  dell’ Istituto  lo  no- 
minò suo  segretario  perpetuo,  il  che  però  non  gl'  impedì  di  passare  nel  1807  al 
collegio  di  Francia  a darvi  lezioni  di  astronomia  nella  cattedra  rimasta  vacante 
per  la  morte  di  Lalande. 

In  mezzo  a tali  moltipliri  occupazioni,  Delambre  seppe  trovar  tempo  a com- 
piere un  gran  nu/nero  di  vaste  ed  importanti  opere  , di  cui  una  sola  parte  sa- 
rebbe stata  sufficiente  ad  occupare  P intera  vita  di  qualunque  laborioso  scrit- 
tore. Fece  nuovamente  i calcoli  delle  tavole  solari,  che  nel  1793  aveva  aggiunto 
all’  Astronomia  di  Lalande,  e i risultali  principali  di  questa  faticosa  operazione 
furono  pubblicali  nel  1802  nella  Meccanica  celeste  ; mentre  le  nuove  tavole  so- 
lari che  ne  formò  vennero  adottate  dall’  Ufizio  delle  longitudini  e pubblicate  nel 
1806.  Costruì  nuove  tavole  dei  satelliti  di  Giove,  e compose  un  corso  compiuto 
di  astronomia  teorica  e pratica  che  fece  dimenticare  immediatamente  quello  di 
Lalande.  Aveva  G3  anni,  quando  imprese  a scrivere  la  storia  dell’ astronomia 
da' suoi  più  remoli  tempi  fino  a noi:  uiuno  era  più  atto  di  lui  per  un  tale  gi- 
gantesco lavoro,  e niuno  forse  se  ne  sarebbe  meglio  disimpegnato  nel  breve  tempo 
che  v’impiegò.  Io  questa,  come  anche  nelle  altre  sue  opere  , è stato  rimprove- 
rato di  poca  chiarezza  e di  poco  metodo,  ina  i suoi  stessi  nemici  non  hanno  po- 
tuto negargli  una  rara  imparzialità  ed  un  amore  il  più  puro  per  la  verità.  Non 
intendiamo  per  questo  di  dire  che  siano  affatto  prive  di  fondamento  alcune  delle 
mende  che  gli  sono  state  apposte;  nessuna  umana  produzione  ne  è esente:  è in- 
dubitato però  che  i suoi  scritti,  che  ancora  lungo  tempo  saranno  stimali  e con- 
sultati con  frutto,  gli  hanno  giustamente  meritalo  un  posto  distinto  fra  gli  astro- 
nomi ed  i geometri  moderni.  Cavaliere  e poscia  ufficiale  della  Legione  d’Onore, 
cavaliere  dell’ ordine  di  S.  Michele,  ascritto  alla  maggior  parte  delle  estere  ac- 
cademie, onorato  della  stima  universale,  Delambre  fu  tolto  alla  scienza  e a’ nu- 
merosi suoi  amici  il  19  Agosto  i8aa. 

Ecco  i titoli  delle  sue  opere  : I Tabi  e s de  Jupiter  et  de  Safurnet  Parigi,  1789, 
in-4  ; dovevano  far  parte  di  un  volume  di  memorie  di  dotti  stranieri  che  non 
, terminò  e di  cui  non  comparvero  clic  queste  sole  tavole;  li  Tubles  dtt  Soldi , de 
Jupiter , de  Saturne%  d'Urantis  et  des  satellites  de  Jupitery  inserite  r\c\V Astro- 
nomia di  Lalande,  Parigi,  1792;  III  Mèlhodes  ana/yliques  pour  la  determina' 
tion  d' un  are  du  me 'ridie n , précedèes  d'un  memoire  de  M.  Legendre  sur  le 
méme  sujet , Parigi  , 1799,  in-f  ; IV  Tables  trigonometriques  dèci  mal  e s , ou 
Tablts  des  logarithmes  des  sinus , secanles  et  tangentes , suivant  la  diviuon 
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du  quart  de  cercle  en  cent  degrés%  et  précédées  de  la  Table  des  logarirhmes 
des  nomhres  , ec.  , calculées  par  Charles  Borda  , revues  , augmentces  et  pu- 
bliées  par  J ’ B.  J.  Delambre , anno  IX  (1801)  in-4  ; V Tables  du  Soleil , pub- 
blicate dall’Ufìzio  delle  longitudini  nel  i8o6,in-4;  VI  Base  du  sys/ème  métrique 
decimai , ou  Mesure  de  V are  du  méridien  compris  entre  les  paral/èles  de 
Dunkcrque  et  Barcelone  fait  dans  1792  et  nnnées  suivantes  par  MM.  Me- 
diata et  Delambre , rédigée  par  Delambre  , Parigi  , 1806  , 1807  , 1810,  3 voi. 
in-4;  quest’opera  fa  parte  della  raccolta  dell*  Istituto  di  Francia;  VII  Rapport 
historique  sur  les  progrès  des  Sciences  mathémntiques  depili s V an  1 780,  et  sur 
leur  étnt  actuel,  presentato  all’ imperatore  il  6 Febbrajo  1808,  e impresso  a Pa- 
rigi nel  1810  in-4;  Vili  Abrégé  d' astronomie*  ou  Lecons  élémentaircs  d'astro- 
nomie théorique  et  pratique  données  au  Collège  de  France  , Parigi,  181 3, 
in-8,  e ifi,  2*  ediz. , i83y,  in-8;  IX  Traité  complet  d'  astronomie  théorique 
et  pratique , Parigi,  1814*  3 voi.  in-4;  X Tables  écliptiques  des  satellites  de 
lupi  ter,  d'après  la  théorie  de  M.  de  Laplace  et  la  totalité  des  observations 
Jaires  depuis  iGGa  jusqu'à  F an  1802,  Parigi,  1817,  in-4  > XI  Histoire  de  Fastro- 
nomie  ancienne , Parigi,  1817,  2 yol.  in~4  ; XII  Histoire  de  V astronomie  au 
moyen  àge,  Parigi,  1819,  in~4‘,  XIII  Histoire  de  V astronomie  moderne  , Pa- 
rigi, 1821,  2 voi.  in-4;  XIV  Histoire  de  Fastronomie  au  dix-huitième  siede , 
publiée  par  M.  Mathieu , Parigi,  1827,  in-4  » XV  Histoire  de  la  mesure  de  la 
terre , opera  postuma  che  è ancora  sotto  il  torchio. 

Oltre  queste  opere  separate,  Delambre  ha  pubblicato  un  gran  numero  di  me- 
morie nelle  collezioni  di  Pietroburgo,  Torino,  Slockholm  e Berlino,  indipen- 
dentemente da  quelle  inserite  nella  raccolta  dell’  Istituto  di  Francia.  Altre  ven- 
totto  memorie  di  lui  sopra  differenti  soggetti  di  astronomia,  di  geodesia,  di  sto- 
ria deirastronomia,  ec.,  si  leggono  nell’ Almanacco  La  Connaissance  des  temps , 
dal  1788  al  1820,  e per  vederne  i titoli  si  riscontrino  gl’ indici  che  a tal  colle- 
zione ha  aggiunto  Coste  negli  anni  1807  e 1822.  Nel  Supplimento  alla  Biogra- 
fia universale  si  trovano  indicati  tutti  i fonti  onde  attingere  più  minute  noti- 
zie intorno  a questo  dotto  astronomo. 

DELFINO  ( Astron .)  Costellazione  boreale  situata  presso  l’equatore  celeste  ( Tav. 
LIX  ) ; essa  è una  delle  quarantotto  costellazioni  di  Tolomeo  , e comprende  »8 
stelle  nel  Catalogo  britannico.  Trovasi  rammentata  coi  diversi  nomi  di  Delphi - 
nus  t Delphin , Animai  repandirostrurn , Incurvicervicum , Piscium  rex  % Her - 
mippus , Sìrnus  , Persuasor  Amphitrites , Vector  Arionis  , Tyrrheni  nauta  , 
Apollo , Musicum  signumy  Neptunus , Triton. 

Il  Delfino  era  riguardato  dagli  antichi  come  amico  e difensore  degli  uomini. 
Telemaco  fu  salvato  da  un  delfino,  come  pure  il  celebre  poeta  lirico  Àrione  ; il 
delfino  servì  a scoprire  Anfitrite  e a piegarla  ai  voti  di  Nettuno;  quest’animale 
era  ancora  riguardalo  come  il  simbolo  del  Dio  del  mare;  Apollo  si  cangiò  in 
delfino;  finalmente  i poeti  dicono  che  Tritone  figlio  di  Nettuno  avendo  servito 
gli  Dei  nella  guerra  dei  Giganti  col  mezzo  di  una  tromba  da  lui  inventata  che 
mandava  un  suono  terribile,  fu  iu  ricompensa  cangiato  in  delfino  e posto  uel 
cielo. 

DELFINO  ( Federico),  medico  ed  astronomo  nato  a Padova  nel  1 477*  Si  acquistò 
molto  nome  nella  medicina  ; ma  alcuni  disgusti  che  ebbe  a provare  nell’  eserci- 
zio di  tal  professione  lo  indussero  ad  abbandonarla  e a dedicarsi  esclusivamente 
all'astronomia,  scienza  a cui  sentivasi  naturalmente  inclinalo  e nella  quale  fece 
rapidi  progressi.  Nel  i5ai  successe  a Tommaso  Filologi»  nella  cattedra  di  astro- 
nomia della  università  di  Padova  , e vi  iimase  fino  alla  sua  morte  avvenuta  nel 
1 54  7 - Abbiamo  di  lui:  De  Jluxu  et  rejluxu  aquae  maris , subtilis  et  erudita 
disputano.  — De  mofu  octavae  sphaerae , Venezia,  i5&9  , in-fol.  Questa  prima 
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dizione  è dovuta  a Girolamo  Contarmi  , uno  degli  allieti  di  Delfino  ; ne  etisie 
una  teronda  fatta  a Basilea  , 1577,  in-fol. , a cui  si  aggiunse  il  Trattato  del- 
V olomctro  di  Abele  Foulon  , tradotto  in  latino  da  Niccolò  Stoup.  Papadopoli 
nella  sua  {{istoria  gymnasii  patavini , I,  3o6,  cita  ancora  di  Delfino:  Annota- 
tiones  in  Tabula!  Alfonsina!.  — Liber  de  phoenomenis  sublunaribus  et  astro- 
nomica par  a!  taxi.  Si  veda  il  Supplimento  alla  Biografia  universale. 

DF.I.ISI.E  (Claudio),  geografo  francese,  nato  a Vaucouleurs  nella  diocesi  di  Toul 
il  5 Novembre  164)  e morto  a Parigi  il  a Maggio  1730.  Ha  lasciato  un  trattato 
di  geografia  intitolato:  Introduction  à la  geographie,  avec  un  traiti  de  la  sphire, 
Parigi,  174$,  a eoi.  in-ta,  che  da  alcuni  è stato  erroneamente  attribuito  a Gu- 
glielmo Delizie  suo  figlio. 

DELISLE  ( Guc.LisLjto) , figlio  del  precedente,  e primo  geografo  del  redi  Francia, 
nacque  a Parigi  il  38  Febbrajo  1675  e mori  nella  stessa  città  il  5 Gennajo  172(3. 
Sebbene  le  sue  cognizioni  matematiche  non  fossere  estesissime,  non  abbiamo  vo- 
luto passar  sotto  silenzio  il  suo  nome,  perché  a giusta  ragione  viene  egli  riguar- 
dato come  il  fondatore  della  moderna  geografia.  Fu  egli  Infatti  il  primo  che  ces- 
sando dal  copiare  le  antiche  mappe  con  qualche  insignificante  cambiamento,  come 
unicamente  si  faceva  prima  di  lui , si  servi  delle  osservazioni  astronomiche  per 
fissare  sulle  carte  le  posizioni  dei  diversi  luoghi,  e dove  tali  osservazioni  mancavano, 
seppe  con  raro  talento  supplirvi  collo  studio  e col  confronto  si  degli  antichi  autori 
che  dei  più  recenti  viaggiatori.  Se  oggi  esistono  carte  più  perfette  e più  esatte 
delle  sue,  non  è perciò  meno  vero  che  a lui  interamente  sia  dovuta  la  gran 
riforma  che  fu  fatta  nel  sistema  della  geografia.  Con  nostro  rincrescimento  adun- 

. que  I'  indole  di  questo  Dizionario  ci  vieta  di  entrare  in  maggiori  particolarità 
su  questo  dotto  e sulle  sue  opere,  intorno  alle  quali  non  possiamo  che  rimanda- 
re il  lettore  alla  Biografia  universale. 

DELISLE  ( Giuseppe  Niccolò),  figlio  di  Claudio  Delizie,  nacque  a Parigi  nel  1688. 
L'ecelissi  del  sole  del  la  Marzo  1706  stimolò  io  siffatto  modo  la  sua  curiosità, 
che  la  sua  vocazione  da  quell' istante  fu  decisamente  fissata.  Il  desiderio  di  cono- 
scere le  cause  di  quel  fenomeno  lo  indusse  a darsi  con  ardore  allo  studio  delle 
matematiche  nelle  quali  fece  rapidi  progressi.  Avendo,  nel  1710,  ottenuto  il 
permesso  di  abitare  nel  Luxembourg,  vi  eresse  un  piccolo  osservatorio  , e si  ap- 
plicò con  tal  successo  all'astronomia,  che  l'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  lo 
accolse  nel  suo  seno  nel  1714-  Vi  lesse  varie  memorie  intorno  all’  nsiervazinne 
dei  solstizi,  ad  un  ecclissi  di  Venere,  ad  un  ecclissi  di  Giove  e de' suoi  satelliti 
colla  luna,  ec.  Osservò  il  passaggio  di  Mercurio  sul  sole  nel  1723  dall’Oiservutorio 
reale,  e l’ecelissi  totale  del  sole  de’ 23  Maggio  1724  nel  Luxembourg,  dove, dopo 
esserne  stato  per  alcun  tempo  espulso,  gli  era  stata  restituita  la  sua  abitazione. 

Nel  1724  Delizie  si  recò  a Londra  ove  fu  benissimo  accolto  da  Newton  e da 
Hallcy;  il  primo  dei  quali  gli  fece  dono  del  suo  ritratto,  ed  il  secondo  gli  co- 
municò le  tavole  astronomiche,  cui  non  pubblicò  che  lungo  tempo  dopo.  Di  ri- 
torno in  Francia,  Delisle  cedè  all'invito  dell’imperatrice  Caterina  che  lochiamo 
a Pietroburgo  per  fondarvi  una  scuola  di  astronomia.  Si  trattenne  in  quella  città 
22  anni  , e le  assidue  cure  che  si  diede  per  propagarvi  l’amore  c lo  studio  di 
tale  scienza  contribuirono  non  poco  a fare  acquistare  celebrità  alla  scuola  da  lui 
eretta.  Ne’ brevi  istanti  di  libertà  che  lasciavangli  i doveri  del  suo  ulizio  , fece 
diversi  viaggi  e ne  tornò  con  grandissimo  numero  di  fatti  rilevanti  per  la  fisica 
e per  la  geografia.  Tornato  in  Francia  nel  >747  • Delisle  riprese  le  sue  funzioni 
nell’  Accademia  delle  Scienze  , e posto  avendo  il  suo  osservatorio  nel  palazzo  di 
Cluni,  ivi  ricominciò  le  sue  osservazioni  con  uuo  zelo  cui  nè  l'età  nè  la  debo- 
lezza della  sua  salute  non  poterono  scemare.  Ascritto  alle  principali  accademie 
Dii.  di  lUat.  f'ol.  IH.  3a 
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scientifiche  aldi'  Europa  , Delizie  morì  a Parigi  il  Ji  il  Settembre  17G8,  logo- 
ralo dagli  anni  e piu  di  tutto  dalla  »ua  eccessiva  assiduità  al  lavoro. 

Ecco  la  lista  delle  tue  opere:  I Me'moires  pour  servir  à /'  histoire  ti  ause 
progrès  de  Vastronomie,  de  la  gdographie  et  de  la  physique , Pietroburgo, 
in-:};  di  quell'opera  ai  prometteva  un  iccoudo  volume  die  non  è mai  uscito  alla 
Iure;  Il  Ec/ipses  circumjovialium  , sive  immersiones  et  emersiones  quatuor 
satellitum  Jovis , ad  nnnos  1734,  1 7 38  et  menses  priores  1 7 3<J  , Berlino,  1734» 
in-4  ; III  Avertissement  aux  astronomes  sur  t'éclipse  annulaire  du  soleil  que 
l'on  attend  le  a5  Juin  , Parigi,  1748,  in*®;  è quello  , dice  Lalaode  , un  trattato 
storico  ottimamente  scritto  c molto  compiuto  degli  ecclisii  annulari  ; IV  Mémoire 
sur  les  nouvelles  decouvertes  au  nord  de  la  mer  du  Sud,  Parigi,  175»,  in-4;  « 
ivi,  1753,  in-4,  seconda  edizione  con  parecchie  aggiunte  e nuove  carte;  V Un 
gran  numero  di  osservazioni  inserite  nei  giornali  del  tempo , e nelle  Raccolta 
delle  Accademie  di  Pietroburgo,  di  Berlino  e di  Parigi.  Nella  Biografia  univer- 
sale il  lettore  potrà  trovare  altre  notizie  su  questo  infaticabile  astronomo. 

DELISLE  (Lumi),  fratello  dei  due  precedenti,  coltivò  con  successo  l’ astronomia , 
fu  ammesso  nell’  Accademia  delle  Scienze  ed  accompagnò  suo  fratello  in  Russia. 
Visitò  le  parti  più  settentrionali  di  quell'impero  sì  io  Europa  che  in  Asia  onde 
fissare  la  posizione  astronomica  de’  puuti  più  importanti.  Nel  1741  s’imbarcò  al 
KamlchalLa  sopra  uno  dei  bastimenti  drlla  squadra  comandata  dal  capitano  Be- 
ring per  andare  iu  scoperta  ; ma  rifinito  dalle  fatiche  fu  obbligato  a tornare  al 
porlo  di  Avatcha  , ove  morì  il  aa  Ottobre  dello  stesso  anno.  I suoi  scritti  sono  : 

I Recherches  du  mouvement  propre  des  etoiles  fixes , par  des  observations 
d'Arcturus  ,faitcs  par  Picard  , et  compar  des  avec  de  pareilles  observations 
Juites  au  Luxembourg  , memoria  inserita  nella  raccolta  dell’  Accademia  delle 
Scienze  di  Parigi  per  l'anno  1787;  11  Observations  astronomiques,  questo  scritto 
si  legge  nelle  Memorie  dell'Accademia  di  Pietroburgo  per  l’auno  1739. 

DEMANDRE  (Claudio  Fa  a «casco)  , meccanico  francese,  nato  verso  il  1728  ad 
A mance,  immaginò  un  nuovo  motore,  col  quale  fece  diverse  esperienze  tutte  riu- 
scite felicemente  , e che  egli  volle  quindi  applicare  a far  risalire  i battelli  sui 
fiumi  uavigabili,  allo  spurgo  dei  porti  e filialmente  alle  trombe  per  gl’incendj, 
come  si  vede  nel  rapporto  fatto  all’Accademia  delle  Scienze  nel  1772,  nell'altro 
fatto  alla  stessa  società  nel  1785  da  Vandermonde , e in  un  terzo  rapporto  fatto 
nrl  i5  Gennajo  1791  dai  commissari  Coulomb  , Vandermonde  e Borda.  Quei  Vit- 
timo rapporto,  mentre  riconosceva  nel  motore  di  Demandre  un’ingegnosa  macchina, 
non  lo  credè  suscettibile  di  produrre  i grandi  vantaggi  che  il  suo  autore  se  ne 
riprometteva.  Essendo  perciò  riuscite  vane  tutte  le  domande  fatte  da  Demandre 
per  ottenere  una  indennizzazione  delle  grandi  spese  da  lui  fatte  nelle  diverse  sue 
esperienze,  se  ne  accorò  tanto  ebe  morì  di  dolere  a Parigi  il  3 Dicembre  i8o3. 

DEMBAIIHÈRE  (Giovassi),  generale  francese  nato  a Tarbes  il  3 Luglio  1747,  e 
morto  a Parigi  sul  principio  del  1828.  Ha  pubblicato:  I Coup-d'oeil  sur  les  di- 
versa parlies  de  la  Science  mililaire,  principalernent  sur  celles  qui  appartien- 
nent  à l'arme  du  genie,  opuscolo  in  8 ; Il  Projet  de  changement  à operer 
dans  le  sy sterne  des  placet  fortes,  Parigi,  1817,  in-8. 

DEMETRIANO,  o DESTRI ANO,  architetto  contemporaneo  d’ Adriano , si  rese 
celebre  per  uno  sforzo  di  meccanica  che  ha  pochi  esempi  nella  storia  dell'arte, 
vale  a dire  per  la  traslazione  delia  statua  di  Nerone  detta  il  Colosso.  Questa  sta- 
tua, che  dietro  un  passo  oscuro  di  Plinio  da  alcuni  si  crede  che  fosse  di  marmo 
e da  altri  di  bronzo,  aveva  centodieci  piedi  romani  di  altezza  a detta  di  Plinio,  e 
centoventi  secondo  Svelonio  (circa  cento  o centodieci  piedi  parigini).  Trovavasi  tale 
immensa  mole  nella  Via  sacra  in  faccia  al  tempio  della  Pace.  Allorché  Adriano  volle 
fabbricare  sul  lerreuo  che  essa  occupava  il  tempio  di  Venere  e di  Roma,  Deme- 
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tritno  la  sollevò  ila  terra  e sospesa  li  fece  trasportar  ritta  ila  ottanta  doranti 
dirimpetto  al  Coliseo  dalla  parte  della  Via  «aera  e del  Campidoglio,  ove  formò 
complesso  colla  fontana  chiamata  Meta  sudane,  di  cui  sussistono  ancora  le  rovine. 
Questo  prodigio  è stato  rinnovato  anco  nei  tempi  moderni  da  Alberti  e da 
Carburi.  Si  vedano  questi  nomi  nel  Dizionario. 

DEMETRIO,  matematico  della  scuola  d'  Alessandria,  citato  da  Tappo  nelle  sue 
CoUeiioai  matematiche , nelle  quali  gli  attribuisce  un  trattato  sulle  curve  inti- 
tolato: Lineare s aggrestiones.  Quest'opera  non  è giunta  fino  a noi,  ma  la 
menzione  che  ne  fa  Pappo  può  fortificare  la  congettura  che  gli  antichi  avessero , 
su  tale  argomento  importante,  delle  cognizioni  ed  nna  teoria  assai  più  estesa  di 
quello  che  generalmente  si  suppone.  Si  crede  che  Demetrio  vivesse  durante  il 
secondo  secolo  dell’era  nostra. 

DEMOCRITO,  uno  de’ più  celebri  e de’ più  illnstri  filosofi  dell'antichità,  nacque 
secondo  l'opinione  più  comunemente  ricevuta  dai  cronologi  in  Abdera,  città  della 
Tracia,  nel  terzo  anno  della  LXXVII  olimpiade  (47°  ano*  av.  G.  C.).  Per  dare 
un'  idea  del  lustro  e dell'opulenza  della  sua  famiglia,  Diogene  Laerzio  pretende, 
probabilmente  tenendo  dietro  agli  annalisti  più  antichi,  che  suo  padre  desse  ospi- 
talità al  fastoso  Serse.  Secondo  tale  tradizione  , il  re,  mosso  dalle  generose  cure 
delle  quali  era  stato  l'oggetto,  lasciò  alcuni  caldei  ed  alcuni  maghi  presso  il 
suo  ospite,  acciocché  terminassero  1’  educazione  del  suo  figlio.  A tale  circostanza 
avrebbe  dovuto  Democrito  le  cognizioni  morali  e scientifiche  che  poco  tempo 
dopo  divulgò  a tutta  la  Grecia.  Per  mala  sorte  questo  fatto  è non  poco  difficile 
a conciliarsi  coll'  invasione  de'  Persiani,  che  accadde  circa  dieci  anni  avanti  l’epo- 
ca nella  quale  si  crede  di  poter  porre  la  nascita  di  Democrito.  Comunque  sia, 
dopo  la  morte  di  suo  padre,  il  filosofo  abderitano  si  trovò  padrone  insieme  con 
due  suoi  fratelli  di  una  fortuna  immensa;  egli  però  lasciò  loro  tutte  le  terre  e 
le  case,  e non  si  riservò  che  il  solo  ifanaro.  La  sua  parte,  che  fu  la  minore, 
era,  dicesi,  di  cento  talenti,  somma  che  presso  a poco  equivale  ad  un  mezzo  mi- 
lione di  franchi.  Padrone  di  tal  somma,  e inspirato  dall’amore  delle  scienze, 
volle  percorrere  il  mondo  civilizzato.  Andò  prima  in  Egitto,  ove  i sacerdoti 
gl' insegnarono  la  geometria.-  di  là  passò  nell’  Asia , scorse  la  Persia,  penetrò  fino 
nell*  Indie  e tornò  per  l'Etiopia.  Si  trasferì  quindi  nella  Magna  Grecia,  dove 
Lencippo,  capo  e rinnovatore  della  setta  eleatiea,  insegnava  il  sistema  del  vuoto  e 
degli  atomi,  sistema  in  origine  inventato  dai  filosofi  orientali.  E probabile  che  vi- 
sitasse ancora  la  città  di  Alene  ed  iti  assistesse  alle  lezioni  di  Socrate  e di 
Anassagora. 

Ritornato  io  patria  rovinato  da’ suoi  lunghi  viaggi,  ebbe  asilo  in  casa  di  suo 
fratello  Damasi,  e per  eludere  la  legge  che  presso  gli  abderitani  privava  degli 
onori  della  sepoltura  chiunque  avesse  dissipato  il  suo  patrimonio,  lesse  ai  suoi 
cnnrilladini  il  suo  Trattato  sul  gran  mondo.  Il  popolo,  incantato  dalla  bellezza 
di  quest'opera,  gli  decretò  i più  grandi  onori,  e decise  che  i suoi  funerali  sareb- 
bero fatti  a spese  del  tesoro  pubblico.  Noi  non  seguiremo  questo  filosofo  in  tulle 
le  fasi  della  sua  vita  , bastandoci  di  esporre  qualche  parte  del  suo  sistema  che 
meriterebbe  un  esame  profondo  e pirticolarizzalo.  La  maggior  parte  delle  sue 
idee  sul  mondo  fisico  e morale  appartengono  alla  scuola  di  Pitagora  e alla  setta 
eleatiea.  nella  quale  iusegnavasi  il  sistema  degli  atomi  e del  vuoto.  Socrate  par- 
lando di  Democrito  diceva  che  era  degno  di  esser  paragonalo  con  quelli  che  ave- 
vano riportato  la  palma  nelle  cinque  specie  di  combattimenti  nei  giuochi  olimpici. 
Egli  Tacca  cosi  allusione  alla  estensione  e alla  profondità  delle  sue  cognizioni.  Se- 
condo Cicerone,  il  suo  stile  avera  tutta  l'eloquenza  e tutto  l'incanto  di  quello  di 
Platone;  cosi  alla  forza  del  pensiero  univa  Democrito  la  forza  dell’espressione.  Leg- 
gendo la  lista  delle  sue  opere,  delle  quali  Diogeoe  Laerzio  ci  ba  lasciato  i titoli. 
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si  scorge  che  la  storia  naturale,  I'  anatomia  , la  medicina,  la  morale,  le  lettere, 
le  arti,  la  geometria  c la  fisica  furono  a vicenda  il  soggetto  delle  meditazioni  di 
questo  spirilo  straordinario.  Sotto  questi  ultimi  rapporti,  le  opinioni  ed  i lavori 
di  Democrito  appartengono  essenzialmente  alla  storia  della  scienza. 

La  geometrìa  fu  uno  dei  principali  oggetti  degli  studj  di  Democrito;  si  con- 
gettura, dai  titoli  di  alcuni  de' suoi  scritti,  che  esponesse  uno  dei  primi  la  dot- 
trina elementare  sui  contatti  dei  circoli  e delle  sfere  , sulle  linee  irrazionali  c 
sui  solidi.  Vilruvio  lo  associa  ad  Anassagora  nella  invenzione  della  prospettiva  e 
delPottica  di  cui  dimostrò  i principi  in  un  trattato  intitolato:  ActinoqrapJiia. 
Nessuna  delle  opere  opere  di  Democrito  soli' astronomia  fìsica  e matematica  ha 
per  mala  sorte  resistito  al  tempo  divoratóre,  talché  siamo  obbligati  a limitarti 
a fare  delle  congetture  dietro  i titoli  delle  opere  che  consacrò  a questa  scienza. 
Pare  che  proponesse  una  nuova  disposizione  del  calendario  greco.  Ha  pubblicato 
delle  effemeridi  ed  una  uranografìa,  e gli  si  attribuisce  una  felice  ipotesi  sulla 
costituzione  della  via  lattea:  il  suo  splendore,  diceva  egli,  non  é altro  che  la 
luce  riunita  di  una  moltitudine  di  piccole  stelle,  ciascuna  delle  quali  in  parti- 
colare sfugge  per  la  sua  tenuità  ai  nostri  occhi.  Noi  abbiamo  maggiori  notizie 
sul  suo  sistema  dell'uuiverso,  sistema  notabile  nel  quale  a' incontra  un  gran  nu> 
mero  d'idee  riprodotte  poi  dal  celebre  Descartes.  Democrito  attribuiva  il  molo 
e la  formazione  dei  corpi  celesti  a vortici  di  atomi,  che  avendo  aderito  gli  uni 
agli  altri  in  circostanze  particolari  avevano  formato  delle  concrezioni  sferiche. 
Credeva  che  il  moto  proprio  dei  pianeti  da  occidente  io  oriente  non  fì  sse  che 
un'apparenza,  che  essi  non  ne  avessero  che  uno  solo  la  cui  direzione  era  da 
oriente  in  occidente;  ma  che  i pianeti  più  vicini  al  nostro  globo  essendo  i più 
lontani  dal  primo  mobile  obbedissero  meno  al  suo  moto  e restassero  indietro, 
donde  nasceva  il  loro  moto  apparente  in  oliente. 

Le  idee  fondamentali  di  Democrito  sono  state  benissimo  ridotte  in  quanto  alla 
sostanza  alle  seguenti  proposizioni,  n II  sapere  dell’uomo  non  è che  il  sentimento 
n delle  sue  proprie  affezioni.— Niuna  cosa  ai  fa  dal  nulla,  nè  può  risolversi  in  ciò 
* che  non  è;  dunque  lutto  ciò  che  è,  è composto  di  principj  che  sussistono  di  per 
•n  se  stessi  : questi  principj  sono  gli  atomi  e il  vuoto.  — In  tutto  ciò  che  esiste 
r>  n-n  vi  ha  di  reale  che  questi  due  principj. — Gli  atomi  sono  infiniti  in  uu mero, 
•n  siccome  il  vuoto  lo  è in  capacità.— Gli  atomi  sono  di  una  tale  teuuilà  che  sfug- 
n gono  alla  vista;  la  loro  solidità  gli  rende  inalterabili;  le  loro  figure  sono  variate 
» all'infinito.  Tali  atomi  sono  i corpi  primitivi  che  si  muovono  nel  vuoto  infinito, 
» il  quale  non  ammette  niuua  di  quelle  relazioni  di  situazione  indicate  da  queste 
•n  parole:  n//o,  basso , menano , estremo.  — Il  molo  degli  atomi  non  ha  avuto 
» principio;  egli  é da  tutta  l'eternità;  per  esso  gli  atomi  si  attraggono,  si  respin- 
« gono,  si  uniscono,  si  separano;  e da  tali  unioni,  da  tali  separazioni  risultano  la 
w composizione  e la  scomposizione  di  tutti  i corpi.— I corpi  non  differiscono  tra 
»»  loro  che  pel  numero,  per  la  figura  e per  la  disposizione  reciproca  degli  atomi, 
vi  di  cui  si  compongono.  — I mondi  stessi,  disseminati  in  numero  infinito,  qualun- 
« que  sia  la  loro  eguaglianza  o la  loro  ineguaglianza  reciproca,  non  hanno  altra  ori- 
r*  gine  e sono  sommessi  alle  stesse  variazioni.  Il  moto  rapido  degli  atomi  è la  sola 
w anima  che  penetra  tali  mondi  coll' attività  del  fuoco.  — Il  fuoco  stesso  è coni- 
vi posto  di  atomi  rotondi  sempre  agitati,  v» 

Si  pretende  che  Democrito  vivesse  fino  all'età  di  cento  nove  anni.  Intorno  alla 
sua  vita  ed  alla  sua  filosofia  si  potrà  consultare:  Hill,  De  PUilosophia  Epicurea , 
Democritea  et  Theophrastea , Ginevra,  1G69;  Pfoucquet,  De  placitis  Demo- 
criti A bd tritar , Tubinga,  1767;  Cudworlh , latellectual  System;  Fabricio,  J9i- 
hìiotheca  grneca  , Voi.  II,  pag.  Gaft,  ediz.  di  Harles;  e il  Dizionario  di  Bayle. 

DENKB  ( Ait/on  ).  Parola  araba  che  significa  coda  e di  cui  si  sono  serviti  gli  astro- 
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nomi  per  inlirare  alcune  stelle,  come:  Deneb  adigege , la  stella  della  coda  del 
Cigno,  Deneb  a/gedi,  quella  della  coda  del  Capricorno,  Deneb  elecet , quella  della 
coda  del  Leone. 

DENOMINATORE  (Aritm.).  Si  chiama  cosi  quello  dei  due  numeri  di  una  fra- 
zione che  indica  in  quante  parti  l'uniti  è stata  divisa;  si  scrive  al  di  sotto  del- 
I’  altro  numero , separandoli  per  mezzo  di  una  piccola  linea.  Per  esempio  nella 

3 

frazione  — tre  guani,  4 A il  denominatore  , e indica  che  l’uniti  è stata  di- 

4 

Visa  in  quattro  parti.  Vedi  Algeiba  d.°  sa  e Faszioaa. 

DENSITÀ’  (Pitica).  Rapporto  della  massa  di  un  corpo  al  suo  volume,  o quantità 
di  materia  che  contiene  un  corpo  in  un  volume  determinato.  Di  due  corpi  eguali 
in  volume,  come  un  centimetro  cubo  d’oro  e un  centimetro  cobo  di  legno  di 
quercia,  il  più  dento  è quello  che  è più  pesaote,  e per  conseguenza  quello  che 
contiene  maggior  materia  e che  ha  maggior  matta.  La  massa  è sempre  proporzio- 
nale al  peso. 

Le  densità  di  due  corpi  qualunque  che  hanno  uno  stesso  volume  stanno  dùn- 
que in  rapporto  diretto  delle  masse  ; e le  densità  di  due  corpi  che  hanno  la 
stessa  massa  stanno  in  ragione  inversa  dei  volumi. 

Combinando  queste  due  proposizioni , se  ne  deduce  la  seguente  proposizione 
generale,  donde  emana  tutta  la  teoria  della  densità:  Le  densità  di  due  corpi 
stanno  in  ragione  comporta  del  rapporto  diretto  delle  matte  e del  rapporto 
inverso  dei  volumi. 

Indicando  dunque  con  D e D'  le  densità  di  due  corpi  le  cui  masse  sono  M 
ed  M'  e i volumi  V e V',  si  avrà 


V V' 


• (-)• 


E siccome  le  masse  sono  proporùouali  ai  pesi,  così  si  può  stabilire  ancora  que- 
st'ultra proporzione 


D : D' 


P 

V 


F 

V' 


(*), 


indicando  con  P e P'  i pesi. 

Per  confrontare  le  densità  di  due  corpi  basta  dunque  conoscere  i loro  pesi  e i 
loro  volumi;  poiché  se  si  sa,  per  esempio,  che  un  primo  corpo,  il  cui  volume 
è di  3 centimetri  cubi  , pesa  4 grammi  , e che  un  secondo  corpo,  il  cui  volume 
è di  5 centimetri  cubi , pesa  7 grammi,  si  ha 


donde  si  conclude  che  la  densità  del  primo  corpo  sta  «'quella  del  secondo  come 
20  a 21. 

Le  densità  relative  dei  corpi  prendono  il  nome  di  pesi  specifici , quando  con- 
frontandoli tra  loro  sotto  volumi  eguali,  si  prende  una  di  queste  densità  per  uni- 
tà o per  termine  di  confronto.  Cosi,  dopo  aver  trovato  che  5oo  centimetri  cubi 
d'  oro  pesano  9680  grammi,  che  5oo  centimetri  cubi  d'argento  pesano  5a37 
grammi  , e che  5oo  centimetri  cubi  d'acqua  stillata  pesano  5 00  grammi,  e sa- 
pendo in  forza  della  proporzione  (2)  che  a volumi  eguali  le  densità  stauno  come 
i pesi,  se  ne  conclude  che  le  densità  dell'acqua,  dell'oro  e dell’argento  stanno 
tra  loro  come  i numeri  5oo , 9680,  5a37»  Ora,  dividendo  questi  tre  numeri  per 
5oo,  per  rendere  il  primo  termine  eguale  all' unità  , i loro  rapporti  non  cam- 
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biano;  dunque  queste  densità  stanno  tra  loro  come  i : 19, 3G  : 10,474*  Ta^e  * 
dire  che  prendendo  per  unità  la  densità  dell’ acqua  , quelle  di  uno  stesso  volume 
d’oro  e d’argento,  o,  il  che  è lo  stesso,  i pesi  specifici  dell’  oro  e dell’argento 
sono  rappresentati  da  19, 36,  e 10,474* 

Se  si  potesse  misurare  con  esattezza  il  volume  dei  corpi  solidi,  basterebbe  una 
bilancia  per  determinare  la  loro  densità;  ma,  nel  maggior  numero  dei  casi,  è 
impossibile  l’ottenere  geometricamente  questa  misura,  e,  in  tutti , è assai  più 
spedito  e più  esalto  il  ricorrere  ai  mezzi  che  ci  somministra  l'idrostatica.  Si  sa 
che  un  corpo  solido  immerso  in  un  liquido  vi  perde  una  parte  del  suo  peso 
eguale  a quello  del  volume  d'acqua  che  esso  occupa;  così,  pesando  nell'acqua 
più  corpi  che  abbiano  uno  stesso  peso  nell'aria,  vale  a dire  pesando,  per  esem- 
pio, nell’ acqua  un  chilogrammo  d'oro  e un  chilogrammo  d’argento,  le  perdite  di 
peso  che  ne  risulteranno  saranno  i pesi  respettivi  • dei  volumi  di  acqua  spostali 
dall’oro  e dall'argento,  volumi  che  sono  necessariamente  eguali  a quelli  dei 
chilogrammi  d’oro  e d’  argento,  e che  hanno  tra  loro  lo  stesso  rapporto.  Ma, 
in  forza  delle  proporzioni  (1)  e (2),  quando  le  masse  o i pesi  sono  gli  stessi,  le 
densità  stanno  iu  ragione  inversa  dei  volumi;  così  questi  volumi  stando  tra  loro 
nel  rapporto  del  peso  delle  quantità  d'acqua  spostale,  ne  segue  che  le  densità 
stanno  in  ragioue  inversa  di  questi  stessi  pesi;  e in  tal  maniera  si  giunge  a de- 
terminare la  densità,  senza  aver  bisogno  di  conoscere  il  volume  dei  corpi. 

E appunto  a tale  oggetto  che  è stata  inventata  la  bilancia  idrostatica  rappre- 
sentala dalla  figura  2 della  tavola  L1V.  Sotto  ognuno  dei  due  piatti  si  trova 
un  gancio,  ad  uno  dei  quali  si  altaica  con  un  crino  o con  un  filo  sottilissimo 
r oggetto  di  cui  si  vuol  conoscere  la  densità.  Si  pongono  dei  pesi  nell’altro 
piatto,  per  conoscere  il  peso  assoluto  di  questo  oggetto,  che  quindi  s'im- 
merge nell’ acqua:  1' equilibrio  si  altera,  e per  ristabilirlo  si  pongono  dei  pesi 
sul  piatto  dalla  parte  del  corpo,  e questi  pesi  fanno  conoscere  il  peso  del  volume 
di  acqua  spostato. 

Non  è nemmeno  necessario  che  i corpi  di  cui  si  vuol  conoscere  la  densità  re- 
lativa abbiano  lo  stesso  peso  assoluto,  poiché  essendo  P e P'  i pesi  assoluti  dei 
due  corpi,  e p e p'  i pesi  che  essi  perdono  quando  si  pesano  nell’acqua,  i rap- 
porti p- , ridotti  allo  stesso  denominatore,  divengono  p—  , pp,;si  può  dun- 
que considerare  PP'  come  il  peso  comune,  e pVr , p'P  come  i pesi  perduti. 

Per  determinare  la  densità  relativa  dei  liquidi,  si  fa  uso  ancora  della  bilancia 
idrostatica  o di  strumenti  detti  areometri  (Tedi  Areometro).  Quanto  ai  corpi 
gassosi,  ai  calcola  la  loro  densità  mediatile  la  differenza  tra  il  peso  di  un  pallone 
di  vetro  pieno  di  un  gas  e il  peso  dello  stesso  pallone  nel  quale  sìa  stato  fatto 
il  vuoto.  Prenderemo  dall’  Annuaire  dell’  Ufuio  delle  Longitudini  la  seguente 
tavola  dei  pesi  specifici  di  un  gran  numero  di  sostanze:  essa  è la  più  esatta  e la 
più  completa  che  esista. 


Pesi  specifici  dei  gas  , prendendo  per  unità  quello  dell'  aria. 


Nomi  dei  ou 

Densità 

TROVATE 

Densità 

CALCOLATI 

Nomi 

degli  Osservatori 

Ària 

Gas  idriudico 

Gas  (lumi  liciro 

Cu  cloruborico 

. . 1,0000 

• • MI* 

. . 3,573 
. . 3,4  20 

• «,340  . 

Gay-Ltusac. 

Dii;. 

Duma*. 
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Nomi  dei  oss 

Dan  sita 

Dessità 

Nomi 

TROVATE 

CALCOLATI 

degli  Ossea? stori 

Gas  clorocarbonico.  .... 

. . . 

3,399  . 

Idrogeno  arsenicato  .... 

. 3,695 

3,695  . 

Dumas.  ‘ 

Cloro 

• 

2,426  . 

Gay-l.ussac  e Thénard. 

Ossido  di  cloro 

3,3 1 5 . 

Acido  fluoborico 

• 3,37i 

Davy. 

Acido  solforoso 

. 3,234 

.... 

Thénard. 

Cianogene  

. 1,806 

1,819  . 

Gsy-Lussac. 

Idrogene  fosforato  . • . . 

. 1,761 

.... 

Dumas. 

Protossido  d’azoto  .... 

• i,5ao 

»i5>7  • 

Colin. 

Acido  carbonico  ..... 

. 1,5^45 

.... 

Berzélius,  Dulong. 

Acido  idroclorico 

• >.34j4 

.... 

Biot  e Arago. 

Idrogeno  proto  fosfora  lo.  • . 

. 1,314 

Dumas. 

Acido  idrosolforico  .... 

. 1,1912 

. . . . 

Gay-Lussac  e Thénard. 

Ossigeno 

. 1,1026 

Berzélius,  Dulong. 

Deutossido  d'aiolo  .... 

. i,o388 

i,o364  • 

Rérard. 

Idrogeno  bicarbonato.  . . . 

. 0,9780 

de  Saussure. 

Azoto 

. 0,976 

.... 

Berzélius,  Dulong. 

Ossido  di  carbonio  .... 

• 0,957  . 

0,967  . 

Cruikshanck. 

Ammoniaca 

. 0,5967 

0,5910  . 

Biot  e Arago. 

Idrogeno  carbonico  delle  paludi 

. 0,555 

0,559  . 

Thomson. 

Idrogeoe  

. . 0,0688 

Berzéliuj,  Dulong. 

Pesi  specifici  dei  vapori , supponendo  che  quello  delC  aria  sia  preso  per  unità , 

e che  i vapori  siano 

ridotti  mediante  il  calcolo  a 0°  e 0m,y6. 

Noni  dei  varrai 

Dessità 

Dessità 

Noni 

TROVATE 

CALCOLATE 

DEGLI  OssBKVATOKI 

Aria 

• . 1 ,0000 

Bicloruro  di  stagno  .... 

• • 9, >99 

• 8,993 

Dumas. 

Vapore  di  iodio 

• . 8,716 

id. 

Vapore  di  mercurio  .... 

. . 6,976 

.... 

id . 

Vapore  di  xolfo 

. . 6,617 

.... 

id. 

Prolocloruro  d' arsenico.  . . 

. . 6,3oo 

. 6.297 

id. 

Cloruro  di  silicio 

. . 5,939 

■ 5,959 

id. 

Etere  idriodico 

• • 5,4749 

. . . . 

Gay-Lussac. 

Canfora  ordinaria 

. . 5,468 

. 5,3  » 

Dumas. 

Etere  beoioico 

. . 5409 

. 5,241 

Dumas  e Bouliay. 

Etere  ossalico 

. . 5,087 

. 5,081 

id. 

Protocloruro  di  fosforo.  . . 

. . 4,875 

. 4,807 

Dumas. 

Essenza  di  trementina  . . . 

• ■ 4,763 

. 4-765 

id. 

Cloruro  giallo  di  zolfo.  . . 

• • 4-73o 

id. 

Naftalina 

: . 4,528 

4,49* 

id. 
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Nomi  dki  vapori 

Densità 

Densità 

Nomi 

TROVATE 

CALCOLATE 

DEGLI  OSSERVATORI 

Vapore  di  fosforo 

. 4,355 

. 4 >325  . 

Dumas. 

Cloruro  rosso  di  zolfo  . . . . 

. 3,700 

id. 

Liquore  degli  Olandesi.  . . . 

. 3,443 



Gay-Lussac. 

Acido  iponitrico 

. 3,l8o 

. . . a 

Dulong. 

Etere  acetico  ....... 

• 3,067 

. 3,066  . 

Domas  e Boullay. 

Solfuro  di  carbonio  

• =*,044 



Gay-Lussac. 

Etere  iponitroso 

. 3,626 

. 3,606  . 

Dumas  e Boullay. 

Etere  solforico 

. a,586 



Gay-Lnssac. 

Etere  idroclorico.  . . • . . 

. 2,21 2 

Thénard. 

Cloruro  di  cianogeno  • . . . 

. • 2,111 

. 2,1  12  . 

Gay-Lussac. 

Spirito  piracelico 

• a, 01 9 

. 2,020  . 

Dumas. 

Alcool 

. 1 ,6 1 33 

Gay-Lussac. 

Acido  idrocianico 

• 0,9476 

. 0,9360  . 

id. 

Acqua  . 

. o,6335 

. 0,634  • 

id. 

Peti  specifici  dei  liquidi  e dei  solidi , prendendo  per  unità  quello 
dell'  acqua  ttillata  a i8°  centigradi. 


Liquidi 


Acido  solforico 1,8409 

Acido  nitroso s,55o 

Acqua  del  roar  Morto l,a4o3 

Acido  nitrico  1,2178 

Acqua  del  mare t,oa63 

Latte s,o3 

Acqua  stillata 1,0000 

Vino  di  Bordeaux 0,9939 

Vino  di  Borgogna 0,9918 

Olio  d'oliva 0,9153 

Etere  muriatico 0,874 

Olio  essenziale  di  trementina 0,8697 

Bitume  liquido  detto  Nafta 0,8^5 

Alcool  rettificatissimo 0,793 

Etere  solforico 0,7 155 


Solidi 


Platino 


’ in  lamine 

passato  alla  filiera  . . 

battuto  

purificalo  . 


22,0690 
31,0417 
30,3366 
1 9,5000 
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(battuto 

foso 

Tungsteno  

Mercurio  ( a o*) 

Piombo  fuso 

Palladio  ^ . 

Rodio - 

Argento  fuso 

Bismuto  fuso 

Rame  in  fili 

-,  Rame  fuso 

Molibdeno 

Arsenico.  

Nickel  fuso 

Uranio 

Acciajo  nè  temperato  nè  battuto 

Cobalto  fuso 

berrò  lavorato 

Stagno  fuso  

Ferro  fuso 

Zinco  fuso.  . - 

Antimonio  fuso 

Tellurio 

Croscio 

Iodio  

Spato  pesante . . . 

Diamante  giallo  di  Cefian 

Rubino  orientale 

Zaffiro  orientale 

Zaffiro  del  Brasile 

Topazio  orientale 

Topazio  di  Sassonia 

Berillo  orientale 

Diamanti  i più  pesanti  ( leggermente  rosei  ) . 

— i più  leggeri . . . 

Flint-glass  inglese 

Spato  fluoro  rosso 

Tormalina  verde 

Asbesto 

Marmo  di  Paro  (calce  carbonaia  lamellare  ) . 

Agata  onice 

Smeraldo  verde 

Perle 

Carbonato  di  calce 

Diaspro 

Corallo  

Dii.  di  Mal.  Voi.  Ili 


i9,SG«7 

ig.aSAi 

r7>® 
13,598 
s 1 ,35i3 
11,3 
11,0 
so, 4743 
9,822 
8,8785 

8.7880 
8,61 1 
8,3o8 
8,379 
8,* 

7,8i63 

7>8st9 

7.7880 

7, *9*4 

7,1070 
6,86  s 
6,711 
6,n5 
5,9 

4vp48o 

4,4300 
44161 
4,2833 
3,994 f 
3,t3«7 
4,0106 
3,564o 
3,5489 
3,53  io 
3,5oio 
3,3ag3 
3,1911 
3,i555 
1,995$ 
1,8376 
2,8160 

M755 

a.^SoO 

2,7181 

2,7101 

2,680 


33 
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Cristallo  di  monte  puro a,653o 

Agata  orientale a,6i5 

Fehl-spalh  limpido ; 2,56 ')  \ 

Cristallo  di  Sainl-Gohain 3,4882 

Porcellana  della  China 3,3847 

Solfato  di  calce  a,3  • » 7 

Porcellana  di  Sèrre* 3,1457 

Solfo  nativo 2,o33a 

Avorio «,9170 

Alabastro 1,8740 

Antracite 1,8 

Allume >,720 

Carbone  fonile >,3393 

Gajac 1,259 

Ambra  gialla >,078 

Sodio 0,9726 

Ghiaccio O,93o 

Polauio o,865 1 

Legno  di  faggio o,85a 

F rallino o,845 

Tasso 0,807 

Legno  di  olmo 0,800 

Melo  . . 0,733 

Melarancio . . 0,706 

Abete  giallo 0,667 

Tiglio ' 0,604 

Cipresso 0,598 

Cedro o,56i 

Pioppo  bianco  di  Spagna 0,5*9 

Sasaofrasso 0,482 

Pioppo  comune 0,383 

Sughero  . o,a4° 


Per  collegare  Ir*  loro  le  precedenti  tavole  di  pesi  specifici,  aggiungeremo 
che  , dietro  le  ricerche  dei  signori  Biot  e Arago  , il  peso  dell’  aria  atmosferica 
asciutta , alla  temperatura  del  ghiaccio  che  si  fonde  e sotto  la  pressione  di 


0",,76,  è,  a volume  eguale,  di  quello  dell’acqua  stillata. 

770 


Per  termine  medio,  in  un  gran  numero  di  pesi,  si  è trovato  che,  alla  tempera- 
tura di  zero  e sotto  la  pressione  di  o1", 76 , il  rapporto  del  peso  dell'aria  a quello 
del  mercurio  è di  1 a 10466. 

Queste  tavole,  il  cui  uso  è cosi  importante  in  fisica,  danno  la  soluzione  di  nn 
problema  interessante  : esse  servono  a determinare  il  peso  assoluto  di  un  corpo 
per  meno  del  suo  volume,  e reciprocamente.  Per  esempio,  se  si  vuol  sapere 
quanto  pesa  un  pezzo  di  ferro  fuso  il  cui  volume  è ia5  decimetri  cubi , cercando 
nella  tavola  dei  solidi  si  trova  7,207  pel  peso  specifico  del  ferro  fuso,  il  che  ci  fa 
conoscere  ebe  le  densità  dell'acqua  e del  ferro  stanno  tra  loro  come  1 a 7,307; 
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basta  tlunque  sapere  quanto  pesano  ia5  decimetri  cubi  d'acqua  e moltiplicare 
questo  peso  per  7,207,  onde  conoscere  il  peso  di  125  decimetri  cubi  di  ferru. 
Ora  la  base  del  nostro  sistema  di  pesi  è la  seguente  : 

Un  centimetro  cubo  d'acqua  stillata  pesa  un  grammo;  per  conseguenza  un  de- 
cimetro cubo,  che  equivale  a 1000  centimetri  cubi,  pesa  sono  grammi  0 un  chi- 
logrammo. 

ia5  decimetri  cubi  d'acqua  pesano  dunque  125  chilogrammi,  e ia5  decimetri 
cubi  di  ferro  fuso  pesano  125X7,207  o 900  chilogrammi  e 875  millesimi. 

Se  al  contrario  si  cercasse  il  volume  di  un  pezzo  di  avorio  del  peso  di  a55 
grammi,  il  peso  specifico  dell'avorio,  1,917,  dato  dalla  tavola,  ci  fa  conoscere 
che  il  peso  di  un  centimetro  cubo  d'  acqua  essendo  un  grammo,  quello  del  cen- 
timetro cubo  d'avorio  e 1,917  grammi  : cosi,  dividendo  a55  granirai  per  1,917,  si 
avrà  il  numero  dei  centimetri  cubi  contenuti  nel  pezzo  d'avorio,  vale  a dire  il 


suo  volume.  Questo  volume  è dunque  eguale  a i33  centimetri  cubi,  piu  ■ . 

*9*7 


La  densità  dei  corpi  non  è sempre  la  stessa,  poiché  l'azione  del  calorico  che 
gli  dilata  più  o meno,  aumentando  il  loro  volume  senza  aumentare  la  loro  quan- 
tità di  materia,  fa  variare  la  deosità:  è dunque  essenziale,  quando  si  vogliono  fare 
delle  esperienze,  di  ridurre  i corpi  alla  stessa  temperatura,  ed  è appunto  alla 
roancauza  di  questa  avvertenza  che  debbono  attribuirsi  le  differenze  che  esistono 
tra  le  tavole  di  pesi  specifici  date  da  varj  fìsici. 

Densità  dell*  terra.  La  determinazione  della  densità  della  terra,  paragonata 
con  quella  dell'acqua  o di  un  altro  corpo  noto,  ha  vivamente  eccitato  P atten- 
zione dei  matematici;  e sebbene  sembri  a primo  aspetto  che  la  soluzione  di  un 
tal  problema  sia  impossibile,  pure  la  scienza  è arrivata  ad  ottenere  dei  risultali 
che  se  non  sono  interamente  esalti,  hanno  almeno  il  merito  di  una  grande  ap- 
pratii milione.  1 

La  densità  della  terra  è una  densità  media  risultante  dalle  densità  di  lutti  i 
corpi  che  la  compongono,  ed  è evidente  che  ciascuua  porzione  isolata  della  terra 
Ita  una  densità  particolare;  cosi,  con  questa  espressione,  noi  iutcndiaino  la  den- 
sità media  della  massa  intera  della  terra;  in  una  parola,  il  rapporto  che  esiste 
tra  il  suo  peso  e quello  di  un  egual  volume  di  acqua,  poiché  abbiamo  preso 
l1  acqua  per  termine  di  confronto. 

La  prima  idea  di  determinare  la  densità  della  terra  è dovuta  a Bouguer  ; essa 
gli  fu  suggerita  dalla  deviazione  del  filo  a piombo  de'suoi  strumenti,  occasionala 
dall' attrazione  del  monte  Chiraborazo , mentre  era  occupato  a misurare  un  gra- 
do del  meridiano  in  vicinanza  di  Quito,  nel  Perù. 

La  quantità  di  questa  deviazione  non  fu  allora  determinata  esattamente;  ma 
trentaquatlro  anni  dopo,  il  celebre  astronomo  inglese  Maskelyne  misurò  colla 
massima  esattezza  la  deviazione  del  filo  a piombo  prodotta  dall'  attrazione  della 
montagna  Sbehalien  in  Scozia , ed  allora  fu  possibile  di  paragonare  la  forza  attrat- 
tiva della  montagna  colla  forza  attrattiva  della  terra  intera,  e per  conseguenza  la 
densità  della  montagna  con  quella  delia  terra.  Uutton,  per  mezzo  di  calcoli  im- 
mensi, valutò  questa  densità  a ij  prendendo  per  unità  quella  dell’acqua:  ma 
egli  aveva  preso  per  base  un’  approssimazione  del  peso  specifico  della  montagna 
al  di  sotto  di  quello  che  essa  doveva  avere , perciò  ricominciò  in  seguito,  insieme 
col  professore  Playfair,  i suoi  calcoli  e fissò  questa  densità  a 5. 

Per  mezzo  di  principj  simili,  ma  facendo  uso  di  metodi  differenti,  Cavendish 
ha  stabilito  che  la  densità  delia  terra  sta  a quella  dell'acqua  come  5,48  a 1. 
Così,  prendendo  un  medio  tra  questi  diversi  rapporti , si  ha  5,24  : 1 , che  pro- 
babilmente è assai  prossimo  al  vero. 
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Densità  dei  Pianiti.  La  densità  dei  corpi  stando  nel  rapporto  composto  del 
rapporto  diretto  delle  masse  e del  rapporto  inrerso  dei  volumi  (i),  quando  sono 
date  due  di  queste  cose  è facile  dedurne  la  terza:  cosi  il  curioso  problema  di 
determinare  la  densità  dei  pianeti  ai  riduce  a quello  di  determinare  le  loro 
masse  ( Vedi  Pianeti).  Queste  masse,  ottenute  per  mezzo  delle  leggi  dell’at- 
trazione generale , danno  per  le  deusità  specifiche , prendendo  per  unità  quella 
della  terra,  i seguenti  risultati 


Terra 1,00000 

Sole e o,a52a6 

Uercuri» a,5833o 

Veoere 1,02400 

Marte  o,6563o 

Giore o,aoog3 

Saturno  0,10349 

Urano ...  . o,aiob5 

Fedi  Massa  e Pianeti. 

DENTI  ( Mec.).  Scabrosità  delle  quali  si  arma  la  circonferenza  di  una  ruota  per 
trasmettere  il  moto  che  gii  è impresso.  Pedi  Jncastkatuka. 

DENTI  delle  boote  ( Fedi  Incastea toea  ). 

DENYS  ( Guglielmo) , sacerdote  c professore  d'idrografia  a Dieppe.  Egli  era  allie- 
vo e successore  di  Caudron  nella  cattedra  di  scienze  nautiche  fondala  da  Desca- 
lier.  In  un’epoca  in  cui  il  ministro  Colbert,  presagendo  la  futura  importanza 
della  marina  , era  intento  a promoverne  in  ogni  maniera  l'avanzamento,  lJeoys  ai 
applicò  con  ardore  all’  insegnamento  dell’  idrografia  , e dalla  sua  scuola  usci  un 
gran  numero  di  allievi  che  passarono  a professare  questa  scienza  nei  principali 
porti  del  regno.  Questo  zelante  professore  mori  verso  il  1680  lasciando:  I L'  art 
de  navìger  perfectionné  par  la  connaissance  de  la  variation  de  T aimant  , cu 
traile'  de  la  cariatidi  de  l'aiguilte  aimanrc'e,  Dieppe,  1666,  in-4  di  220  pag. , 
con  fig.  ; li  L’  art  de  naviger  dans  sa  plus  haute  perfection,  ou  traité  des 
Intitudes , Dieppe,  s6j3,  in-4  5oo  pagine. 

DEPARCIEUX  (Antonio),  matematico  francese  , nato  nel  1703  a Cessoux  presto 
Nimes.  I tuoi  genitori,  semplici  agricoltori,  non  avevano  mezzi  per  supplire  alle 
spese  della  sua  educazione,  perciò  le  disposizioni  primaticce  che  manifestò  per  lo 
studio  sarebbero  rimaste  del  tutto  sterili,  se  un  protettore  della  sua  famiglia,  as- 
sumendo sopra  di  sé  questo  carico,  non  lo  avesse  fatto  entrare  nel  collegio  di  Lio- 
ne , ove  si  distinte  tosto  pei  suoi  rapidi  progressi  nelle  matematiche.  Terminati 
i suoi  studj , si  recò  a Parigi,  e privo  di  qualunque  altro  mezzo  fuori  de’  suoi 
talenti,  si  diede  in  principio  a fare  orologi  solari  par  guadagnarsi  il  vitto.  Tato 
lavoro  gli  procurò  in  breve  una  specie  di  agiatezza , ed  allora  ebbe  campo  di 
far  conoscere  con  dotti  scritti  i suoi  talenti  e le  sue  cognizioni.  Fu  fatto  ceu- 
aore  reale  « membro  dell’  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi,  e di  quelle  di  Ber- 
lino, di  Stockholm  , di  Metz,  di  Liooe  e di  Montpellier,  e mori  a Parigi  il  2 
Settembre  1768.  Oltre  sedici  memorie  tutte  importanti  e relative  ad  oggetti  di 
utilità  generale,  le  quali  si  leggono  nella  raccolta  dell’Accademia  delle  Scienze 
«lai  1735  al  1768,  abbiamo  di  Déparcieux:  I Tablet  astronomiques,  Parigi,  1740, 
in-4;  li  Traiti!  de  trigonometrie  rectiligne  et  sphdrique  , acce  un  traile'  de 
gnomonique  et  des  tables  de  logarithmes , Parigi  , 1741 , in-4;  ***  Essai  sur 
les  probabilités  de  la  àuree  de  la  vie  luminine  , d' où  fon  de'duit  la  ma- 
ltiére de  délerminer  les  rentes  viagères  , toni  simples  qu'en  tontines , Parigi, 
1746-,  iu-4;  IV  Rcponsct  aux  objections  failes  à SI.  Dcparcicux  sur  son  livre 
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■des  Probnlilites  de  la  durile  de  la  vìe  humaine , Parigi,  1746»  in-4  ; V Addi- 
tions  à 1'  Essai  sur  les  probabilités  de  la  durie  de  la  vie  humaine  , Parigi, 
1760,  in-4;  VI  Mèmoires  sur  la  possibilitc  et  la  faciliti!  d'  amener  auprès  de 
l'Estrapade,  à Paris , les  eaux  de  la  riviire  d'Ivette,  Parigi,  1763,  in-4,  ristam- 
pate con  aggiunte  nel  1777-  Nella  Biografa  universale  tono  indicati  i fonti  da 
cui  ai  possono  attingere  maggiori  notizie  tu  questo  dotto. 

DEPARC1EUX  (Arrosto),  nipote  del  precedente,  si  rese  distinto  anch’  esso  nelle 
sciente  fisiche  e matematiche.  Nato  a Cessoux-le-Vieux , fu  chiamato  a Parigi  da 
tuo  xio  e studiò  nel  collegio  di  Navarra.  Non  a reta  più  di  tenti  anni  quando 
fa  surrogato  a Brisson  nella  cattedra  di  fisica  creata  da  Nollet  ; e nelle  sue  le- 
zioni si  fece  particolarmente  distinguere  per  la  continua  applicaxione  delle  ma- 
tematiche a tutti  i problemi  della  fisica.  Fu  più  tolte  consultato  dal  goterno  e 
dalle  persone  incaricate  della  amministraxione  delle  finente  sul  modo  di  stabi- 
lire la  durata  della  tifa  umana,  relativamente  alle  fontine  e alle  rendite  tritali— 
aie.  Egli  si  proponera  anxi,  su  tal  proposito,  di  pubblicare  una  seconda  edi- 
xione , molto  aumentata,  dell’opera  di  suo  xio  sullo  stesso  argomento.  Fu  ap- 
punto dietro  un  suo  rapporto  che  l’assemblea  costituente  rigettò  un  progetto 
seducente  di  una  cassa  di  risparmj  che  le  era  stato  presentato,  e di  cui  il  geo- 
metra, in  un  giorno  di  lavoro,  analixxò  e distrusse  tutte  le  basi.  Oltre  nn  Trat- 
tato di  matematiche  ad  uso  dell’  università , nel  quale  ad  ogni  regola  tien  dietro 
l’ applicaxione  della  medesima  ad  un  problema  importante  e fatto  per  risvegliare 
la  curiosità,  Déparcieux  ha  pubblicato  : I Traité  des  annuiti! , ou  des  rentes  à 
terme , Parigi,  1781,  in-4;  II  Disserlation  sur  le  mojen  d'  elever  l'  eau  par  la 
rotation  d urie  corde  verticale  sans  fa,  Amsterdam,  1781,  in-8;  III  Disser- 
tation  sur  les  globes  areostatiques , Parigi,  t783,in8.  In  questi  scritti  si 
ammira  la  stessa  erudixione,  ordine,  precisione  e chiarexza,  che  caratterixzavano 
le  lesioni  pubbliche  di  questo  stimabile  professore.  Déparcieux  mori  a Parigi  il 
a3  Giugno  1799  di  un’ ostruzione  al  piloro  prodotta  dalla  funesta  abitudine  da 
esso  contratta  di  lavorare  immediatamente  dopo  ■ suoi  pasti.  Ha  lascialo  inedito 
un  Corso  completo  di  Geometria , e numerosi  materiali  per  un  Trattato  d'al- 
gebra e di  calcolo  differenziale  e integrale. 

DEPRESSIONE  DELL’ORIZZONTE  ( ks(ron .).  Vedi  Abbssssssbiito  dell’  Obii- 

XOSTB. 

DERAND  (Fbakcesco)  , gesuita  francese  , nato  nétta  diocesi  di  Metz,  nel  i588,  e 
morto  ad  Agde  il  aC  Ottobre  1644  , insegnò  le  matematiche  nei  collegi  del  suo 
ordioe  e si  applicò  soprattutto  all'  architettura.  È principalmente  conosciuto  per 
la  sua  Architecture  des  voùtes , ou  Pari  des  traits  et  coupé  des  pierres,  Parigi, 
1643,  in-fol.  Quantunque  quest'opera  sia  stata  superata  da  quelle  di  Larue,edi 
Fréxier,  viene  ancora  consultata  con  frutto  e può  bastare  pei  casi  i più  ordinarj. 

DERHASI  (Guglielmo  ) , dotto  ecclesiastico  inglese  , nato  a Stowton  presso  Wor- 
cester nel  Novembre  1687.  Studiò  all'  università  di  Oxford,  e vi  si  fece  osservare 
pe’  suoi  rapidi  progressi  nelle  scienze  fisiche  e matematiche.  Sebbene  entrato  ne- 
gli ordini  net  i68a  e fatto  nel  1689  rettore  di  Upminster  nella  contea  di  Essex, 
continuò  a coltivare  le  scienze;  che  anzi  si  servi  delle  stesse  sue  cognizioni  scien- 
tifiche per  raccogliere  nuove  prove  dell*  esistenza  e della  saggezza  del  creatore. 
Ascritto  fino  dal  1G97  alla  Società  Reale  di  Londra,  Derbam  mori  nella  sua  par- 
rocchia di  Upminster  il  5 Aprile  1735.  La  lista  delle  molte  sue  opere  si  trova 
nel  Biographical  Dictionary  : noi  non  citeremo  che  le  seguenti  : I Artificial 
Clock-Maker , trattato  elementare  di  orologeria  che  è stato  sovente  ristampato. 
Fu  tradotto  in  francese  e stampalo  a Parigi  nel  s 73 1 , in-ia,  sulla  terza  edizione 
che  é del  1714.  Tale  opera  contiene  sui  suoni  meccanici,  sulla  storia  delle  sco- 
perte in  orologeria , sui  planetarj  o macchine  astronomiche,  particolarità  curiose 
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che  erano  nuore  a quell’epoca.  La  quarta  edizione  del  1734,  in-ia.  è molto  ac- 
cresciuta. II  Physico-theology , Londra,  1713;  HI  dstro-theology , Londra,  1714. 
Questi  due  volumi , che  (ormano  due  parti  di  un'  opera  sola,  sono  stati  tradotti 
iu  molte  lingue.  IV  Le  Transazioni  filosòfiche  della  Società  Reale  di  Londra 
contengono,  dal  20*  al  39*  volume  inclusive,  trentacinque  memorie  di  Derbam 
sopra  varj  argomenti  di  fisica  , di  matematica,  d’ astronomia , di  storia  natura- 
le, ec.  Nella  Biografia  universale  si  troveranno  le  indicazioni  opportune  per 
ottenere  pili  estese  notiate  su  tale  dotto  ecclesiastico. 

DERIVAZIONE  (Alg.)  Operazione  con  la  quale  delle  quantità  fon  prodotte  da 
altre  impiegando  un  processo  uniforme.  Per  esempio , <px  essendo  una  funaione 
qualunque  della  variabile  x,  si  chiama  derivata  differenziale  di  tpx  , la  diffe- 
renziale di  questa  funzione  divisa  per  quella  della  variabile  , o la  quantità 

• A' 

— t—  ; quindi 
dx 


dx 


dnx 


è la  derivata  di  , o la  derivata  seconda  di  ex.  Quando  x è una  variabile 
dx 

d*  © x 

indipendente,  questa  seconda  derivata  si  scrive  semplicemente  — — • Egusl- 


d?vx  , d1  sx  d:x 

mente  — ,—5—  è la  prima  derivata  di  — : , o la  seconda  di  -7—  , o 

dxs  r 1/x1  dx 

mente  la  terza  di  fx,  e cosi  di  seguito.  In  generale 

dm  x 

'dxm 


final- 


è la  derivata  dell'ordine  m della  funzione  cpx. 

Per  fare  apprezzare  maggiormente  queste  derivazioni  aia  »x=x“  , la  prima 
dxm  J 

derivata  di  xm  è — - o mxm~l  ( Vedi  Differenziale);  la  seconda  è 


d ovvero 

dx 


d%xm 

dx 


= m(m— t)xm~ 


La  terza  è 


flf  m(m — Ox",_Il 

— - ovvero 

dx 

generalmente  la  derivala  dell'  ordine  n è 


<fsx“ 

IhF 


m(m  — i)(m— ajx"'-* 


d"xm 

— iX"«— a) (m— rt-t-i)*’"*". 

Si  vede  che  le  derivale  successive  di  xm 


xm“i 

x»"-» 
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si  formano  dedticendo  ciascuna  di  loro  da  quella  che  la  precede  col  medesimo 
processo  di  derivazione,  cioè  moltiplicando  per  l' esponente  di  -r,  e diminuendo 
quindi  quest'  esponente  di  su'  unità. 

Calcolo  dell*  Drbivaxiobi.  Calcolo  che  si  fonda  sulla  dependenia  reciproca 
dei  coefficienti  delle  serie,  fu  presentato  dall’  Arbogast  per  esser  sostituito  al 
calcolo  differenziale,  e rendere  inntile  la  considerazione  dell’  infinito. 

Allorquando  I’  opera  dell'  Arbogast  comparse  nell’  anno  1800,  i principi  i mate- 
rialisti della  setta  enciclopedica  erano  tanto  generalmente  adottati  che  i mate- 
matici credettero  di  trovarvi  il  mezzo  da  lungo  tempo  cercato  , di  allontanare 
dalla  loro  scienza  tutto  ciò  che  vi  si  trovasse  di  troppo  intellettuale  ; e quelli  ai 
quali  il  metodo  dei  limiti  ( Fedi  questa  parola  ) non  soddisfaceva  interamente 
si  affrettarono  a proclamare  la  superiorità  del  punto  di  vista  metafisico  del  cal- 
colo delle  derivazioni,  calcolo  piti  generale  di  quello  delle  funzioni  analitiche 
( Vedi  questa  parola)  di  già  proposto  dal  Lagrange  per  essere  sostituito  a spie- 
gare il  calcolo  differenziale.  Il  Montucla,  nella  sua  Storia  delle  Matematiche, 
o piuttosto  il  suo  continuatore  presenta  il  nuovo  calcolo  dell'  Arbogast  come  il 
punto  il  piò  elevato  della  scienza  dei  numeri , e perciò  da  farne  dipendere  i 
futuri  progressi  della  scienza,  con  abbassare  il  calcolo  differenziale,  a non  es- 
serne che  uno  dei  suoi  casi  particolari.  Un  geometra  moderno  ha  fatto  giusti- 
zia a queste  stravaganti  pretensioni,  e al  giorno  d’oggi  rimaue  provato  che  il 
calcolo  delle  derivazioni  non  è che  un  metodo  indiretto  che  può  per  verità,  nelle 
applicazioni,  essere  sostituito  al  calcolo  differenziale,  ma  che  lungi  da  spie- 
garlo, non  può  essere  concepito,  e non  ha  assolutamente  alcuna  significazione, 
che  appoggiato  a questo  calcolo  medesimo  ( Vedi  Filosofia  dell’  isfijiito  ). 
Quanto  al  piccolo  numero  di  risultamenti  veramente  importanti  ai  quali  anno 
arrivati  1’  Arbogast  e quindi  11  Kramp  per  mezzo  delle  derivazioni  , è facile  ot- 
tenerli in  una  maniera  piò  diretta  e molto  piò  semplice  con  i processi , d’  altra 
parte  molto  meno  complicati  del  calcolo  differenziale.  Vedi  Diferr.vziale,  Poti- 
hojsio  , Poteitte  e Rimano  delle  serie. 

DESAGUL1ERS  (Giovanni  Trovilo),  celebre  fisico,  nato  alla  Rochelle  nel  i683. 
Figlio  di  nn  ministro  protestante,  fu  obbligalo  a ripararsi  in  Inghilterra  insieme 
colla  sua  famiglia  in  conseguenza  della  revoca  dell’editto  di  Nantes.  Dopo  aver 
fatti  gli  sludj  elementari  alla  scuola  d'Islington,  presso  Londra,  andò  a studiare 
filosofia  all1  università  di  Oxford.  Quivi  si  applicò  con  tanto  ardore  allo  studio  della 
fisica  sperimentale,  insegnala  allora  da  Keill,cbe  fu  reputato  degno  di  succedere  al 
suo  maestro,  allorché  qpesti  lasciò  Oxford  nel  1^03;  e la  fama  che  ai  acquistò  colle 
ane  lezioni  lo  fece  ben  presto  chiamare  a Londra  per  ripetervi  le  sue  sperienzr. 
Egli  allora  nulla  rispiarmò  per  giustificare  un  al  onorevole  contrassegno  di  stima. 
Prese  per  sua  guida  Newton,  inventò  e coslrusse  nuovi  strumenti,  perfezionò 
quelli  che  erano  conosciuti,  e diede  un  corso  di  fisica  sperimentale  newtoniana, 
a cui  accorsero  gli  scienziati  e gli  uomini  che  allora  onoravano  la  Gran-Bretagna. 
Ebbe  la  gloria  di  contare  tra  i suoi  uditori  il  re  Giorgio  I,  e il  principe  di 
Galles,  che  da  lui  volle  imparare  la  filosofia  newtoniana.  Desagnliers  viaggiò 
poscia  in  Olanda  , e diede  a Rotterdam  ed  all’  Aja  delle  lezioni  che  furono  as- 
sai frequentate.  Tornato  in  Inghilterra,  la  Società  Reale  di  Londra,  della  quale 
era  membro,  gli  affidò  l’uffizio  di  dimostratore,  cui  il  celebre  Roberto  Hooke  aveva 
disimpegnato  per  molti  anni.  Morì  nel  1743.  Ha  inserito  molte  memorie  nelle 
Transazioni  filosofiche,  ed  ha  tradotto  in  inglese  parecchie  opere  importanti,  come: 
il  Corso  di  Matematiche  di  Ozanam,  il  Moto  delle  acque  di  Mariolte,  l’ Astro- 
nomia di  Gregory,  l’ Introduzione  alla  filosofia  newtoniana  di  s’ Graveiande , 
ec.  : ma  I’  opera  che  meritò  maggior  fama  a Desaguliers  fu  la  raccolta  delle  sue 
lezioni  di  fisica  sperimentale,  che  pubblicò  a Londra  nel  1719  in  due  volumi 
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io-4  col  titolo  di  A Court»  of  lecturet  on  experimental  philotophj , spessw- 
■irao  ristampata  e tradotta  il  francete  dal  p.  Pezenas.  Il  primo  volume  tratta 
della  meccanica  razionale  e delle  tue  applicazioni  alle  arti,  nel  aecondo  l'autore 
ai  è principalmente  occupato  delle  macchine  idrauliche. 

DÉSAHGUES  (Gsaaino),  distinto  geometra,  nato  a Lione  nel  i5g3.  Apparteneva 
ad  una  famiglia  antica,  e per  obbedire  ai  pregiudizi  di  onore  che  allora  regna- 
vano, abbracciò  dapprima  la  profettione  delle  armi.  Si  trovò  all’aaaedio  della 
R ocbelle  ove  conobbe  Deacartea:  inclinazioni  comuni  gli  avvicinarono,  e quindi 
ti  unirono  di  un’  amicizia  coalante  e aincera.  Déaarguea  essendosi  ritirato  dal 
servizio  militare,  andò  a soggiornare  a Parigi,  ove  fu  ammetto  nella  società  di 
Chantereau  Lefévre,  che  radunava  nella  tua  casa  una  apecie  di  accademia  di  ma- 
tematici: in  tale  società  conobbe  Gaaaeodi , Boulliaud,  Roberval , Cercavi  e Pa- 
scal, che  giovane  ancora  era  già  il  rivale  de’piii  grandi  geometri.  Quando  Deacartea, 
che  ai  era  ritiralo  in  Olanda,  ebbe  pubblicato  il  tuo  libro  dei  Principj,  ebe  pose 
le  fondamenta  della  tua  reputazione,  Déaarguea  raccomandò  il  suo  amico  al  car- 
dinale di  Richelieu,  ma  non  potè  ottenere  per  quel  grand’  uomo  un  collocamento 
nella  tua  patria.  I servigi  però  che  gli  rese  non  ai  limitarono  a questo  soltanto; 
gl’ inviava  tutti  i libri  che  poteva  creder  necessari  •’  *u0  'ta<Ms  * prese  con  ca- 
lore la  ina  difesa  contro  Fermat  e il  p.  Bourdin  che  avevano  censurato  alcune 
delle  sue  opinioni. 

Presso  a poco  nella  stessa  epoca , pubblicò  on  trattato  sulle  sezioni  coniche  che 
gli  meritò  di  essere  annoveralo  fra  i matematici  più  distinti  del  suo  tempo.  La 
sua  reputazione  era  tale,  che  quando  Pascal  pubblicò  il  tuo  trattato  sullo  stesso 
argomento,  Descartes  l’atlrìbul  a Déaarguea,  cb'ei  considerava  siccome  il  solo  ma- 
tematico in  grado  di  produrre  una  simile  opera.  Senza  ambizione , e desiderando 
meno  di  farsi  conoscere  che  di  esser  utile,  Désargues  lasciò  Parigi  e tornò  a Lio- 
ne, ove  ti  diede  interamente  alla  sua  inclinazione  allo  studio  e ti  occupò  special- 
mente dell'arte  del  taglio  delle  pietre  : egli  si  dilettava  ancora  di  dare  agli  operai, 
dai  quali  era  attorniato,  delie  lezioni  su  questa  parte  tutta  geometrica  dell' ar- 
chitettura. Désargues  scriveva  con  purità  ed  eleganza;  ma  sia  che  diffidasse  troppo 
di  tè  stesso,  sia  che  preferisse  d’impiegare  alla  ricerca  di  nuove  verità  il  tempo 
che  avrebbe  speso  a scrivere,  affidò  ad  Abramo  Botte  la  cura  di  stendere  le  sue 
opere  , e a questa  disgraziata  circostanza  deve  attribuirti  la  dimenticanza  in  cui 
sono  esse  cadute.  Désargues  mori  a Lione  nel  t66a.  Le  opere  scritte  da  lui  so- 
no: 1 Traili  de  la  pertpeclive  , Parigi,  i636,  in-fol.;  II  Traiti  det  tectiont 
coniquet , Parigi,  i63g  , io-8.  Le  opere  stese  da  Busse  sono:  i.°  La  manière 
universetl*  pour  poter  V ettieu;  a.*  La  pratique  da  trait  à preuvet  pour  la 
coupé  det  pierret  ; 3.*  La  manière  de  graver  en  taille-douce  et  à F eau-forte ; 
4.°  La  maniire  universelle  pour  pratiquer  la  perspective.  Si  veda  in  questo 
Dizionario  1’  articolo  Bossg. 

DESCARTES  ( Rziuto).  Quegli  uomini,  che  dolati  di  un  ingegno  raro  e potente 
sembrano  chiamati  dalla  provvidenza  ad  imprimere  un  gran  movimento  al  pro- 
gresso intellettuale  del  mondo,  non  appartengono  al  paese  in  cui  sono  nati  , ma 
all  iutera  umanità.  Ciò  non  ostante,  il  sentimento  intimo  e profondo  della  naziona- 
lità non  consente  a perdersi  nella  santa  fraternità  delle  società  umane;  esso  ama 
d’ isolarsi  e d’ insuperbirsi  di  una  fraternità  più  ristretta.  L’  Italia  si  vanta  con 
orgoglio  del  genio  ili  Galileo,  la  Germania  di  quello  di  Leiboilz  , 1* Inghilterra 
di  quello  di  Newton  , la  Francia  ha  diritto  di  crescere  il  suo  lustro  di  quello 
di  Descartes.  Tutti  quegli  spiriti  forti  e arditi,  che  aprono  all’umanità  nuove 
vie  e che  la  precedono  nell’avvenire,  non  compariscono  che  a lunghi  intervalli. 
Le  grandi  menti  non  vengono  sempre  ad  un’epoca  sufficientemente  preparata  per 
accoglierle.  Troppo  spesso  la  parola,  colla  quale  si  rivela  l’opera  dell  ingegno,  va  a 
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percorrere  un  mondo  che  non  ha  eco  per  lei.  Ma  quella  parola  non  muore;  essa 
allenile,  brillante  e feconda,  nel  santuario  della  verità,  che  sorga  un  giorno  prò* 
pizio  in  cui  risuunerà  immensamente,  in  cui  gli  spiriti  potranno  comprenderla. 
Questo  giorno  sembra  giunto  per  1'  immortale  autore  del  Discorso  del  Meto- 
do e di  tante  brillanti  scoperte  nelle  parti  più  elevate  della  scienza  , nelle  più 
nobili  speculazioni  del  pensiero.  La  Francia  dotta  e intellettuale,  sì  lungo  tempo 
trascinata  fuori  della  via  delle  grandi  scoperte  da  un  filosofismo  senza  autorità, 
rinasce  finalmente  ai  lumi  di  una  filosofia  più  degna  della  sagacità  maravigliosa 
di  cui  è dotata.  Già  essa  contempla  con  dolore  profondo  le  statue  che  nel  suo 
lungo  acciecameoto  ha  elevalo  ai  falsi  dei  della  setta  enciclopedica  , dei  men- 
titori i cui  altari  sono  sepolti  sotto  le  rovine  ammonticchiate  dalle  loro  funeste 
dottrine.  Già,  in  un  gran  numero  di  nuovi  scritti  inspirati  da  un  fecondo  pensiero 
di  rinnovazione  e di  avvenire,  il  nome  glorioso  di  Descartes  è richiamato  al  ri- 
spetto e alla  ammirazione  di  tutti  gli  uomini  illuminati.  E noi  che  veniamo  a 
portare  la  nostra  parte  di  pensieri  al  movimento  filosofico  e progressivo  del  no- 
stro tempo  non  temeremo,  in  questa  rapida  analisi  della  vita  e dei  lavori  di  De- 
scartes, di  proclamare  altamente  la  nostra  profonda  ammirazione  per  questo  no- 
bile e sublime  intelletto. 

Renato  Descartes  nacque  ad  Haye,  piccola  città  della  Turrena,  il  3i  Marzo 
1596.  La  sua  famiglia,  originaria  della  Bretagna,  era  nobile,  ma  poco  favorita 
per  parto  della  fortuna.  Come  Newton,  come  tanti  altri  uomini  di  genio,  era  di 
una  costituzione  infermicela  e debole,  che  nella  sua  infanzia  cagionò  forti  ti- 
mori ai  suoi  genitori.  Ciò  non  ostante  fu  inviato  di  buon'ora  a La  Fléche  per 
farvi  i suoi  studj  sotto  la  direzione  dei  gesuiti,  che  allora  da  poco  tempo  si 
erano  stabiliti  in  quei  collegio.  Risulta  dalle  osservazioni  di  cui  fu  1'  oggetto  per 
la  parte  de' suoi  maestri,  che  esso  in  principio  non  si  distinse  dagli  altri  allievi, 
suoi  condiscepoli,  che  per  la  sua  applicazione  più  viva  allu  studio,  e per  la  sua 
inclinazione  all'isolamento  e alla  solitudine;  questa  tendenza  alla  meditazione  si  at- 
tribuiva alla  debolezza  della  sua  organizzazione  che  lo  rendeva  tristo  e melanco- 
nico. Ma  già  egli  viveva  di  pensieri,  già  quello  spirito  fiero  e indipendente  aveva 
scandaglialo  l'abisso  della  filosofìa  scolastica  , aveva  compreso  l'alta  importanza 
delle  matematiche,  e cercava  nella  sua  ragione  un  principio  di  verità  che  i suoi 
studi  classici  non  gli  avevano  ancora  fatto  scorgere.  Ecco  come  egli  c'inizia  in  questi 
primi  passi  del  suo  ingegno:  w Sono  stato  educato  alle  lettere  fino  dalla  mia  in- 
r>  fanzia;  e perché  mi  si  persuadeva  che  col  loro  mezzo  si  poteva  acquistare  una 
n cognizione  chiara  e sicura  di  tutto  ciò  che  è utile  alla  vita,  io  aveva  un  estre- 
mi mo  desiderio  d' impararle.  Ma  tostochè  ebbi  compito  questo  corso  di  studj  , al 
n termine  del  quale  è costumanza  di  esser  ricevuti  nel  numero  dei  dotti,  cara- 
li  biai  interamente  di  opinione , poiché  mi  trovai  imbarazzato  da  tanti  dubhj  e 
n da  tanti  errori,  che  mi  sembrava  di  non  aver  tratto  altro  profitto  cercando 

•*1  d' istruirmi  se  non  d’avere  scoperto  sempre  più  la  mia  ignoranza Crc- 

n detti  perciò  che,  invece  di  conservare  tutte  le  opinioni  che  fino  allora  aveva  io 
» ricevute  fiduciariamente,  non  potessi  far  altro  di  meglio  che  di  cercare  di  lo- 
n glicrmclc  dalla  mente,  all'oggetto  di  riinellervene  in  seguito,  o altre  miglio- 
ri ri , ovvero  le  stesse  quando  le  avessi  esaminate  e ridotte  ad  esser  consentaneo 
n alla  mia  ragione,  n In  seguito  ritorneremo  su  quoti  principj,  dei  quali  tutti  \ 
lavori  di  Descartes  non  sono  infatti  che  deduzioni  più  o meno  felici:  terminia- 
mo di  dare  una  rapida  occhiata  agli  avvenimenti  della  sua  vita. 

Lsceudo  dal  collegio,  in  età  appena  di  19  anni,  Descartes  risolvette  di  viag- 
giare, per  porre  in  pratica  le  sue  nuove  idee,  veder  tutto  da  sé  stesso  , e cer- 
care la  verità  « nel  gran  libro  del  mondo,  n Abbracciò  il  mestiere  delle  armi  e 
servì  successivamente  in  qualità  di  volontario  nelle  truppe  dell’  Olanda  e iu 
Diz.  di  Mat.  rol.  Ili  34 
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quelle  del  duca  di  Baviera.  « Io  impiegai,  dice  egli,  il  retto  della  mia  gioventù  a 
v>  viaggiare,  a vedere  delle  corti  e delle  armate,  a frequentare  uomini  di  diversa 
y*  indole  c condizione».  Ma,  quantunque  l'ardore  della  gioventù  gli  facesse  rinve- 
nire allora  alcun  diletto  in  quella  vita  tumultuosa  cd  agitata,  egli  era  dotalo  di 
una  ragione  troppo  superiore  per  prender  parie  realmente  nelle  contese  sanguinose 
in  mezzo  alle  quali  si  trovava.  Il  guerriero  non  cessava  di  esser  filosofo  sui  cam- 
pi di  battaglia,  che  non  erano  per  lui  che  un  grau  teatro  aperto  alla  sua  osserva- 
zione ; il  suo  scopo  era  quello  di  studiare  non  di  avanzare.  Quel  miscuglio  di 
uomini  di  diversi  paesi,  con  tutte  le  passioni  che  onorano  o affliggono  1*  uma- 
nità, quei  movimenti  improvvisi  che  nascono  dalle  vicende  della  guerra  pre- 
sentivano  al  suo  spirito,  tranquillo  in  mezzo  all' agitazione,  solitario  tra  la  mol- 
titudine, tutti  i mezzi  di  verificare  coll'  esperienza  le  questioni  che  si  era  pro- 
poste; egli  continuava  così  sopra  un  piano  vasto  e nuovo  gli  studj  i piu  impor- 
tanti, applicando  ai  fatti  e agli  accidenti  di  cui  era  testimone  i principi  delle 
scienze  matematiche  c filosofiche,  oggetti  costanti  delle  sue  meditazioni  e de' suoi 
lavori.  Si  racconta  che,  trovandosi  di  guarnigione  a Breda , vide  un  giorno  un 
grau  numero  di  persone  radunate  avanti  un  avviso  scritto  in  lingua  fiamminga; 
era  esso  1' enunziato  di  un  problema  matematico,  che  secoudo  l'uso  del  tempo 
un  geometra  incognito  proponeva  ai  matematici.  Descartes  non  aveva  giudicato 
a proposito  d'imparare  la  lingua  fiamminga,  pregò  perciò  uno  degli  spettatori 
di  tradurgli  la  proposizione  esposta  in  tal  modo  al  pubblico  concorso.  Il  caso 
volle  che  la  persona  alla  quale  il  giovine  ufiziale  straniero  si  era  indirizzalo  fosse 
un  professore  del  collegio  di  Dori , chiamato  Beckmau  , matematico  anch’  esso. 
Questi,  che  trovava  il  problema  assai  difficile,  parve  sorpreso  che  qn  militare 
s'informasse  di  un  tal  genere  di  cose,  e gli  rispose  col  tuono  di  superiorità  di 
un  pedante  che  dubita  che  un  altro  possa  elevarsi  alla  intelligenza  di  ciò  che 
egli  stesso  non  comprende.  Ma  restò  assai  stupito  quando  il  giovane  soldato  gli 
promise,  senza  esitare,  la  soluzione  del  problema  e gliela  portò  il  giorno  dopo. 

Dopo  avere  assistito  alla  battaglia  di  Braga  del  iGao  ed  essere  stato  testimone 
dei  rovesci  militari  di  cui  1'  Ungheria  fu  in  seguito  il  teatro,  Descartes  lasciò 
la  professione  delle  armi  c continuò  i suoi  viaggi.  In  quell'epoca  gli  accadde 
un'avventura  che  poco  mancò  non  gli  costasse  la  vita.  Aveva  percorso  il  setten- 
trione della  Germania  e se  ne  ritornava  in  Olanda  per  mare.  I marinari  del  ba- 
stimento sul  quale  si  era  imbarcato  vedendolo  di  un  umore  dolce  e tranquillo  lo 
presero  per  uu  giovine  senza  esperienza,  c credettero  che  sarebbe  flato  loro  fa- 
cile di  ucciderlo  per  impadronirsi  delle  sue  spoglie,  tanto  più  che  Descartes  non 
era  accompagnato  che  da  un  solo  servitore  francese.  In  questa  persuasione  ten- 
nero tra  loro  consiglio  sui  mezzi  onde  mandare  ad  esecuzione  il  loro  progetto, 
nè  ebbero  riguardo  di  farlo  alla  stessa  sua  presenza,  immaginandosi  che  essendo 
forestiero  non  potesse  intenderli  : ma  Descartes,  che  aveva  ben  compreso  il  loro 
disegno,  si  alza  ad  un  tratto,  sfodera  bruscamente  la  spada,  e volgendosi  a quei 
miserabili  nella  loro  lingua  c con  tuono  risoluto  gli  minaccia  di  trafiggerli  sul- 
1'  istante  se  ardiscono  di  fargli  il  minimo  insulto.  Intimoriti  dalla  sua  audacia 
lo  condussero  ove  volle.  Percorse  successivamente  l'Olanda,  la  Francia,  l’Ita- 
lia, la  Svizzera  c il  Tirolo,  fece  un  lungo  soggiorno  a Venezie  e a Roma,  sem- 
pre inspirato  dal  desiderio  di  acquistare  nuove  cognizioni  e di  verificare  quelle 
phc  aveva  acquistalo.  Fa  maggior  parie  de'  suoi  biografi  si  maraviglia  con  ra- 
gione che  durante  il  suo  viaggio  in  Italia,  Descartes  non  abbia  visitato  P il- 
lustre Galileo,  allora  in  posscssq  delle  sue  priucipali  scoperte,  c perseguitato 
per  aver  esposto  alcune  verità  sublimi.  Descartes  non  si  è mai  spiegato  sa 
questo  proposito,  e si  è osservato  che  in  un’età  più  avanzata  non  manifestò  mai 
n^saupa  ammirazione  pel  genio  di  Galileo.  Ciò  deriva  forse  dalla  circostanza  che 
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avendo  allora  già  concepito  nella  su  a mente  tutto  il  suo  sistema  cosmo-fisicó, 
non  avrebbe  potuto,  senza  esporsi  ad  una  evidente  contradizione,  lodare  dot- 
trine, che  non  erano  in  armonia  colle  sue.  Ma  si  comprenderà  che  una  tale 
considerazione  è troppo  debole:  è meglio  perciò  renumiare  a spiegare  una  cir- 
costanza inconcepibile,  di  cui  la  causa  è rimasta  nascosta  nel  profondo  mistero 
del  pensiero  umano. 

Tornato  dai  suoi  viaggi,  Descartes  volle  darsi  interamente  alla  sola  occupa- 
zione che  gli  parve  convenire  ad  un  filosofo,  quella  di  coltivare  la  sua  mente. 
Credè  di  non  poter  trovare  in  Francia  quella  tranquillità  di  cui  aveva  bisogno, 
quel  procui  negociis , senza  il  quale  gli  uomini  di  sommo  intelletto  si  perdono 
nella  folla,  e finalmente  quella  libertà  che  soprattutto  conveniva  alla  fiera  indi- 
pendenza  del  suo  spirito.  Si  ritirò  in  Olanda  dopo  aver  venduto  una  parte  del  suo 
patrimonio.  Fu  in  questa  terra  straniera  che  Descartes  scrisse  il  maggior  numero 
delle  sue  opere  e eh’  ei  concepì  in  una  laboriosa  solitudine  gli  alti  pensieri  cho 
dovevano  rivelarlo  al  mondo  come  uno  dei  più  bei  genj  che  abbiano  giammai 
attirata  la  sua  ammirazione.  Ma  fu  pure  in  quel  paese,  e dopoché  un’  immensa 
fama  ebbe  accollo  i suoi  lavori,  che  Descartes  ebbe  a lottare  contro  la  vile  e 
crudele  invidia  che  sempre  accompagna  i successi  i più  meritati  e le  opere  più 
sublimi  dell’  ingegno.  Noi  non  possiamo  passare  sotto  silenzio  queste  particolarità 
così  importanti  della  sua  vita.  Molti  professori  delle  università  più  accreditale 
erano  legati  d’amicizia  con  Descartes,  e incominciavano  a diffondere  le  sue  dottri- 
ne. I partigiani  delle  antiche  opinioni,  gelosi  di  una  reputazione  che  gli  ecclis- 
sava  , cercarono  di  rovinarlo  o almeno  di  farlo  cacciare  dall'Olanda.  Gisberto  Voet 
o Voetius,  primo  professore  di  teologia  ad  Utrecht,  si  distinse  fra  tutti  i suoi  nemici 
per  uno  zelo  frenetico,  di  cui  non  possiamo  più  farci  un'idea  esatta  nello  stalo 
attuale  de’ nostri  costumi  e delle  nostre  relazioni  sociali.  Quest'uomo,  abusando 
dell’  influenza  che  gli  davano  le  rispettabili  funzioni  di  cui  era  incaricato  e la 
reputazione  che  si  era  acquistata  coll’  austerità  delle  sue  forme  e do’ suoi  co- 
stumi, fece  dapprima  combattere  la  dottrina  di  Descartes  in  alcune  tesi  pubbli- 
che, in  cui  si  cercava  d'insinuare  contro  di  lui  l'assurda  accusa  di  ateismo.  De- 
scartes ateo!  egli  le  cui  speculazioni  filosofiche  avevano  tutte  avuto  per  oggetto 
di  dimostrare  l'esistenza  d’  Iddio  e l’immortalità  dell’anima!  Ma  nell’  acceca- 
mento dell' odio  suo,  il  teologo  protestante  non  poteva  far  conto  delle  ammira- 
bili proposizioni  in  cui  l’illustre  autore  delle  Meditutioni  s’ innalza  spesso  alla 
perfezione  la  più  chiara  di  queste  auguste  verità.  Voet  ebbe  l’audacia  di  scri- 
vere al  padre  Mersenne  per  indurlo  ad  inveire  coqtro  il  suo  nemico  prendendo 
iu  mano  la  difesa  della  religione  cattolica,  ch’ci  pretendeva  attaccata  dalla  meta- 
fisica di  Descartes.  Ma  il  padre  Mersenne  era  l’amico  il  più  caro  de)  filosofo; 
dolci  rimembranze  si  associavano  alla  loro  intima  amicizia  che  aveva  avuto  prin- 
cipio ul  collegio  di  La  Fiòche.  11  dotto  religioso  mandò  al  suo  amico  la  sua 
risposta  aperta , e Descartes  la  fere  pervenire  a Voet,  senza  degnarsi  di  aggiun- 
gervi una  sola  parola,  egli  che  era  stato  cosi  crudelmente  oltraggiato  dal  suo  vile 
avversario.  Voet  non  si  perse  di  coraggio,  continuò  a declamare  contro  la  meta- 
fisica di  Descartes  e ad  attaccarla  come  contraria  alla  religione:  è noto  come 
con  un  raggiro  infame  giungesse  a far  condannare  le  sue  dottrine  filosofiche  dai 
borgomastri  di  Utrecht,  giudici  incompetenti,  bisogna  pur  confessarlo,  in  questioni 
di  tal  genere!  Queste  persecuzioni,  aggravale  da  calunnie  d'ogni  genere,  dalle  ac- 
cuse le  più  atroci,  posero  un  momento  in  compromesso  la  tanquiliilà  di  Descartes, 
che  ritirato  allora  iu  una  deliziosa  solitudine  nelle  vicinanze  dell’Aja,  accollo 
cd  amato  dalla  principessa  palatina  Elisabetta,  non  dava  alcuna  importanza  a 
questi  miserabili  attacchi,  e per  conseguenza  non  faceva  nulla  per  prevenirne 
l’ effetto.  Ma  quando  dietro  1’  odioso  libello,  che  Voet  pubblicò  contro  di  lui  ce- 
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lamio»!  sollo  il  nome  di  un  giovine  professore  che  ebbe  la  viltà  di  acconsentirvi, 
fu  pronunziala  la  sua  condanna,  il  filosofo  usci  da  quella  riscrbalczza  nella 
quale  si  era  contenuto.  Non  ebbe  che  a comparire  per  sventare  la  vile  macchi- 
nazione immaginata  per  perderlo,  ma  allora  provò  un  profondo  scorgimento , 
e temendo  per  l'avveuire  i nuovi  disgusti  che  suscitargli  poteva  l’odio  che  ne  la 
sut  magnanimità  nè  i suoi  talenti  avevano  potuto  vincere,  si  allontanò  da  un 
paese  che  era  stalo  il  teatro  della  sua  gloria  c quello  delle  più  strane  persecu- 
zioni ; accettò  allora  l’asilo  che  la  celebre  Cristina,  regiua  di  Svezia,  offriva 
al  suo  ingegno. 

Gli  attacchi  di  Voet  fecero  di  Descartes  il  capo  di  una  nuova  scuola  filosofica 
che  ebbe  i suoi  aderenti  e i suoi  avversarj  ; ma  qualunque  sia  il  giudizio  di  cui 
le  sue  dottrine  possano  essere  state  I*  oggetto,  il  nome  del  suo  persecutore  è con- 
dannalo a subire  la  loro  immortalità. 

In  generale,  si  considera  sotto  tre  punti  di  vista  speciali  il  vasto  ingegno  di 
Descartes,  e,  separando  la  sua  filosofia  dalle  sue  scoperte  in  fisica  e in  mate- 
matiche, si  è troppo  lungo  tempo  asserito  che  unicamente  sotto  quest'ultimo 
rapporto  la  sua  gloria  è incontrastabile.  Cosi  la  sua  fisica  e la  sua  filosofia  non 
sarebbero  stale  che  errori  sublimi  pei  quali  gli  farebbero  trovar  gruzia  i suoi 
lavori  matematici.  Noi  non  possiamo  ammettere  queste  distinzioni  altrettanto  in- 
giuste quanto  arbitrarie;  e senza  disconvenire  che  alcune  delle  sue  ipotesi  cosmo- 
fisiche  sono  inammissibili,  noi  consideriamo  le  dottrine  di  Descartes,  io  tutti  i 
rami  del  sapere,  come  un  maestoso  complesso  che  non  può  essere  diviso,  come  un 
tutto  le  cui  parti  tra  loro  collegale  con  uno  stesso  pensiero  e dedotte  dallo  stesso 
principio  non  potrebbero  essere  logicamente  separate  le  une  dalle  altre:  tale  fa 
almeno  l’opinione  del  suo  secolo,  che  diede  il  nome  di  cartesianismo  al  complesso 
ammirabile  delle  sue  dottrine. 

Descartes  pensò  da  sé  stesso,  spezzò  il  vecchio  giogo  della  scuola  peripatetica  , 
e non  ammise  altre  regole  nelle  cose  della  ragione  che  la  ragione  stessa.  Questa 
dottrina  formò  un  gran  numero  di  pensatori.  Invitando  ognuno  a rientrare  io  sé 
stesso  e a dipartirsi  dalla  propria  convinzione,  Descartes  offriva  un  mezzo  di 
non  smarrirsi  con  lui,  supponendo  che  fosse  caduto  in  qualche  errore.  11  servi- 
gio clic  in  tal  modo  rese  alla  filosofia  è immenso;  riformò  la  speculazione  come 
Copernico  aveva  riformato  l’astronomia.  Rompendo  la  schiavitù  del  pensiero  su- 
scitò un  mo«lo  attivo  di  filosofare  che  rovinò  il  metodo  passivo  e storico  in  uso 
prima  di  lui,  e non  bastò  più  di  giurate  sulla  parola  del  maestro  per  trionfare 
di  qualunque  idea  ragionevole  in  mezzo  agli  applausi  della  scuola  pedantesca 
della  filosofia  aristotelica.  La  ragioue  ricuperò  così  per  di  lui  mezzo  la  sua  fe- 
conda c polente  autonomia. 

Senza  dubbio  il  dogmatismo  scolastico  era  stalo  già  attaccato,  prima  di  De- 
scartes , da  uomini  come  Rabelais,  Katnus,  Sanchez  , Montaigne  e Charron,che 
tutti  nelle  forme  speciali  del  loro  talento  e del  loro  carattere  l’avevano  a vi- 
cenda perseguitato  coi  loro  cinici  scherzi,  coi  loro  sarcasmi,  colle  loro  gravi  obje- 
zioni.  Ma  essi  non  avevano  saputo  sostituirgli  che  uno  scetticismo  esagerato , che 
in  sostanza  non  era  che  l’ impugnativa  di  qualunque  scienza  filosofica.  Cosi, 
presso  a poco  nella  stessa  epoca,  uomini  di  fede,  come  Erasmo  e Melantone,  spa- 
ventati dal  nulla  che  il  pirronismo  induceva  nella  speculazione,  diedero  alla  fi- 
losofia scolastica  l’ appoggio  della  loro  calda  e vibrata  eloquenza.  Non  bisogna 
d’altronde  immaginarsi  che  la  filosofia  scolastica  fosse  in  sè  stessa  una  cosa  pue- 
rile. 1 Tomraasi,  gli  Scolli  non  erano  al  certo  spirili  superficiali  o grossolani. 
Questi  uomini,  ragguardevoli  per  l’esleusioue  delle  loro  cognizioni  e per  la  sotti- 
gliezza della  loro  dialettica,  avevano  almeno  mostrato,  in  tutta  la  sua  estensione, 
1’  uso  clic  Io  spirilo  umano  poteva  fare  dello  strumento  logico.  Essi  avevano  fatto 
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anco  di  più  purificando,  e intellettualizzando  per  coi!  dire  l'idea  dell'essere  su- 
premo. Cosi  la  filosofìa  scolastica  poneva  lo  spirito  umano  sul  cammino  di  una 
metafisica  razionale  e in  tal  modo  valeva  essa  assai  più  dell'  empirismo  e dello 
scetticismo.  Tale  fu  l’opera  di  Descartes  che  realixzò,  coll’emancipazione  della 
ragione,  questo  inestimabile  benefìzio. 

La  divisa  della  scuola  cartesiana  fu  questa:  «Pensa  da  te  stesso,  e non  giu-  ' 
dicare  di  nulla  sulla  parola  n.  Essa  comprende  una  delle  regole  le  più  impor- 
tanti per  lo  spirilo  filosofico,  e non  ammette  il  dubbio  che  come  una  prepara- 
zione all'esame.  Questa  scuola  celebre  illustrò  la  Francia,  e la  fece  annoverare 
tra  le  nazioni  le  più  illuminate.  Il  cartesianismo  fu  successivamente  adottato  da- 
gli spiriti  i più  forti,  i più  elevati,  i più  indipendenti  del  secolo  di  Luigi  XIV, 
dai  Bossuet,  dai  Fénelon,  dai  Alallebranche,  dai  principali  membri  dell’ illustre 
congregazione  dell'  Oratorio,  dagli  scrittori  tanto  distinti  della  grande  e celebre 
scuola  di  Porto  Beale,  e finalmente  da  una  istituzione  religiosa,  oggi  decaduta, 
che  almeno  non  è stata  mai  accusata  d’ignoranza.  Se  queste  illustri  approvazioni 
non  bastassero  per  stabilire  la  profonda  influenza  che  il  cartesianismo  esercitò 
sul  suo  secolo  e nel  tempo  stesso  l'alta  sua  direzione,  i sarcasmi  di  Voltaire  e 
della  sua  scuola  proverebbero  abbastanza  che  esso  era,  per  l'empirismo  del  pas- 
sato secolo,  un  principio  forte  e vivente  che  condannava  i suoi  deplorabili 
errori. 

Così  la  filosofìa  di  Descartes  non  è un  concepimento  talmente  debole  che  non 
se  ne  debba  parlare  che  per  memoria  : e se  non  avesse  altri  titoli  che  questi  al- 
1' ammirazione  della  posterità,  la  sua  gloria  sarebbe  ancora  immortale. 

Il  principio  razionale  che  Descartes  aveva  introdotto  nella  metafisica  dovette 
applicarlo  pure  alla  fisica.  Ad  onta  dell’  arditezza  e forse  dell'  inverisimiglianzv 
di  alcune  delle  sue  ipotesi , si  rimane  compresi  da  maraviglia  per  la  fecondità  c 
per  l'estensione  del  suo  genio  esaminando  il  complesso  del  suo  sistema.  Ciò  non 
ostante  la  tua  ingegnosa  idea  dei  vortici  è quasi  la  sola  che  oggigiorno  a lui  si 
attribuisca  generalmente,  come  se  fosse  possibile  di  giungere  ad  un  tal  concepi- 
mento, qualunque  sia  del  resto  il  suo  valore  scientifico,  senza  aver  percorso  una 
catena  immensa  di  pensieri  e di  ricerche  1 Ma  quali  sublimi  scoperte  non  ha 
egli  realizzate  in  questo  sistema , e di  quante  altre  conquiste  scientifiche  questo 
sistema  non  è stato  la  sorgente!  Così  uno  scrittore  moderno  ha  potuto  dire  con 
ragione  : se  egli  si  è ingannato  sulle  leggi  del  moto,  ha  almeno  indovinato  il  pri- 
mo che  doveva  esservene.  Non  potrebbe  forse  pure  essere  che  sottoponendo  ap- 
punto all' esame  dell'alta  sua  mente  le  idee  di  Descartes  il  grau  Newton  si  sia 
trovato  naturalmente  sulla  via  delle  immortali  tue  scoperte? 

Quando  Descartes  scrisse  il  suo  discorso  sulla  diottrica,  la  disegnale  refrangibi- 
lità dei  diversi  raggi  della  luce  non  era  ancora  conosciuta  ; ciò  non  ostante,  oltre 
una  moltitudine  di  ingegnose  applicazioni  della  geometria  a questa  scienza,  il  suo 
trattalo  contiene  1’  esposizione  della  vera  legge  della  retrazione,  scoperta  immensa 
che  Huygens  ha  tentalo  invalso  di  contrastare  a Descartes,  allegando  che  essa  esi- 
steva nei  manoscritti  di  Snellio,  cui  Descartes  aveva  potuto  vedere  in  Olanda: 
ma  tale  reclamo  fatto  in  un’epoca  in  cui  Descartes  non  poteva  più  difendersi  non 
basta  per  togliergli  una  scoperta  la  quale  non  gli  fu  contesa  fino  che  visse.  Nel 
trattalo  delle  meteore  ha  dato  la  vera  teoria  dell'arcobaleno,  in  quel  modo  che 
poteva  farsi  in  un'epoca  in  cui  la  diseguale  refrangibilità  della  luce  non  era 
ancora  conosciuta  ( ledi  Domisi*);  e,  ciò  else  merita  di  esser  ben  notalo,  sebbe- 
ne questo  dato  così  importante  gli  mancasse,  la  sua  teoria  è non  ostaute  esatta, 
perchè  vi  supplisce  con  un'  esperienza.  Infatti  determina  dapprima  , per  mezzo 
del  calcolo,  il  cammino  dei  raggi  luiuiuosi  che  penetrano  in  una  gocciola  d’acqua, 
e che  quindi  ne  escono  dopo  uua  o più  riflessioni.  Questo  calcolo  gli  la  cotio- 
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«cere  ohe  *li  tulli  i raggi  che  possono  io  tal  modo  cadere  sopra  una  gocciola 
non  vi  sono  che  quelli  che  vi  penetrano  sotto  un  certo  angolo  che  possano  giun- 
gere allo  spettatore  senza  allontanarsi  gli  uni  dagli  altri,  e per  conseguenza 
senza  indebolirsi.  Per  tal  modo  determina  primieramente  le  vere  circostanze  nelle 
quali  il  fenomeno  dell'arco  baleno  può  prodursi,  ed  esse  sono  conformi  all' os- 
servazione. Restava  ad  assegnarsi  la  causa  dei  colori.  Descartes,  senza  conoscerla, 
la  riduce  con  molta  sagacilk  ad  un  altro  fenomeno  più  semplice  , a quello  cioè 
della  decomposizione  della  luce  per  mezzo  del  prisma  , e dimostra  il  rapporto 
intimo  di  queste  due  dispersioni.  Ecco  la  vera  fìsica  matematica,  esclama  un  dotto 
biografo  di  Descartes,  quella  che  per  mezzo  del  calcolo  riduce  i fatti  alla  cate- 
goria medesima  di  altri  fatti,  senza  bisogno  di  alcuna  nuova  ipotesi , e che  così 
gli  unisce  gli  uni  agli  altri  per  nodi  indissolubili.  Così,  siccome  la  sua  filosofia , 
la  fìsica  di  Descartes  porla  P impronta  del  pensiero  di  un  ingegno  potente;  e se 
nel  suo  sistema  del  inondo  e nella  spiegazione  di  alcuni  fenomeni  naturali  non 
ba  con  egual  felicità  incontralo  la  verità,  è egli  sotto  questo  rapporto  solamente 
che  debbono  essere  riguardati  gl'  immensi  suoi  lavori  ? E a quale  altezza  non  bi- 
sogna  egli  esser  collocati  per  poter  pronunziar  giudizio  sugli  errori  di  un  tal  uomo? 

I lavori  geometrici  di  Descartes , che  debbono  ora  occuparci  , gli  assegnano 
per  sempre  il  posto  il  più  elevato  fra  gli  uomini  d'ingegno  che  hanno  contri- 
buito ai  progressi  della  scienza.  1 suoi  diritti,  in  questo  rapporto,  furono  ricono- 
sciuti anco  da' suoi  più  crudeli  nemici;  e i teologi  olandesi  , dei  quali  ebbe  a 
«offrire  gli  attacchi,  resero  omaggio  alla  bellezza  e all’importanza  delle  sue  sco- 
parle matematiche.  Ma  tioi  abbiamo  avuto  ragione  di  dire  che  Palla  attitudine 
di  Descartes  in  questo  ramo  dei  sapere  emanava  pure  dal  principio  superiore  sul 
quale  fondò  la  sua  filosofia.  Questa  idea  non  è nuova  , e P illustre  Fonteuelle 
aveva  detto  prima  di  noi,  formando  un  paralello  fra  Descartes  e Newton:  n Tot- 
r>  ti  e due,  geometri  eccellenti,  hanno  veduto  la  necessità  di  trasportare  la  gen- 
ti melria  nella  fìsica;  tutti  e due  hanuo  fondato  la  loro  fìsica  sopra  una  geome- 
tt  tria,  che  essi  non  dovevano  che  ai  loro  propri  lumi.  « Fu  infatti  per  una  facoltà 
spontanea  della  sua  ragione  che  Descartes  operò  nelle  matematiche  una  felice  ri- 
voluzione; e infatti  le  sue  idee,  esposte  quasi  senz'ordine  e soprattutto  senza 
sviluppo,  sono  prodotte  nella  sua  geometria  sotto  la  forma  di  principj  che  il  suo 
genio  si  contenta  di  svelare,  senza  degnarsi  di  scendere  a farne  l'applicazione. 

II  trattato  di  geometria  di  Descartes  comparve  in  seguilo  del  suo  Metodo , non, 
come  è stalo  dello  , perchè  non  facesse  alcun  pregio  di  metodi  di  cui  era  l' in- 
ventore e da  cui  la  sua  gloria  doveva  trarre  il  maggiore  splendore,  ma  perchè 
era  stato  coudotto  dal  ragionamento , o se  vuoisi  dalla  speculazione  metafìsica  , 
alla  scoperta  de'  suoi  più  bei  teoremi. 

Prima  di  Descartes  eransi  già  fatti  molti  progressi  nelle  ricerche  puramente 
algebriche.  Era  stata  trovata  la  soluzione  delle  equazioni  che  oggi  si  dicono  del 
terzo  e del  quarto  grado;  ma  la  notazione  di  cui  si  faceva  uso  era  ancora  grosso- 
lana e imbarazzala  dai  rapporti  materiali  mediante  i quali  s' introducevano  nell'  al- 
gebra le  idee  di  lunghezza,  di  superfìcie,  di  solidità.  Ora  l'algebra  è una  lingua  che 
ha  per  oggetto  speciale  e per  utilità  principale  di  esprimere  puramente  i rapporti 
astratti  delle  quautilà.  Bisognava  adunque,  per  estenderla,  cominciare  a liberarla 
dalle  considerazioni  estranee  che  la  inceppavano:  fu  questo  appunto  il  primo  ser- 
vigio die  le  rese  Descartes,  e la  stia  metafisica  gli  fu  siugolarmente  utile  in  questa 
circostanza.  Secondo  l'antica  limitazione  dell'algebra,  i prodotti  successivi  di  una 
stessa  quantità  erano  talvolta  rappresentali  colle  dimensioni  dell* estensione,  cioè 
con  un  quadralo  e con  un  cubo  in  prospettiva,  qualche  volta  colla  lettera  iuiziale  Q 
o C posta  sopra  la  quantità,  qualche  volta  finalmente  colla  ripetizione  stessa  del- 
la lettera  per  mezzo  della  quale  era  iudicata  la  quantità.  A tutte  queste  nota- 
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rioni  imbarazzanti  c che  ritardavano  il  pensiero,  Descartes  ne  sostituì  una  chia- 
ra, semplice,  generale,  e soprattutto  calcolabile.  Immaginò  di  porre  una  cifra  al 
di  sopra  della  quantità,  e coi  differenti  valori  di  questa  cifra  indicò  le  sue  diverse 
potenze.  Per  comprendere  tutta  1*  importanza  di  questa  scoperta,  non  si  ha  che 
a gettare  gli  occhi  sulle  antiche  formule,  e confrontare  la  loro  estrema  compli- 
catezza colla  forma  semplice,  c per  cosi  dire  palpabile,  che  l'uso  degli  esponenti 
ha  dato  loro.  L'oggetto  dell'algebra  è,  come  abbiamo  detto,  di  esprimere  in 
un  modo  rigoroso  i rapporti  astratti  delle  quantità  ; la  sua  perfezione  consiste 
nel  metterli  nella  più  chiara  evidenza.  Allora  lo  spirito,  non  dovendo  più  fare 
alcuno  sforzo  per  comprendere  questi  rapporti,  può  portare  tutta  la  sua  sagacità, 
tutta  la  sua  energia  all'  interpretazione  stessa  della  espressione  algebrica  alla 
quale  si  trova  ridotto  il  quesito. 

L' applicazione  dall*  algebra  alla  geometria  è senza  contrasto  una  delle  più 
belle  scoperte  di  Descartes.  Egli  è il  vero  fondatore  di  quella  scienza  oggigiorno 
cosi  feconda , conosciuta  sotto  il  nome  inesatto  di  Geometria  analitica.  Prima  di 
lui  crasi  per  verità  applicata  l’algebra  ai  problemi  della  geometria,  rappresen- 
tando le  incognite  del  problema  per  mezzo  di  lettere,  • cercando  di  risolvere 
le  equazioni  alle  quali  conduceva  P enunziato  di  ciascun  problema.  La  scoperta 
di  Descartes  è di  un  ordine  tutto  diverso.  Immaginò  che  la  natura  di  ciascuna 
curva  dovesse  essere  espressa  e definita  da  una  certa  relazione  tra  due  linee 
variabili,  di  cui  1' una  figurava  le  ascisse  e l'altra  le  ordinate.  Comprese  che, 
per  trovare  questa  relazione,  era  sufficiente  lo  scrivere  in  linguaggio  algebrico 
una  delle  proprietà  caratteristiche  della  curva;  per  esempio  pel  circolo,  che  sia 
una  curva  piana,  tutti  i punti  della  quale  siano  egualmente  distanti  da  uno  stesso 
punto.  Tale  scoperta  aveva  questo  di  ammirabile  che  , tradotta  una  volta  iu  tal 
guisa  in  formula  la  natura  della  curva , non  si  trattava  più  che  di  considerare 
iu  modo  astratto  l'equazione  che  ne  risultava,  per  dedurne  tutte  le  altre  pro- 
prietà geometriche  contenute  implicitamente  nella  definizione  primitiva.  Questa 
deduzione,  che  presso  gli  antichi  esigeva  lo  sforzo  di  mente  il  più  penoso,  e 
che  spesso  rassomigliava  meno  ad  una  ricerca  diretta  che  ad  una  specie  di  divi* 
nazione,  trovavasi  cosi  ridotta  ad  una  facile  interpretazione  e per  cosi  dire  ad 
un  giuoco,  che,  non  esigendo  alcuno  sforzo  dello  spirito,  gli  permetteva  di  appli- 
carsi tutto  a sviluppare  le  combinazioni  della  formula  le  più  notabili  e le  più 
necessarie.  Ma  Descartes  non  si  arrestò  a questo  punto  : fece  una  scoperta  inver- 
sa della  precedente;  e dopo  avere  insegnalo  ad  esprimere  e a conoscere  le  pro- 
prietà di  una  curva  per  mezzo  di  un'  equazione  algebrica,  considerò  queste  stesse 
equazioni  come  emblemi  di  curve  che  si  tagliavano  in  punti  le  cui  ascisse  erano 
le  radici  delle  equazioni.  Una  volta  in  possesso  di  questi  metodi  generali  , potè 
enunziarc  in  linguaggio  algebrico  e risolvere  direttamente  dei  problemi  geome- 
trici che  avevano  fermato  tutta  l'antichità,  come  lo  fa  vedere  egli  stesso  nella  prima 
questione  che  prende  a risolvere  nella  sua  geometria,  e può  ora  concepirsi  come  con 
questo  segreto  poteva  ridersi  della  maggior  parte  delle  questioni  che  imbarazza- 
vano i matematici  del  suo  secolo.  La  geometria  di  Descartes  era  difficilissima  a 
leggersi  pel  suo  tempo,  ed  egli  stesso  dice  di  non  aver  cercato  di  sviluppar* 
molto  i suoi  metodi,  per  mostrare  senza  dubbio  ai  suoi  nemici  la  sua  superiorità 
per  la  difficoltà  stessa  che  avrebbero  ad  intenderla.  Oggigiorno  questi  melodi 
sono  i primi  che  si  pongono  nelle  mani  della  gioventù,  e per  questa  ragione  ci 
sembrano  più  facili;  ma  dobbiamo  però  convenire  che  le  cognizioni  geometriche 
che  si  avevano  prima  di  Descartes  non  crauo  per  così  dire  che  elementari  re- 
lativamente alle  sue  : e soltanto  dalle  aggiunte  che  vi  ha  fatto  deve  segnarsi 
l’epoca  di  una  rivoluzione  che  Iu  sì  energicamente  favorito  i progressi  della 
geometria.  Il  metodo  delle  tangenti,  che  diede  in  seguilo,  deve  occupare  un  po- 
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sio  distinto  tra  le  sue  scoperte,  sebbene  dopo  di  lui  se  ne  siano  immaginati  altri 
di  un'  espressione  più  semplice  e più  generate.  Egli  stesso  parla  del  suo  metodo 
con  una  specie  di  entusiasmo:  » Dì  tutti  i problemi  , dice  egli,  che  ho  scoperti 
n in  geometria,  niuno  ve  ne  ha  che  sia  più  utile  e più  generale,  e di  tutti  è 
n quello  di  cui  ho  maggiormente  desiderato  di  trovare  la  soluzione,  n lo  seguito 
Descartes  propose  nella  sua  corritpondenza  un  altro  metodo  per  le  tangenti;  ma 
tutti  e due  sono  peraltro  fondali  sugli  stessi  principj. 

La  scienza  deve  a Descartes  la  cognizione  della  natura  e dell'uso  delle  radici 
negative,  ed  è il  primo  che  le  abbia  introdotte  nella  geometria;  ha  dato  una  re- 
gola per  determinare  dietro  la  sola  ispezione  dei  segni  il  numero  delle  radici 
positive  e negative,  ed  ha  pure  arricchito  la  teoria  di  Harriot  d’una  scoperta 
che  le  ingiuste  critiche  di  Wallis  non  hanno  potuto  spogliare  del  suo  carattere 
di  originalità  e di  utilità  agli  occhi  di  tutti  i geometri.  Si  sa  che  la  limitazione 
di  questa  regola  consiste  nel  non  dovere  1’  equazione  avere  alcuna  radice  imma- 
ginaria. Descartes,  come  hanno  preteso  Wallis  e Hoberval , non  ha  ignorato  que- 
sta limitazione,  poiché  egli  stesso  l'annunzia  in  un  altro  passo  della  sua  geome- 
tria, dicendo  che  queste  radici  sì  positive  che  negative,  non  sono  sempre  reali, 
ma  qualche  volta  soltanto  immaginarie.  Wallis  ha  ricusato  a Descartes,  collo 
stesso  spirilo  d'ingiustizia,  una  scoperta  molto  importante  nell'algebra,  vale  a 
dire  il  metodo  dei  coefficienti  indet ermineti , che  consiste  nel  supporre  un'equa- 
zione cou  dei  coefficienti  indeterminati,  di  cui  si  trova  quiodi  il  valore  per  mez- 
zo del  confronto  de' suoi  termini  con  quelli  di  un'altra  equazione  che  deve  esser- 
gli eguale.  Noi  non  possiamo  dar  qui  che  V enunciato  delle  scoperte  e dei  lavori 
di  Descartes  nella  geometria  e nell'algebra;  esse  sono  esposte  alla  parola  che  le 
concerne  in  tutti  i loro  sviluppi,  ed  è perciò  che  noi  passiamo  sotto  silenzio  le 
diverse  querele  scientifiche  alle  quali  queste  scoperte  hanno  potuto  dar  luogo, 
aia  al  tempo  di  Descartes,  sia  dopo  di  lui. 

Così  Descartes  non  si  è occupato  di  alcuna  delle  parti  più  elevate  del  sapere 
senza  lasciarvi  l'impronta  del  suo  ingegno.  In  matematiche,  gli  sono  dovute  im- 
portanti scoperte  in  tutte  le  parli  dell'algebra  e specialmente  nella  teoria  delle 
equazioni;  l'applicazione  dell' algebra  alla  geometria  ed  un  metodo  iogegnoso 
per  condurre  le  tangenti  alle  curve.  Nella  fisica  matematica,  la  teoria  dell'arco- 
baleno, la  legge  della  refrazione  e la  dimostrazione  del  principio  fondamentale 
della  meccanica , sono  tutte  scoperte  preziose  che  la  scienza  deve  a Descartes. 
Si  scorge  in  una  delle  lettere  di  questo  uomo  sommo,  scritta  nel  i63i  , che  egli 
prima  del  Torricelli  aveva  sospettalo  il  peso  dell'aria  e la  sua  azione  per  soste- 
nere l'acqua  nelle  trombe  e nei  tubi  chiusi  da  una  delle  loro  estremità,  poiché 
egli  v»  »p>cga  il  fenomeno  della  sospensione  del  mercurio  in  un  tubo  chiuso  nella 
parte  superiore,  attribuendolo  al  peso  della  colonna  d'aria  elevata  fino  al  di  là 
delle  nuvole.  Egli  ha  finalmente  determinalo  per  mezzo  del  principio  razionate 
che  ha  stabilito  in  filosofia,  il  gran  movimento  intellettuale  che  coutinua  ad  ope- 
rarsi nello  spirito  umano. 

Abbiamo  veduto  di  sopra  che  l’illustre  Descartes , profondandole  afflitto  dalle 
ingiuste  persecuzioni  che  le  sue  opinioni  gli  attiravano  in  Olanda,  aveva  accettalo 
I'  asilo  che  la  regina  Cristina  gli  aveva  offerto  alla  sua  corte.  Allora  però  la 
Francia  non  si  mostrò  indifferente  olla  gloria  di  quest'uomo  prodigioso.  Le  sue 
dottrine  vi  fecero  rapidi  progressi,  e il  re  Luigi  XIII  gli  fece  invano  offrire  i 
suoi  favori.  Egli  accettò  in  seguilo  una  pensione  di  3ooo  lire  che  gli  fu  esatta- 
mente pagata  ad  onta  delle  turbolenze  politiche  che  agitavano  allora  il  paese.  E 
vero  che  nell'  anno  seguente  gli  venne  accordalo  il  brevetto  di  una  pensione  più 
considerabile,  e che  quando  ebbe  pagato  i soliti  diritti  non  ne  intese  piu  par- 
lare; ma  che  erano  in  realtà  quelle  triste  e meschine  ricompense  verso  un  uomo 


T* 


DES  273 

come  Descartes,  mentre  una  moltitudine  di  poeti  e di  commedianti  , onorati 
nella  sua  patria,  vi  ricevevano  le  ricompense  che  non  sono  dovute  che  all'  in- 
gegno? 

Il  cangiamento  di  vita  che  la  nuova  sua  posizione  presso  la  regina  Cristina 
impose  a Descartes,  alterò  ben  presto  la  sua  salute,  che  aveva  sempre  avuto 
bisogno  dei  maggiori  riguardi.  Il  clima  freddo  della  Svezia  e la  tirannia  delle 
abitudini  del  cortigiano,  alle  quali  fu  obbligato  a sottoporsi,  abbreviarono  la  sua 
vita.  Assalito  da  uu  male  di  petto  soffri  per  qualche  giorno  e mori  a Stockholm 
il  di  li  Febbrajo  iG5o  in  età  appena  di  anni. 

La  regina  di  Svezia  versò  delle  lacrime  alla  morte  di  Descartes;  essa  volle 
farlo  seppellire  nella  tomba  dei  re,  ma  la  Francia  reclamò  per  mezzo  del  suo 
ambasciatore  la  sua  spoglia  mortale,  che  non  ostante  non  fu  trasferita  da  Sto- 
ckholm  a Parigi  che  diciotto  anni  dopo  il  doloroso  avvenimento  che  aveva  pri- 
vato il  mondo  dotto  dei  vivissimi  lumi  del  suo  ingegno,  e la  Francia  del  più 
grand’  uomo  che  giammai  abbia  ricevuto  la  luce  nel  suo  seno. 

Le  reliquie  di  Descartes  furono  deposte  nella  chiesa  di  sanla  Genoveffa  , e si 
scolpi  sulla  sua  tomba  il  arguente  epitaffio  che  offre  un  compendio  notabilissimo 
della  sua  vita  e de' suoi  illustri  lavori. 

D.  O.  M. 

REIUTUS  DESCARTES, 


Vir  tupra  titolo!  omnium  retro  philosophorum 
Nobili!  genere,  armoricus  gente , turonicut  origine 
In  Galliti  Flexiae  studuit , 

In  Pannonia  miles  meruit , 

In  Batavia  philosophus  delituit , 

In  Suecia  vocatus  occubuit. 

Tanti  airi  pretiotas  reliquia! 

Galliarum  percelebris  lune  legata! , Petrui  Cfianut , 
Christinae , sapienti!  !Ìmae  regina e,  lapientium  amai  riti 
Incidere  non  potuit , nec  t ‘indicare  patriae 
Sed  t/uibu s licuit  cumulata!  onoribut 
Peregrinae  terrae  mandavi!  invitti!  , 

Anno  i65o,  mense  t'ebruario , aerati!  5$. 
Tandem  post  septem  et  decem  annoi 
la  gratiam  Ghristianiiiimi  regis 
Ludovici  decimi  quarti 
Virorum  insignium  cultori s et  remuneratoris 
Procurante  Petro  d'Alibert 
Sepulchri  pio  et  amico  violatore 
Patriae  redditae  sunt , 

Et  in  isto  urbis  et  artium  culmine  polirne. 

Ut  qui  vivus  apud  exteros  otium  et  famam  quacsierat 
Mortuus  apud  suoi  cum  laude  quiesceret , 

Sui!  et  exleris  in  exemplum  et  documentum  futurus. 
I nunc  viator , 

Et  divinitatis  immortalinole  animae 
Maximum  et  clarurn  asserrorem 
Aut  jam  crede  felicem  aul  preci  bus  redde . 

Bit.  di  Hat,  Val . Ili ! 
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Nel  carattere  di  questo  grand’  uomo  eravi  un  misto  di  affabilità  e di  no- 
bile fierezza  che  annunziava  ad  un  tempo  la  purezza  dell’ animo  suo  e l’ ele- 
vatezza del  suo  spirilo.  Non  ostante  , si  lasciò  talvolta  trasportare  dalla  vivacità 
della  sua  immaginazione  in  dispute  scientifiche  nelle  quali  la  ragione  non  fu  sem- 
pre dalla  sua  parte.  Ebbe  ragione  con  Roberval,  matematico  francese,  che,  mal 
conoscendo  il  suo  genio,  cercò  in  tutta  la  sua  vita  di  farlo  passare  per  un  vile 
plagiario  delle  scoperte  altrui;  ebbe  torto  verso  Fermai,  al  quale  non  rese  dap- 
prima intera  giustizia  , e che  polendo  sostenere  una  lotta  che  non  era  ineguale 
si  affrettò  premurosamente  a rendere  omaggio  all’ingegno  di  Descartes  e a cer- 
care la  sua  amicizia.  Ma  queste  macchie,  simili  a quelle  del  sole  che  non  possono 
scorgersi  che  per  mezzo  di  potenti  strumenti,  non  alterano  in  nulla  la  bellezza 
del  suo  ingegno  , come  quelle  non  oscurano  lo  splendore  di  quest’  astro.  Del 
resto,  tutte  le  testimonianze  dei  contemporanei  attestano  la  bontà  del  cuore  , 
la  generosità  e la  pietà  illuminata  di  Descartes  , di  cui  un  apologista  ba  detto 
con  ragione:  » Si  può  esser  giunti  più  oltre  di  lui,  ma  nella  via  che  egli  ha 
•n  tracciala  ; si  può  esser  saliti  più  in  alto,  ma  partendo  dal  punto  di  elevazione 
» in  cui  egli  ha  collocato  gli  spiriti;  si  può  finalmente  averlo  combattuto  con 
» successo,  ina  servendosi  delle  armi  che  egli  stesso  ha  somministrato  ». 

Ci  sia  ora  permesso,  terminando  questa  succinta  notizia  intorno  al  nostro 
grande  ed  illustre  Descartes,  di  emettere  uu  voto  che  sarà  compreso  dalla  Fran- 
cia illuminata.  Il  nostro  paese  ha  elevato  monumenti  e statue  alla  memoria  di 
alcuni  scrittori  poco  degni  del  cieco  entusiasmo  che  hanno  eccitalo,  e i cui 
lavori  non  hanno  fallo  che  attaccare  la  monile  pubblica  c ritardare  il  progresso 
dell’umanità:  che  la  memoria  di  Descartes  sia  finalmente  onorata,  e che  la  sta- 
tua «li  Voltaire  non  faccia  più  rammentare,  nel  tempio  stesso  della  scienza,  l’in- 
gratitudine della  Francia  verso  I’  illustre  restauratore  della  filosofìa  razionale. 

Le  opere  di  Descartes  sono  stale  raccolte  sotto  il  titolo  di  Opera  omniay  Am- 
sterdam, i67«:-83,  9 voi.,  in-4  pire.;  ivi  1692-1701,  9 voi.  in-4  pire.;  ivi,  1713, 
pure  9 voi.  in-4  P'cc*  L’edizione  francese  comprende  i3  volumi  in-12,  cioè: 

1 Discours  de  la  methode  pour  bien  conduire  sa  raison  et  che  re  he  r la  aerile 
dans  les  Sciences  ; plus  la  Dioptrique  et  les  Méteores  , la  Mécanique  et  la 
Musique , qui  soni  des  essais  de  cetre  methode , Parigi,  1724-*  ‘A  voi.  in-i2,  con 
note  di  N.  Puisson  , prete  dell’oratorio:  la  prima  edizione  di  questo  Discorso 
è di  Leida,. 1637,  in-4  ì ^ L’  botarne  de  René  Descartes  et  la  formation  da 
foetus , uvee  les  remarques  de  Louis  de  Laforge , Parigi,  1729,  in-12;  III  Les 
principe s de  la  philosophie , ecrits  en  latin  par  Descartes  et  traduits  en  f ran- 
cai s par  un  des  ses  amia  (Picot),  Parigi,  1724,  in-12.  Questa  edizione  è fatta 
sulla  quarta  rivista  e corretta  da  Clerselrer  c pubblicala  nel  1681  in-4.  La  prima 
edizione  di  questa  traduzione  è del  1647.  IV  Me’ditations  métaphysiques , tra- 
ditile* du  latin  de  V atti  tur  par  M.  le  D.  D.  L.  IV.  S.  (Carlo  d’Albert  duca 
di  Luynes);  et  les  Objections  faìtes  contre  ces  me'ditations , avec  les  Répon - 
ses  de  Laurear  9 iraduiles  par  M.  C.  L.  R.  (Claudio  Clerselier);  troisième 
edition  divisée  par  articlcs , avec  des  sommaires  par  R.  F.  (Renato  Fede 
dottore  in  medicina  «l’Angers),  Parigi,  1724,  2 voi.  in-12.  La  prima  edizione 
di  questa  traduzione  è del  1647,  in-4  ; V Les  passions  de  P ame\  le  monde , 
ou  Traile  de  la  lumière  et  de  la  géométrie  ; nouvelle  é di  tinti  augmentée 
d ’ un  discours  sur  le  mouvement  locai  et  sur  la  fièvre  suivant  les  principe s 
du  me  me  auleiir , Parigi,  1726,  in-12;  VI  Lettres  , où  soni  traitées  les  plus 
belles  questiona  touchant  la  morale , la  physique , la  médecine  et  les  mùthé- 
matiques , Parigi,  172^-25,  G voi.  ini2.  La  prima  edizione  di  queste  lettere 
fu  pubblicata  da  Clerselier  dal  1657  al  1667  in  3 voi.  in-4*  Vittorio  Cousin  ha 
pubblicato  recentemente  una  uuova  edizione  completa  delle  opere  di  Descartes, 
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preceduta  dall’elogio  dell’autore  scritto  da  Thomas,  Parigi,  1824.36,  11  voi. 
in-8.  L’  ultimo  tomo  comprende  le  opere  che  non  erano  ancora  stale  tradotte  in 
francese:  e vi  si  trota  inoltre:  r.°  Una  Lettre  de  Descartes  à f'oet , in  confu- 
tazione di  due  libelli  , 1’  uno  dello  stesso  Voet  e l’altro  di  uno  de' suoi  scolari- 
a."  Regie*  paur  la  direction  de  l'  esprit;  3.°  Recherches  de  la  ve  rii  é par  les 
lumière s aaturellesy  4-°  Première s pensée s sur  la  generation  des  animaux- 
5.“  Un  piccolo  articolo  intitolato:  Des  saveurs-,  6.“  Un  estratto  dei  manoscritti 
di  Descartes. 

DESCENDENTE  (Astrpn.).  Vedi  Discendente. 

DESCENSIONE  ( Astron .).  Vedi  Discensione. 

DESCHALES  (Cutioio  Fzascesco  Milliet  di),  matematico,  nato  nel  i6ar  a 
Chaniberi,  vesti  in  età  di  quattordici  anni  l’abito  della  compagnia  di  Gesù  , e 
per  nove  anni  professò  1’  umanità  e la  rctlorica.  Pieno  di  zelo  per  la  conver- 
sione degli  infedeli,  domandò  ed  ottenne  di  estere  inviato  alle  missioni  orientali. 
Durante  il  viaggio  ebbe  occasione  d'istruirsi  nelle  particolarità  della  navigazione^ 
e fin  d’ allora  si  sviluppò  in  lui  un  genio  irresistibile  perle  matematiche  Al  suo’ 
ritorno , Luigi  XIV  io  creò  professore  d’ idrografia  a Marsiglia,  ed  ivi  colla  scorU 
delle  osservazioni  astronomiche  projetlò  una  carta  del  mare  mediterraneo,  cor- 
retta d.i  molti  errori  che  deformavano  tutte  le  carte  di  quell’ epoca.  In  seguito 
fu  chiamato  a Torino  ad  occuparti  una  cattedra  di  matematiche  , e mori  in 
questa  città  il  28  Marzo  1678  in  età  di  67  anni. 

In  un  secolo  cosi  prodigiosamente  fecondo  di  sommi  talenti  nelle  scienze  ma- 
tematiche, il  p.  Deschales  seppe  acquistarsi  meritata  fama  di  dotto  e profondo 
geometra.  Dimostrò  pure  di  non  essere  schiavo  dei  pregiudizi  che  regnavano  al 
suo  tempo  contro  il  sistema  di  Copernico,  poiché,  se  non  ne  prese  apertamente 
la  difesa,  rbhe  almeno  il  coraggio  di  far  palese  la  ignoranza  in  matematica  e 
in  fisica  di  alcuni  de’ suoi  detrattoci.  Il  merito  particolare  delle  opere  di  questo 
dotto  gesuita  è la  chiarezza  colla  quale  vi  espone  lo  proposizioni  le  più  compli- 
cate e difficili.  Le  principali  sue  opere  sono:  I Euclidis  elcmentorum  libri  odo 
ad  faciliorem  captunt  accomodati,  Lione,  1G60,  in-12,  libro  spesso  ristampato, 
tradotto  in  francese  nel  tGj2,  commentato  da  Ozanam',  (Parigi,  1709,  in-12  è 
da  Audierne  (Parigi,  Ij53,  in-12).  11  Cursus  seu  rnundus  mathematica s.  Lione, 
1674,  3 voi  in-foL  Si  un  corso  di  matematiche  era  stato  per  anche  pubblicato  tanto 
esteso  e completo,  e il  p.  Deschales  deve  principalmente  a tale  opera  la  sua  repu- 
tazione. Essa  ti  compone  di  trentuno  trattati,  divisi  in  centodiciotlo  libri,  c vi 
si  trovano  esposti  1 principi  di  tulle  le  diverse  parti  delle  matematiche  si  pure 
che  applicate.  Sono  stali  per  lungo  tempo  tenuti  in  pregio  i trattati  sulla  pro- 
spettiva e sulla  gnomonica;  nel  trattato  del  taglio  delle  pietre  e in  q'uello  de’ le- 
gnatoli si  trovano  parecchie  cose  che  prima  non  si  conoscevano.  11  trattato  di 
navigazione  e quello  della  ricerca  dei  centri  di  gravità  hanno  pure  goduto  di 
molto  credito,  e il  primo  di  essi  venne  tradotto  in  francese  e pubblicato  col  se- 
guente titolo:  V art  de  naviguer  demontré  par  principe s,  Parigi,  1673  , in-$. 
Dopo  la  morte  di  Deschales,  i suoi  manoscritti  passarono  a suo  fratello  Francesco 
Amedeo  d’Arvillars,  vescovo  di  Tarenlasia,  che  gli  comunicò  al  p.  Amalo  Varcin, 
gesuita;  e questi  colla  loro  scorta  pubblicò  una  nuova  edizione  ampliata  e cor- 
retta del  Cursus  seu  rnundus  mathematica /,  Lione,  1690,  4 voi.  in-fol.  Tale 
seconda  edizione  comprende,  oltre  ciò  che  trovasi  nella  prima:  t.*  Una  storia  delle 
matematiche  da  Talele  lino  al  1670;  2.°  Gli  ultimi  sei  libri  di  Euclide;  S."  Una 
confutazione  del  si>tema  di  Descartes.  IH  Principe s généraux  de  la  géographie 
mathématique,  Iarigi  1676,  in-ia.  Koucher  ha  voluto  lare  onore  al  p.  Deschales 
della  prima  idea  che  la  terra  sia  schiacciata;  ma  Lalande  ha  pienamente  con  lu- 
tato tale  opinione  nel  Journal  de  Paris . L'elogio  di  questo  dotto  gesuita  scritto 
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dal  p.  Giacinto  Ferrrrì  dello  stesso  ordine  ai  legge  nella  teconda  edizione  del 
Mundus  mathematicus. 

DESCRITTIVA.  GbometeiA  Descsittiva.  Uno  dei  rami  della  Sci  za  za  dell’kste*- 
siobe.  l-'edi  Geoueteiz. 

L’  oggetto  della  geometria  descrittiva  si  ridoce  alla  costruzione  ossia  alla  gene- 
razione universale  dell’estensione  per  mezzo  delle  proiezioni. 

La  geometria  descrittiva  Ita  due  fini  distinti:  il  primo  consiste  stello  stabilire 
s metodi  di  rappresentare  sopra  un  piano,  che  ha  due  sole  dimensioni,  lunghezza 
c larghezza,  tutti  i corpi  della  natura  che  ne  hanno  tre,  lunghezza,  larghezza 
e profonditi,  quando  però  questi  corpi  possano  essere  esattamente  definiti;  il  se- 
condo insegua  il  modo  di  ritrarre  le  forme  dei  corpi  dalla  loro  esatta  descrizione, 
et  di  dedurre  tutte  le  verità  che  eraergoito  dalla  loro  forma,  e dalle  loro  relative 
posizioni. 

Siccome  i due  accennati  fini  si  conseguono  per  mezzo  delle  projezioni,  espor- 
remo iti  questo  punto  i principi!  del  metodo  delle  projezioni  rinviando  per  mag- 
giori particolarità  all’  articolo  I'zoieziohi. 

i.  Se  da  un  punto  a ( Tav.  LXXXVII,  fig.  i)  situato  nello  spazio  si  abbassa 
aopra  un  piano  fisso  VXY  una  perpendicolare  oA,  il  piede  A di  questa  retta 
dicesi  la  projezione  del  punto  A sul  piano  in  questione.  Egualmente  abbassando 
delle  perpendicolari  da  lutti  i punti  della  retta  abd  ....  la  serie  dei  punti  A, 
B,  D ....  forma  ciò  che  si  chiama  la  proiezione  della  retta  abd  sul  piano  fisso; 
e questa  proiezione  è necessariamente  rettilinea,  poiché  tutte  queste  perpendico- 
lari essendo  evidentemente  contenute  nel  piano  condotto  da  una  fra  di  loro  sA 
e dalia  retta  ad , è l'intersezione  del  piano  proiettante  da  A eoi  piano  di  proie- 
zione VXY , che  dà  la  proiezione  ABD. 

Generalmente  la  proiezione  di  uua  curva  qualunque  mnp  è la  serie  dei  piedi 
delle  perpendicolari  m M,  n IN,  pV  ....  abbassate  dai  suoi  diversi  punti  sul  pia- 
no fisso,  e questa  proiezione  MNP  ....  t una  linea  la  di  cui  curvatura  diffe- 
risce ordinariamente  da  quella  della  curva  data  nello  spazio.  D’  altra  pirte,  la 
riunione  di  queste  perpendicolari  compone  una  superficie  cilindrica  nel  senso 
generale  di  questa  parola,  e si  chiama  il  cilindro  proiettante  della  curva  mnp. 

a.  Premesso  ciò,  dico  che  un  punto,  una  retta,  o una  curva,  sono  completa- 
mente determinate  di  posizione,  quando  sono  date  le  loro  projezioni  sopra  due 
piani  fissi  la  di  cui  situazione  é conosciuta,  e i quali  non  sono  paralelli  ; siano 
infatti  VXY,  e XYZ  due  piani  di  questo  genere,  A e A'  le  projezioni  di  un 
punto  dato  nello  spazio:  se  dal  punto  A si  eleva  una  perpendicolare  indefinita  Aa 
sul  piano  VXY,  questa  retta  passerà  necessariamente  pel  punto  domandato; 
questo  punto  dovrà  ancora  trovarsi  sopra  la  retta  A'a  elevala  perpendicolarmente 
al  piano  XYZ;  dunque  esso  non  potrà  occupare  nello  spazio  che  una  posizione 
unica,  determinata  dall’ intersezione  di  queste  due  perpendicolari.  Osserveremo, 
che  se  le  due  rette  Aa  e A'a  non  s’incontrassero,  non  esisterebbe  alcun  punto 
dello  spazio  che  avesse  per  projezioni  A e A'  ; ma  ciò  prora  solamente  che  le  due 
projezioni  di  un  punto  non  debbono  essere  prese  in  un  modo  del  lutto  arbitrario  , 
e che  fra  qucslc-jir'ojcztoni  vi  é una  dependenza  come  lo  vedremo  nel  seguito. 

3.  Siano  ora  Ai)  e A'D'  le  projezioni  di  una  retta  incognita,  sopra  ■ due 
piani  fissi  VXY,  XYZ.  Immaginando  per  il  primo  un  piano  indefinito  D.4o  per- 
pendicolare a VXY  , questo  piano  conterrà  evidentemente  la  retta  domandata  ; essa 
sarà  ancora  nel  piano  D'A'a  condotto  per  D'A'  perpendicolarmente  a XYZ; 
dunque  la  linea  incognita  si  troverà  necessariamente  all’  intersezione  di  questi 
due  piani,  che  è una  retta  unica  c determinata.  L’  unici  eccezione  che  vi  tosse, 
sarebbe  quella  in  cui  i due  plani  projellanli  l)Aa,  e D'A'a  si  confondessero  tu 
un  solo,  il  che  supporrebbe  che  la  retta  nello  spazio,  conte  pure  le  sue  due 
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projezioni,  si  trovassero  precisamente  perpendicolari  all' interiezione  XY  dei 
due  piani  fìssi:  allora  due  proiezioni  di  questo  genere  non  basterebbero  più  per 

definire  la  retta  in  questione , e sarebbe  necessaria  una  terza  projezione  fatta 
sopra  un  altro  piano  fisso  non  paralello  all'  intersezione  dei  due  primi. 

4-  Finalmente  se  son  date  le  projezioui  MNP  e M'N'P'  di  una  curva  incognita, 
s' immaginerà  per  la  prima  un  cilindro  perpendicolare  al  piano  VXY  , e per  la 
seconda  un  altro  cilindro  perpendicolare  al  piano  XYZ;  La  curva  domandata 
dovrà  evidentemente  trovarsi  situata  sopra  ciascuna  di  queslé  superficie  e per 
conseguenza  la  sua  posizione  e la  sua  forma  saranno  determinate  dalla  loro  inter- 
sezione mnp , che  potrà  però  essere  una  linea  a doppia  curvatura  , vale  a dire 
tale  che  tutti  i suoi  punti  non  siano  compresi  in  un  medesimo  piano: 

D'ora  in  avanti  definiremo  graficamente  un  punto  ovvero  una  linea  per  mezzo 
delle  sue  due  projezioni , e quando  diremo  che  un  tal  punto  o una  tal  linea 
son  dati,  bisognerà  intendere  che  sono  conosciute  le  loro  projezioni.  Quanto  alle 
superfìci  vedremo  ( Vedi  Supkupicib)  come  bisogna  modificare  l’uso  delle  proje- 
zioni per  rappresentarle  comodamente. 

5.  In  tutto  quello  che  precede,  abbiamo  supposto  che  le  projezioni  si  ottenes- 
sero per  mezzo  di  rette  abbassate  perpendicolarmente  sul  piano  fisso.  Alcune 
volle,  però,  s' impiegano  rette  oblique  al  piano,  quantunque  sempre  paralelle 
ad  una  direzione  data,  e le  conseguenze  che  abbiamo  stabilite  nei  numeri  a,  3 
e 4 sussistono  egualmente;  ma  sono  necessari  gravi  molivi  per  adottare  un  tal 
genere  di  projezioni,  perchè  in  generale  è meno  semplice  ed  offre  meno  esattezza 
nei  risultamene  grafici,  attesoché  rette  le  quali  si  tagliano  obliquamente,  la- 
sciano una  maggior  incertezza  sopra  1'  esatta  posizione  del  loro  punto  d’  incontro. 
Cosi , qualora  non  si  avverta  espressamente  del  contrario,  le  projezioni  saranno 
sempre  ortogonali. 

Per  simili  motivi,  ordinariamente  si  scelgono  i piani  di  projezione  VXY,  XYZ 
perpendicolari  fra  loro,  e per  rappresentarli  con  maggior  facilità,  si  suppone  che 
il  primo  sia  orizzontale  e l'altro  verticale.  La  loro  intersezione  XY,  che  è una 
linea  importante  » osservarsi  , si  chiama  la  linea  di  terra. 

6.  Ecco  dunque  un  metodo  sufficiente  per  esprimere  graficamente  i dati  di  un 
problema  senza  alcuna  indeterminazione;  rimane  da  modificarlo  in  modo  che  le 
costruzioni  possano  tutte  eseguirsi  sopra  un  solo  piano.  Per  arrivare  a ciò  s' im- 
magina , dopo  aver  proiettato  i punti  e le  linee  che  sono  in  questione  sopra  i 
due  piani  rettangolari  VXY  , XYZ,  che  quest'ultimo  abbia  girato  intorno  della 
linea  di  terra  YX  come  cerniera,  e si  pone  in  modo  da  formare  col  piano  orizzon- 
tale, un  solo  e medesimo  piano  VZ';  ed  è sopra  quest’  ultimo  che  effettivamente 
si  tracciano  tutte  le  costruzioni  che  si  dovrebbero  ater  fatte  sopra  i due  piani 
primitivi.  Tuttavia  non  bisogna  perdere  di  vista  che  questo  quarto  di  ridu- 
zione del  piano  verticale  intorno  alla  sua  intersezione  col  piano  orizzontale  non 
è ammesso  che  come  un  mezzo  di  esecuzione;  e tutte  le  volte  che  vorremo  di- 
mostrare un'operazione  per  mezzo  di  considerazioni  geometriche,  dobbiamo,  col 
pensiero,  rialzare  il  piano  verticale,  e figurarselo  sempre  in  una  situazione  per- 
pendicolare al  piano  orizzontale. 

7.  Dopo  che  abbiamo  fatto  in  guisa  che  i piani  fissi,  non  ne  formino  che  uno 
solo,  esiste  fra  le  due  projezioni  di  un  medesimo  punto  dello  spazio  una  depen- 
denza importantissima  a rammentarsi.  Infatti,  le  due  rette  Ao  c A 'a  che  proiet- 
tano il  punto  a in  A e A',  sono  perpendicolari,  Luna  al  piano  orizzontale;  l’altra 
al  piano  verticale;  cosi  il  piano  AaA',  condotto  per  queste  due  rette,  si  troverà 
perpendicolare  ai  due  piani  di  projezione,  e quindi  alla  loro  intersezione  XY; 
dunque  il  piano  AaA'  taglierà  questi  seguendo  delle  rette  AF,  A'F,  perpendi- 
colari sopra  XY,  e le  quali  vanno  a terminare  al  medesimo  punto  F di  questa 
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linea  di  terra.  Premesso  ciò',  quando  il  piano  verticale  XYZ  gira  intorno  di  XY, 
esso  porta  seco  la  retta  À'F,  che,  nel  tempo  di  questo  movimento,  rimane  per- 
pendicolare alla  cerniera  XY,;  per  conseguenza,  dopo  il  quarto  di  rivoluzione 
del  piano  verticale,  la  retta  FA'  prenderà  una  posizione  FA''  che  sarà  eviden- 
temente il  prolungamento  di  FA.  Cosi  le  due  prelezioni  A e A1'  di  un  mede- 
simo punto  dello  spazio  debbono  sempre  trovarsi  sopra  una  medesima  retta 
perpendicolare  alla  linea  di  terra  XY  , allorquando  i piani  delle  projeziom  n«m 
ne  formano  che  un  solo:  dimodoché  se  si  prende  a piacere  una  di  queste  proie- 
zioni, A per  esempio,  bisognerà  condurre  la  retta  indefinita  AF  perpendicolare 
a XY  , e situare  io  qualche  parte  sopra  il  proluugaraeuto  di  AF , la  secouda 
projezione  A". 

8.  Quanto  alla  retta  ady  se  si  fa  girare  similmente  il  punto  D'  in  D" , la 
projezione  verticale  A'D'  diverrà  dopo  ciò  A''D";  ma  essa  non  avrà  con  la 
projezione  orizzontale  AD  alcuna  dependenza  necessaria,  dimodoché  possiamo 
tracciare  arbitrariamente  le  linee  Al>e  A"D"  per  rappresentare  le  due  proie- 
zioni di  una  medesima  retta  nello  spazio.  Bisogna  però  eccettuare  il  solo  caso  in 
cui  AD  fosse  perpendicolare  alla  linea  di  terra  XY  ; allora  la  projezione  verti- 
cale dovrebbe  ancora  essere  il  prolungamento  di  AD;  ma  abbiamo  di  già  detto 
(n.°  3 ) ebe,  in  questo  caso  lutto  particolare,  due  projezioni  di  questo  genere 
lascerebbero  la  retta  indeterminata  di  posizione. 

9.  D'ora  in  avanti  porremo  i piani  di  projezione,  in  modo  che  la  linea  di 
terra  XY  abbia  la  posizione  indicata  dalla  ( Tav.  LXXXVII , Jìg.  a.);  e sic- 
come  allora  la  parte  VXY  del  foglio  di  disegno  rappresenterà  nel  medesimo 
tempo  la  porzione  anteriore  del  piano  orizzontale  e la  porzione  inferiore  del 
piano  verticale  che  si  è confusa  con  la  prima,  nel  mentre  che  la  parte  XYZ 
comprenderà  la  porzione  superiore  del  piano  verticale  e la  porzione  posteriore 
del  piano  orizzontale,  non  basterà,  per  determinare  graficamente  un  punto  nello 
spazio,  di  dare  indistintamente  le  sue  due  projezioni  A ed  A'.  Bisognerà  ancora 
enuuziare  se  il  punto  A è la  projezione  orizzontale  , ovvero  se  è la  projezione 
verticale;  poiché  I’  una  e l’altra  di  queste  ipotesi  sono  ammissibili,  e esse  pro- 
durrebbero una  grandissima  differenza  quanto  alla  posizione  reale  del  punto  nello 
spazio.  Col  fine  perciò  di  rammentare  agli  occhi  il  piano  al  quale  è relativa 
ciascuna  delle  projezioni  , converremo  di  notare  ordinariamente,  con  lettere 
senza  accento,  le  projezioni  orizzontali  dei  punti  o delle  rette,  e con  lettere 
accentate  le  projezioni  verticali.  Così  il  punto  (A,  A')  indicherà  il  punto  dello 
spazio  che  è proiettato  orizzontalmente  in  A e verticalmente  in  A';  il  punto 
(B,  W)  indicherà  quello  che  ha  per  projezione  orizzontale  B e per  projezione 
verticale  B',  e seguirà  lo  stesso  del  punto  (C,  C'  ),  o del  punto  (D,  D'); 
sarà  ben  fatto  di  esercitare  l’immaginazione  a rappresentarsi  le  diverse  posizioni 
di  questi  punti  , tanto  al  di  sopra  quanto  al  di  sotto  , in  avanti  o in  addietro 
dei  piani  di  projezione,  onde  poter  con  facilità  riconoscere  in  quali  dei  quattro 
angoli  diedri,  formati  da  questi  due  piaui,  si  trova  situato  uu  punto  definito 
per  mezzo  delle  sue  projezioni. 

io.  Le  medesime  convenzioni  dovranno  essere  applicale  alle  linee,  così  la  retta 
(AB,  A'B')  fredi  {Tav.  LXXXVII  3)  sarà  quella  che  ha  per  projczioue 

orizzontale  AB,  e per  projezione  verticale  A'B':  ma  siccome  d’altra  parte 
una  reità  é determinala  di  posizione  dalla  conoscenza  di  due  dei  suoi  punii,  da- 
remo il  metodo  generale  di  trovare  le  tracce  di  una  retta  , vale  a dire  i punti 
ove  essa  va  ad  incontrare  i due  piani  di  projezione. 

La  traccia  verticale  della  retta  (AB,  A'B')  essendo  un  punto  comune  al 
piano  verticale  ed  alla  retta,  essa  dev'essere  proiettata  orizzontalmente  sopra  la 
linea  di  terra  XY , e ancora  sopra  la  linea  AB  indefioilamentc  prolungala  ; dun- 
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que  quest»  traccia  ha  per  projezione  orizzontate  il  punto  C , e per  conseguenza 
qualche  parte  sarà  situata  sopra  la  verticale  CC/  : ma  questa  medesima  traccia 
«lev’ essere  evidentemente  situata  sopra  la  projezione  verticale  A'B'  indefinita; 
dunque  essa  è al  punto  (/.  Da  ciò  risulta  questa  regola  generale  che  bisogna 
continuamente  aver  presente:  Si  prolunga  la  projezione  orizzontale  della  retta 
Jìna  alla  linea  di  terra , e a questo  punto  si  eleva  una  perpendicolare  inde- 
finita la  quale , col  suo  incontro  con  la  projezione  verticale , darà  la  traccia 
verticale  della  retta  proposta. 

La  traccia  orizzontale  della  medesima  retta  , essendo  un  punto  situato  nel 
medesimo  tempo  nel  piano  orizzontale  e sopra  la  linea  proposta  , si  troverò 
proiettata  verticalmente  sopra  la  linea  di  terra  XY  e sopra  A'B'  indefinita; 
dunque  questa  traccia  avrà  per  projezione  verticale,  il  punto  D',  e quindi  qual- 
che parte  sarà  situata  sopra  la  perpendicolare  D'D  alla  linea  di  terra.  Ma  d’al- 
tra parte  questa  traccia  deve  necessariamente  trovarsi  sopra  la  projezione  oriz- 
zontale AB  indefinita;  dunque  essa  è al  punto  D.  Così,  in  generale,  si  prolun- 
ghi la  projezione  verticale  fino  alla  linea  di  terra , e,  a questo  punto,  si  elevi 
sopra  quest'  ultima  linea  una  perpendicolare  indefinita  la  quale , col  suo  in- 
contro con  la  projezione  orizzontale,  determinerà  la  traccia  orizzontale  della 
retta  in  questione . 

li.  Vicersa  , se  fossero  date  le  due  tracce  D e C'  di  una  retta,  sarebbe 
facile  di  concluderne  le  projezioni;  mentre,  siccome  il  punto  C;  appartiene  alla 
medesima  retta,  la  perpendicolare  C'C  , abbassala  sopra  la  linea  di  terra  , darà 
un  punto  C della  projezione  orizzontale  , e questa  sarò  evidentemente  DC.  Egual- 
mente il  punto  D,  il  quale  appartiene  alla  retta,  essendo  proiettato  vertical- 
mente sopra  la  linea  di  terra,  darà  un  punto  1)'  della  projezione  verticale  che 
sarà  D'C'. 

Sarà  bene  esercitarsi  a risolvere  queste  due  questioni  inverse  1’  una  dell'  altra, 
sopra  rette  diversamente  situate,  tali  quali  sono  nella  ( 7W.  LXXXVII,  fìg.  3); 
la  linea  ( EF,  E'F'),  di  cui  la  traccia  orizzontale  è in  F,  e la  traccia  verticale 
in  & . e la  linea  (UK,  II'K'),  di  cui  K'  c la  traccia  verticale,  ed  L la  traccia 
orizzontale. 

»2.  Nel  terminare  queste  nozioni  preliminari,  stabiliremo  alcune  regole  essen- 
ziali a osservarsi  nelle  traccie  di  tutti  i disegni.  Questi  disegni,  infatti,  doven- 
do servire  a rappresentare  esattamente  la  forma  degli  oggetti  , bisogna  che  t 
diversi  modi  di  puntazione  che  s'impiegheranno,  offrano  una  sorte  di  linguag- 
gio intelligibile  agli  occhi;  vale  a dire  che  manifestino  chiaramente  la  sitUHzione 
relativa  delle  differenti  parti,  distinguano  quelle  che  sono  nascoste  da  quelle  che 
sono  visibili  per  l'osservatore,  e facciano  conoscere  i risultamene  di  un  problema 
con  le  linee  le  quali  non  hanno  servito  che  di  mezzi  ausiliari  per  arrivarvi  : 
questo  è il  motivo  per  cui  adotteremo  costantemente  le  seguenti  regole: 

1. #  Le  linee  prihcipali,  vale  a dire  quelle  che  rappresentano  i dati  o i ri - 
sultamenti  di  un  problema,  saranno  segnate  con  una  linea  piena  e continua , 
quando  esse  saranno  visibili ; ma  se  queste  linee  principali  sono  invisibili , esse 
saranno  punteggiate , vale  a dire  tracciate  in  punti  tondi.  Si  vedono  esempi  di 
questi  due  modi  di  puntazione  nelle  lince  ABCD  ed  EFGH  della  ( Tuv. 
LXXXVII,  fig.  4). 

2. °  Le  linee  Ausiliari,  vale  a dire  tutte  quelle  che  non  entreranno  nella  classe 
precedente,  e le  quali  non  saranno  impiegate  che  come  mezzi  per  arrivare  alla 
soluzione  del  problema,  saranno  punteggiate  o composte  di  piccole  linee  inter- 
rotte: tale  è la  linea  P ( Tav.  LXXXVII , fig.  4 )•  Quanto  a queste  linee  ausi- 
liari, non  potremo  mai  distinguere  se  esse  sono  visibili  o non  lo  sono,  poiché  si 
considera  che  esse  non  esistano  che  nell'  immaginazione  del  geometra,  il  quale  1^ 
concepisce  per  arrivare  al  risullamenlo  domandalo. 
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3.°  Allorquando  fra  quelle  linee  ausiliari  te  ne  troverò  alcuna  la  quale  offrirò 
maggiore  importarne,  e «opra  della  quale  vorremo  richiamare  l' atlemione  in 
un  modo  particolare,  la  potremo  rappresentare  con  una  linea  mislilinea , com- 
posta di  piccole  linee  separate  da  uno  o due  punti  rotondi , come  nelle  rette  M 
ed  N ( Tav . I, XXXVII,  fig.  4)-  Tuttavia  dobbiamo  guardarsi  dal  troppo  molti- 
plicare questo  modo  di  puntazione,  e consultare  sopra  di  ciò  il  buon  gusto,  e 
dei  modelli  bene  scelti;  d’altra  parte  non  bisogna  giammai  impiegare  queste  li- 
nee mistiliuee  per  rette,  le  quali  riuniscano  semplicemente  le  due  projezioni  di 
uu  medesimo  punto. 

|3.  Presentemente  rimane  da  spiegare  come,  fra  le  linee  principali  di  ciascu- 
na questione,  si  conosceranno  quelle  che  sono  visibili  , e che  dobbiamo  segnare 
con  linea  piena,  da  quelle  cbe  sono  invisibili,  e che  dobbiamo  punteggiare.  Re- 
gole complete  sopra  questo  soggetto  non  possono  darsi  in  questo  punto,  ma  bensì 
le  daremo  nella  teoria  delle  superfici  curve  e dei  loro  piani  tangenti;  ma  siccome 
nei  problemi  dei  quali  ci  occuperemo  in  questo  punto  non  a'  incontreranno  che 
rette  e piani , basterà  pel  momento  di  stabilire  le  seguenti  convenzioni. 

Si  ammette  sempre  che  1'  osservatore  , il  quale  considera  )a  projezione  di  un 
oggetto  sul  piano  orizzontale , sia  situato  al  disopra  di  i/uesto  piano  e ad  una 
distanza  infinita  sopra  la  verticale , che  passa  per  uno  qualunque  dei  punti 
di  quest'  oggetto,  ma  sul  davanti  del  pianu  verticale;  e questa  convenzione  che 
renderà  più  semplice,  còme  in  seguito  lo  vedremo,  il  disegno  del  contorno  ap- 
parente delle  superfici  curve,  è stata  d’altra  parte  suggerita  dalla  maniera  con 
la  quale  si  proiettano  i punti  dello  spazio  sopra  un  piano.  Infatti , i raggi  vi- 
suali , condotti  dall’cecbio  dell’osservatore  a tutti  i punti  di  un  corpo,  si  avvi- 
cinano tanto  più  ad  essere  perpendicolari  al  piano  orizzontale,  quanto  l’osser- 
vatore ti  eleva  di  più  rimanendo  sopra  la  medesima  verticale;  dimodoché  quando 
il  punto  di  vista  è ad  una  distanza  infinita,  questi  raggi  divengono  paralelli,  e 
coincidono  con  le  rette  che  servono  a proiettare  i punti  del  corpo.  Donde  segue 
che  la  projezione  orizzontale  di  un  oggetto , non  significa  altro  che  una  ve- 
duta di  questo  oggetto , presa  da  un  punto  infinitamente  lontano  sopra  la 
verticale  ; risulta  mento  che  giustifica  sufficientemente  la  convenzione  enunziata 
di  sopra. 

Per  una  simile  ragione,  qualunque  projezione  verticale  vien  considerata  co- 
me veduta  da  un  osservatore,  situato  ad  una  distanza  infinita  sopra  una  per- 
pendicolare al  piano  verticale , elevata  sul  davanti  di  questo  piano  e al  di  so- 
pra del  piano  orizzontale. 

Ciò  premesso,  qualunque  linea  o porzione  di  linea  principale  che  si  troverà 
al  di  sotto  del  piano  orizzontale,  o dietro  il  piano  verticale,  sarà  giudicata  in- 
visibile, e,  come  tale,  punteggiata  in  punti  rotondi.  Se  di  più  si  trova  nella 
questione  qualche  piano  realmente  esistente,  e che  una  porzione  di  linea  prin- 
cipale sia  situata  dietro  questo  piano  o al  di  sotto , rapporto  all’ osservatore, 
questa  porzione  dovrà  ancora  essere  punteggiata : ma  hisoguerò  rammentarsi  che 
queste  distinzioni  non  riguardano  per  niente  le  linee  ausiliari  per  la  ragione 
delta  (n.°  sa,  a”).  Si  potrà  digià  riconoscere  le  applicazioni  di  queste  regole 
nella  ( Tav.  LXXXV1I,  fig.  3),  e avremo  cura  di  rammentarle  nella  maggior 
parte  dei  problemi  che  risolveremo. 

Premesso  ciò,  passiamo  a risolvere  i problemi  fondamentali  della  geometria 
descrittiva  sopra  le  linee  rette  e i piani. 

14.  Costruire  la  retta  che  phsserebbe  per  due  punti  ( A , A'  ) ed  ( M , M' ) 
(Tav.  LXXXVII,  fig.  5);  e quindi  determinare  la  vera  distanza  di  questi  due 
punti. 

Dalle  definizioni  che  abbiamo  stabilite  n.°  1,  è evidente  che  la  projezione 
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orizzontale  della  retta  cercata  passerà  per  i punti  A ed  M,  nel  mentre  che  la 
projezione  verticale  passerà  per  A'  ed  M'  ; dunque  questa  retta  indefinita  ri- 
mane proiettata  seguendo  AMB  ed  A'M'B' , laonde  con  ciò  si  trova  coraplela- 
« mente  determinata  di  posizione  (n.°  3).  D'altra  parte  possiamo  costruire  le  sue 
tracce  (n.®  io),  le  quali  saranno  determinate  dai  punti  (B,  B')  e (C,  C'). 

Rapporto  alla  distanza  dei  due  punti  dati  * essa  vicn  misurata  nello  spazio 
dalla  porzione  di  retta  proiettata  sopra  AM  ed  A'M';  ma  con  facilità  possiamo 
accorgerci  che  una  retta  finita  è sempre  più  lunga  della  sua  proiezione  sopra  un 
piano  , eccettuato  il  caso  che  la  prima  si  trovi  paralella  al  piano  sopra  del  quale 
si  proietta;  mentre  in  questo  caso  la  retta  nello  spazio  è evidentemente  della 
medesima  lunghezza  della  sua  proiezione.  Fatta  questa  osservazione , immagi- 
niamo che  la  linea  (AM,  A'M')  giri  intorno  della  verticale  proiettata  in  A senza 
cangiare  inclinazione  con  quest’  ultima  ; mediante  ciò  l'estremità  (A,  A')  rimarrà 
immobile , nel  mentre  che  T altra  estremità  ( M,  M'  ) rimarrà  ad  un’  altezza  co- 
stante, descrivendo  soltanto  un  arco  di  circolo  intorno  all'  asse  di  rotazione. 
Ora.  se  continuiamo  questo  movimento  (intanto  che  la  retta  mobile  sia  diventata 
paralella  al  piano  verticale  , cosa  che  succederà  quando  la  proiezione  AM  avrà 
preso  la  situazione  AP,  paralella  alla  linea  di  terra  XY  , allora  1'  estremità  M 
arrivata  in  P,  si  troverà  proiettata  verticalmente  (n.°  7 ) in  qualche  parte  so- 
pra Pii"  perpendicolare  a XY  ; e siccome  dev*  essere  alla  medesima  altezza  di 
M’,  se  si  conduce  l’orizzontale  HM'è",  il  punto  1"  sarà  la  proiezione  verticale 
dell’estremità  mobile  della  retta  in  questione.  D’altra  parte,  poiché  l’altra 
estremità  (A,  A')  è rimasta  invariabile,  ne  segue  che  la  retta  ( AM,  A'M')  at- 
tualmente ai  trova  proiettata  seguendo  AP,  A'P';e  la  sua  vera  lunghezza  è esat- 
tamente la  proiezione  verticale  A'P' , per  I-  osservazione  fatta  al  principio  di 
questo  articolo.  Da  ciò  possiamo  concludere  la  seguente  regola , che  conviene 
aver  sempre  presente. 

Per  trovare  la  distonia  di  due  punti  (A,  A ')  ed  (M,  M').  si  formi  un  trian- 
golo rettangolo  A'HP',  up  lato  A'H  del  quale  sia  la  differenza  dell'  altezze 
A'K  ed  M'K  di  questi  due  punti  al  di  sopra  del  piano  orizzontale,  e di  cui 
P altro  lato  HP'  sia  eguale  alto  spazio  AM  delle  due  projezioni  orizzontali  : 
P ipotenuta  A'P7  sarà  la  distanza  domandata. 

15.  Si  otterrebbe  il  medesimo  scopo  costruendo  sul  piano  orizzontale  un  trian- 
golo rettangolo  di  cui  un  lato  eguagliasse  la  differenza  delle  distanze  AR  ed 
MK  dei  due  punti  dati  al  piano  verticale , e di  cui  l'altro  lato  fosse  t inter- 
vallo A'M'  delle  due  projezioni  verticali,  l' ipotenusa  esprimerebbe  egualmente 
la  distanza  dei  due  punti  nello  spazio , e dovrebbe  trovarsi  identica  con  A'P'. 
Per  provare  questa  nuova  costruzione , che  si  lascia  alla  cura  dello  studioso  l’ese- 
guire, basterà  immaginare  che  la  retta  proposta  abbia  girato  intorno  dell'oriz- 
zontale che  i proiettata  verticalmente  in  A',  senza  cangiare  d’ inclinazione  rap- 
porto a quest'  ultima,  fino  a tanto  che  questa  retta  mobile  sia  diventata  paralella 
al  piano  orizzontale. 

16.  Si  sarebbe  ancora  potuto  abbassare  la  retta  (AM,  A'M')  sul  piano  oriz- 
zontale , facendo  girare  hitomo  AM , come  cerniera  , il  trapezio  invariabile 
formalo  dalla  retta  proposta  e dalle  verticali  che  proiettano  le  sue  estremità  in 
A ed  in  M.  Mediante  ciò  queste  due  verticali  sarebbero  rimaste  perpendicolari  alla 
cerniera  AM,  ed  avrebbero  preso  le  posizioni  AA''=rRA',  MM"=sKM';  dimo- 
doché tracciando  la  retta  A"M"  si  sarebbe  egualmente  ottenuto  la  vera  distanza 
dei  due  punti  (A,  A'  ) ed  ( M,  M').  D'altra  parte  in  questo  punto  si  presenta 
una  di  quelle  verilvrazioni  che  nelle  operazioni  grafiche  non  bisogna  trascurare; 
vale  a dire  che  la  linea  A"M"  prolungata  devo  andare  a terminare  in  B , poi- 
ché quest'  ultimo  punto  essendo  la  traccia  orizzontale  della  primitiva  retta , si 
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trovava  situarti  sulla  cerniera  AMB,  e,  come  tale,  ha  dovuto  restare  immobile 
nel  tempo  della  rivoluzione  della  retta. 

17.  VicevertUySc  forse  data  la  retta  indefinita  (AB,  AfBf)  con  uno  dei  suoi 
punti  (A,  A'),  e che  sopra  questa  linea  si  volesse  trovare  un  altro  punto  (M, 
che  fosse  lontano  dal  primo  di  una  quantità  data  d,  si  farebbe  girare  come  prece- 
dentemente la  retta  proposta  sul  piano  orizzontale,  facendo  AA" ss R A',  e tiran- 
do A"B.  Quindi  si  premierebbe  sopra  quest1  ultima  linea  un  intervallo  A"M"= 
poi,  rialzando  la  retta  À"B,  il  punto  W9  si  riporterebbe  in  M con  una  perpen- 
dicolare sulla  cerniera  AB;  e finalmente,  dalla  proiezione  orizzontale  M,  si  con- 
cluderebbe (n.p  7)  l’altra  projezione  M'  , il  che  determinerebbe  completamente 
il  punto  domandato. 

18.  Da  un  punto  dato(  D,  D')  ( Tav.  LXXXVII,  fig.  6)  condurre  una  retta 
che  sia  paraletla  ad  una  retta  conosciuta  (AB,  A'Bf  ). 

Allorché  nello  spazio  due  rette  sono  parcelle,  i piani  che  le  proiettano  sono 
evidentemente  paralelli  fra  loro,  e per  conseguenza  le  intersezioni  di  questi  col 
piano  di  projezione  , vale  a dire  le  projezioni  delle  rette  saranno  nrce«saria- 
inente  paralelle  1’ una  all’altra.  Viceversa,  allorquando  le  projezioni  orizzontali 
di  due  rette  sono  paralelle,  e che  segue  il  medesimo  delle  loro  projezioni  verti- 
cali, i quattro  piani  proiettanti  sono  paralelli  due  a due;  donde  segue  che  le 
loro  scambievoli  intersezioni  , vale  a dire  le  rette  nello  spazio  , sono  paralelle 
fra  loro.  Da  ciò,  se  pel  punto  D si  conduce  una  paralella  DE  ad  AB  , e pel 
punto  D'  una  paralella  D'E'  ad  A'B'  , la  retta  domandala  avrà  per  projezione 
DE  e D'E'  ; essa  sarà  perciò  completamente  determinata,  e d’  altra  parte  le  trac- 
ce di  questa  retta,  che  saranno  in  F ed  in  E'  , si  costruiranno  a seconda  di 
quanto  abbiamo  detto  al  n.*  io. 

19.  Costruire  il  piano  che  passerebbe  per  tre  punti  dati  (A,  A'),  (B,  B') , 
(C,  C'),  (Tav.  LXXXIX , fig.  1 ). 

Prima  di  tutto  osserveremo  che  per  determinare  graficamente  la  posizione  di 
un  piano,  basta  di  assegnare  te  sue  due  tracce,  vale  a dire  le  intersezioni  di  que- 
sto piano  con  i piani  di  projezione.  Queste  due  tracce  dovranno  sempre  taglia- 
re la  linea  di  terra  nel  medesimo  punto,  ma  1’ angolo  che  esse  comprenderanno 
fra  di  loro  sopra  i piani  di  projezione  dopo  aver  fatto  un  quarto  di  rivoluzione 
per  posarsi  sul  piano  orizzontale  , non  sarà  eguale  a quello  che  esse  formano 
nello  spazio.  Inoltre  è evidente,  che  quando  una  retta  è situata  in  un  piano, 
le  tracce  di  questa  retta  (n.°  io)  debbono  esser  situale  in  qualche  parie  sopra  le 
tracce  del  piano. 

Premesso  ciò,  uniamo  i punti  dati  «lue  a due  con  delle  rette  (AB,  A'B'),  (BC,  B'C'), 
(AC,  A'C'),  le  quali  avéndo  ciascuna  due  punti  nel  piano  cercato,  tì  saranno 
contenule  tutte  intere;  quindi,  costruiamo  come  al  (n.°  io),  le  tracce  verticali  E', 
F'  e G'  di  queste  rette.  Allora  questi  tre  punti  che  debbono  evidentemente  ap- 
partenere all’ intersezione  del  piano  incognito  col  piano  verticale  di  projezione, 
si  troveranno  necessariamente  in  linea  retta,  e saranno  più  che  sufficienti  per 
determinare  la  traccia  verticale  F/F'G'  del  piano  domandato.  Egualmente  la 
traccia  orizzontale  DHR  di  questo  piano  si  otterrà  costruendo  le  tracce  orizzon- 
tali D,  H e K delle  tre  rette  ausiliari;  d’altra  parte  le  due  linee  E'G'  e I.)K 
ottenute  in  questa  guisa  , dovranno  andare  ad  incontrare  la  linea  di  terra  XY 
in  un  medesimo  punto  Q , il  che  offrirà  una  nuova  verificazione  delle  antece- 
denti costruzioni. 

Se  si  volesse  far  passare  un  piano  per  una  retta  data  ed  un  punto  dato  , si 
unirebbe  questo  punto  con  uno  di  quelli  della  retta,  ovvero  si  condurrebbe  una 
paralella  a questa  pel  punto  dato;  allora  con  questo  metodo  si  conoscerebbero  due 
rette  situate  nel  piano  cercato,  e le  di  cui  tracce  basterebbero  per  determinare 
quelle  di  questo  piano. 
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20.  Per  un  punto  dato(k.y  A')  (Tav.  LXXXIX,  fig.  a.)  condurre  un  pia - 
no  che  sia  paralello  ad  un  altro  piano  la  di  cui  traccia  orizzontale  sia  ST 

e la  traccia  verticale  TV'. 

È evidente  che  due  piani  paralelli  debbono  avere  le  loro  tracce  respet  tivaraente 
paralelle;  così  basterà  trovare  un  punto  di  ciascuna  traccia  del  piano  domandato. 
Per  eseguir  ciò,  immaginiamo  pel  punto  dato  (A,  A'),  un'orizzontale  che  sia 
situata  nel  piaoo  incognito;  ciò  è sempre  possibile,  poiché  basta  condurre  questa 
retta  ausiliare  paralellamente  alla  traccia  orizzontale  di  questo  medesimo  piano, 
ovvero  paralellamente  ad  ST.  Se  dunque  si  conduce  in  questa  direzione  la  retta 
AB,  e che  si  conduca  A'B'  parateli*  alla  linea  di  terra,  queste  saranno  eviden- 
temente le  due  projezioui  dell'orizzontale  contenuta  nel  piano  incognito.  Pre- 
messo ciò,  costruendo  (n.°  io)  il  punk)  B'  ov'essa  va  a forare  il  piano  verticale, 
questo  punto  apparterrà  necessariamente  alla  traccia  del  piauo  cercato,  la  quale 
sarà  per  conseguenza  la  retta  B'Q  paralella  a Y'T:  l'altra  traccia  dovendo  pas- 
sare pel  punto  Q,  sarà  la  linea  1Q  paralella  a TS. 

Possiamo  ancora,  per  verificazione,  costruire  direttamente  un  punto  della 
traccia  orizzontale  del  piano  incognito.  Per  eseguir  ciò,  immagineremo  in  questo 
piano , e pel  punto  ( A , A'),  una  retta  ausiliare  paralella  al  piano  verticale; 
essa  avrà  evidentemente  per  proiezioni  AC  paralella  alla  linea  di  terra,  e A'C' 
paralella  a V'T.  Se  dunque  si  cerca  (n.°io)  il  punto  C ove  questa  retta  ausiliare 
va  a forare  il  piano  orizzontale  , questo  punto  apparterrà  , necessariamente  alla 
traccia  del  piano  domandato;  così  bisognerà  che  la  retta  PQ , digià  costruita  , 
passi  pel  punto  C. 

ai.  Osserviamo  che  nell'attuale  disegno  non  abbiamo  considerato  i due  piani 
STV'  e PQR'  come  esistenti  realmente  , poiché  allora  il  primo  avrebbe  reso 
l'altro  invisibile,  e sarebbe  stato  necessario  (n.°  12.  i.°)  punteggiare  nella  tota- 
lità le  tracce  di  quest'ultimo,  il  che  avrebbe  moltiplicalo  mollo  i punti  tondi, 
e soprattutto  avrebbe  avuto  il  grave  inconveniente  di  non  lasciare  scorgere  le 
parti  delle  tracce  situale  al  di  qua  dei  piani  di  projezione  con  quelli  che  sono  al 
di  là.  Per  questo  si  suppone  in  questo  punto  che  si  trattasse  di  trovare  solamente 
le  tracce  di  un  piano  puralello  a quello  che  avrebbe  esso  medesimo  per  tracce 
ST,  e TV',  senza  costruire  effettivamente  alcuno  di  questi  piani.  Questa  restri- 
zione, il  di  cui  scopo  é quello  di  rendere  più  chiari  i disegni,  e stata  ancora 
praticala  nei  disegni  che  sono  stati  eseguili  ai  numeri  5,  6 e 12. 

22.  Le  considerazioni  che  abbiamo  impiegate  nei  numeri  19  e 20  ( Tav. 
LXXXIX,  Jig.  1)  possono  servire  a risolvere  la  seguente  questione:  essendo 
data  la  projezione  orizzontale  AB  di  una  retta  che  si  sa  esser  situata  nel 
piano  conosciuto  PQRr,  trovare  V altra  projezione.  La  retta  incognita  forerà 
il  piano  verticale  in  un  punto  che  dev'essere  proiettato  orizzontalmente  in  E 
( n 0 10);  d'altra  parie  questa  traccia  non  polendo  essere  fuori  della  ti  accia 
verticale  QR'  del  piano  cliecouliene  questa  retta,  sarà  necessariamente  situata  in 
E' , e questo  è uno  dei  punii  della  projezione  domandata.  Quindi  con  ragiona- 
menti simili,  vediamo  che  la  retta  in  questione  va  a forare  il  piano  orizzontale 
in  D;  dunque  se  si  proietta  D in  D' sulla  linea  di  terra  XY , D'E'  sarà  la  pro- 
iezione verticale  della  retta  proposta.  Si  vede  bene  che  sarebbe  ancora  facile  di 
trovare  la  projezione  DE,  essendo  data  solameute  la  projezione  verticale  D'E' 
col  piano  che  contiene  la  retta. 

Se  la  projezione  AB  assegnata  sul  piano  orizzontale  si  trovasse  come  nella 
(Tav  LXXXIX,  JSg.  2)  paralella  alla  traccia  PQ  del  piano  dato,  si  otterrebbe  in 
primo  luogo,  come  qui  sopra,  la  traccia  verticale  B'  della  retta  incognita;  ma  in 
seguito  la  traccia  orizzontale  di  questa  retta  non  esistendo  piu,  poiché  AB  non 
incontra  PQ,  bisognerebbe  concluderne  che  la  linea  domandata  è paralella  al  piauo 
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orizzontale,  e che  quindi  la  tua  proiezione  verticale  è la  retta  A'B'  parafila 
alla  linea  di  terra  XY. 

Vedremo  egualmente  che  se  la  projezione  oriazontale  data  è la  linea  AC  pa- 
rafila a XY  , la  retta  nello  tpaxio  è parafila  al  piano  verticale,  e ebe  la  sua 
projcxione  sopra  quest’ultimo  piano,  è la  linea  C'A'  parafila  alla  traccia  QR'. 

a3.  bieco  ancora  una  questione  analoga  : conoscendo  la  projeuone  orizzontale 
A di  un  punto  che  si  sa  esser  situato  sopra  un  piano  dato  PQR'  (Tav. 
LXXXIX,  fig.  i),  trovare  l'altra  projeiione.  Pel  punta  dato  A si  condurrà 
una  retta  qualunque  DAE,  che  considereremo  come  la  proiezione  orizzontale  di 
una  linea  situata  uel  piano  PQR';  sarà  facile  costruire  come  sopra  la  projezione 
verticale  D'E'  di  questa  retta,  e allora  non  resterà  che  da  riportare  il  punto  A 
in  A'  sopra  questa  proiezione  , per  mezzo  di  una  perpendicolare  alla  linea  di 
terra  ( n.*  j ).  Così  si  troverebbe  ancora  la  proiezione  A conoscendo  A'. 

Fra  le  diverse  direzioni  che  si  possono  dare  a questa  retta  ausiliare  DAE,  la 
più  comoda  è ordinariamente  una  parafila  alla  traccia  orizzontale  PQ,  come  la 
linea  AB  nella  (Tuv.  LXXXIX  , fig.  a). 

?4-  Trovare  l'  intersezione  di  due  piani  che  avessero  per  tracce  V uno  PQ 
e QR'  (Tav.  LXXXIX,  fig.  3),  l'altro  ST  e TV'. 

Se  si  prolungano  le  due  tracce  orizzontali  fin  tanto  che  esse  si  taglino  in 
B,  questo  punto,  evidentemente  comune  ai  due  piani,  apparterrà  alla  loro  in- 
tersezione , e poiché  esso  è nel  piano  orizzontale  , questo  punto  sarà  la  traccia 
orizzontale  della  retta  cercata,  egualmente  il  punto  A',  ove  si  taglieranno  le 
tracce  verticali  dei  piani  dati , sarà  la  traccia  verticale  di  questa  retta.  Cono- 
scendo così  le  due  tracce  della  sezione  comune,  se  ne  dedurranno  immediatamente 
(n.°  n)  le  proiezioni  che  saranno  AB  e A'B'. 

a5.  Se  due  tracce  si  trovassero  parafile  , come  succede  per  i piani  R'Q/»  e 
V'TS , il  puuto  B si  allontanerebbe  indefinitamente,  e quindi  l’ intersezione  dei 
due  piani  diventerebbe  un  'orizzontale  avente  per  projezioni  A 'A'  parafila  alla 
linea  di  terra,  e A4  parafila  a TS:  risultsmento  facile  a prevedersi  , poiché  i 
piani  dati  passando  allora  per  due  rette  parafile  Qp  e TS,  non  postano  tagliarsi 
che  seguendo  una  retta  parafila  a queste. 

a6.  Allorquando  le  tracce  saranno  respetlivamente  parafile  sopra  t due  piani 
di  projezione  nel  medesimo  tempo  (Tav.  LXXXIX , fig.  4) , i piani  dati  saran- 
no evidentemente  parafili  fra  loro,  e non  vi  sarà  più  intersezione;  meno  che 
queste  tracce  non  sieno  nel  medesimo  tempo  parafile  alla  linea  di  terra , come 
PQ  e P'Q'  per  uno  dei  piani,  TS  e TS'  per  l’altro:  poiché  due  piani  così  si- 
tuati possono  ancora  tagliarsi  seguendo  una  retta  parafila  a XY , ma  il  metodo 
precedente  uon  è sufficiente  per  ottenere  quest’  intersezione. 

In  questo  caso,  si  conduca  a piacere  un  piano  secante  ausiliare  yfi’/'.  Esso  ta- 
glierà il  piano  [ PQ , P'Q']  seguendo  la  reità  ( CD  , C'iy  ) , la  quale  si  costrui- 
sce col  metodo  generale;  e il  piano  [ TS , seguendo  la  retta  (EF,  fc/F'); 

allora  queste  due  linee  daranno,  col  loro  incontro,  un  punto  (M,  M'  ) che  sarà 
evidentemente  comune  ai  due  piani  [PQ,  P'Q'],  [ TS  ,T'S'  ],  e per  consegue»  - 
za  questi  avranno  per  intersezione  la  retta  (A.MB,  condotta  paraleila- 

mente  a XY. 

In  questo  punto  si  potrebbe  ancora  impiegare  un  piano  di  profilo  condotto 
paralellamenle  a XY  ; questo  piano  taglierebbe  i piani  di  projezione  primitivi 
seguendo  le  due  rette  XV  e XZ , delle  quali  1*  ultima  prenderà  evidentemente 
la  posizione  XZ"  allorché  si  farà  fare  un  quarto  di  rivoluzione  al  profilo,  in- 
torno di  VX  come  cerniera,  per  posarsi  sul  piano  orizzontale.  Premesso  ciò,  il 
piano  di  profilo  incontrerebbe  le  tracce  verticali  dei  piani  proposti  ai  punti  P' 
e f',  i quali  diventano  mediante  il  dello  quarto  di  rivoluzione  l1"  e T";  dunque 
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PP"  e TT"  tono  le  tracce  di  questi  piani  sul  profilo  fatto  girare  sul  piano  oriz- 
zontale seguendo  /"XV;  e siccome  queste  tracce  si  tagliano  in  A.",  questo  è un 
punto  dell' intersezione  domandala,  la  quale  avrà  evidentemente  per  projezioue 
orizzontale  la  retta  AB  («rateila  a XY.  D'altra  parte,  se  si  rialza  il  profilo,  il 
punto  A"  si  proietterà  verticalmente  in  A',  ed  A'B'  paralella  a XY  sarà  la  se- 
conda proiezione  dell'  intersezione  dei  piani  proposti. 

Se  le  tracce  di  questi  piani,  senza  essere  paralclle  fra  loro,  passano  tolte  quat- 
tro pel  medesimo  punto  della  linea  di  terra,  bisognerebbe  ancora  ricorrere  ad 
uno  dei  piani  ausiliari  che  abbiamo  impiegali  ; c potrà  cou  utilità  Io  studioso 
costruire  il  disegno  relativo  a questo  caso  particolare. 

ay.  Costruire  il  punto  d' interseiione  di  una  retta  (AB,  A'B')  con  un  pia- 
nodato PQR'  (T»v.  LXXXIX,  fig.  5). 

Per  risolvere  questo  problema,  bisogna  condurre  per  la  retta  data,  e in  ona 
direzione  qualunque,  un  piano  secante:  costruire  l'intersezione  di  questo  col 
piano  PQR',  e siccome  questa  linea  passerà  necessariamente  pel  punto  cercato, 
questo  punto  sarà  determinalo  dall'  incontro  di  questa  intersezione  colla  retta 
data. 

Adottiamo  prima  di  tutto  per  piano  secante,  il  piano  verticale  che  proietta 
la  retta  data  seguendo  AB:  quest' ultima  linea  sarà  essa  medesima  la  traccia 
orizzontale  di  questo  piano,  c la  sua  traccia  verticale  sarà  la  perpendicolare 
CC  sopra  la  linea  di  terra.  Premesso  ciò,  il  piano  ACC'  taglia  il  piano  dato 
PQR'  seguendo  una  retta  che  è proiettala  ( n.°  ) sopra  C'D'  e CD;  e siccome 

quest’intersezione  incontra  la  retta  data  (A'B',  AB)  al  punto  M' , quest’ è la 
projezione  verticale  del  punto  domandato.  La  seconda  proiezione  di  questo  punto 
non  è data  immediatamente,  perché  qui  le  due  rette  che  combiniamo  sono  pro- 
iettate l'una  e l’altra  seguendo  ADBC  ; ma  la  dedurremo  da  M'  abbassando 
(n.°  7)  la  perpendicolare  M'M  sopra  la  linea  di  terra.  Cosi  il  punto  (IU,  M') 
é quello  ove  la  retta  (AB,  A'i>')  fora  il  piano  PQR'. 

Possiamo  ancora  impiegare  per  piano  secante  il  piano  proiettante  dilli  Tetta 
sul  piano  verticale,  il  quale  avrà  per  tracce  A'B'  e B'F  perpendicolare  a XY. 
Questo  piano  taglierà  PQR'  segueudo  la  retta  (FG,  B'G'  ) , la  quale,  col  suo 
incontro  con  AB  , dovrà  dare  il  medesimo  punto  M digià  ottenuto  dalla  prima 
costruzione  ; cosi  i due  processi  impiegati  simultaneamente  serviranno  di  ve- 
rificazione. 

Osserviamo  in  questo  punto  che  il  piano  dato  PQR'  è una  grandezza  princi- 
pale (n.°  .a)  la  quale  esiste  realmente,  e che  rende  invisibile  la  porzione  della 
retta  (AB,  A'B')  situata  al  di  sotto  del  punto  di  sezione;  ed  è per  questo  che 
la  parte  ( MB,  M'B')  é stata  punteggiata.  Quanto  al  prolungamento  BC  , esso 
non  è consideralo  che  come  una  linea  ausiliare  relativa  al  piano  secante  che 
serve  di  mezzo  per  la  soluzione. 

28.  Quantunque  i due  processi  impiegati  (n.®  37)  siano  i più  comodi,  sarà 
bene,  per  esercitarsi,  alla  combinazione  dei  piani  con  le  rette,  di  risolvere  au- 
rora il  medesimo  problema  servendoci  di  un  piano  secante  qualunque:  però,  sic- 
come questo  piano  dovrà  contenere  la  retta  data  (AB,  A'B')  le  di  cui  tracce 
sono  B e C'  (Tav.  LXXXIX,  Jig.  6),  bisognerà  far  passare  per  questi  punta, 
le  tracce  del  piano  secante  che  adotteremo.  Conduciamo  dunque  pel  punto  B la 
retta  arbitraria  SBT,  e per  i punti  T e C'  la  retta  C'TV';  queste  saranno  le 
tracce  di  un  piano  ausiliare,  che  conterrà  le  linee  (AB  , A'B').  Premesso  ciò,  1 
piani  STV'  e PQR'  si  tagliano  (n.°  a4)  seguendo  la  linea  ( SV  , e sic- 

come questa  incontra  (AB,  A'B')  in  (M,  M'),  questo  punto  è quello  ove  la 
retta  data  fora  il  piano  PQR':  ma  bisognerà  assicurarsi  per  verificare  le  cosliu- 
zioni,  che  la  retta  MM'  che  riunisce  queste  due  proiezioni  sia  esattamente  per- 
pendicolare (n.°  7)  sopra  la  linea  di  terra. 


286  DES 

39.  Per  un  putto  dato  condurre  una  retta  che  incontri  due  rette  date  di 
posizione. 

Indicheremo  soltanto  la  soluzione  di  questo  problema  che  può  servire  di  eser- 
cizio per  familiarizzarsi  con  i melodi  precedenti.  Pel  punto  dato  e per  la  prima 
retta  si  condurrà  un  primo  piano,  poi  un  secondo  pel  medesimo  punto  e la  se- 
conda retta  ; allora,  cercando  I'  intersezione  di  questi  due  piani,  si  otterrà  una 
retta  che  evidentemente  soddisfarà  alle  condizioni  ennnziate. 

Possiamo  ancora  non  impiegare  che  il  primo  dei  piani  dei  quali  abbiamo  par- 
lato, quindi  cercare  (n°  a 7)  il  punto  ove  esso  taglia  la  seconda  retta;  allora  , 
unendo  quest’  ultimo  punto  col  punto  dato , otterremo  una  retta  che  risolverà 
il  problema. 

In  generale  non  vi  sarà  che  una  soluzione,  qualora  però  le  due  rette  proposte 
non  si  trovino  in  un  medesimo  piano  coi  punto  dato. 

3o.  Teoazssa.  Allorquando  una  retta  (AB,  A'B')  i perpendicolare  ad  un 
piano  PQR'  (Tar.  XCI , fig.  1)  le  prò j elioni  di  questa  linea  sono  respetliva- 
mente  perpendicolari  sopra  le  tracce  del  piano. 

Infatti,  il  piano  che  proietta  la  retta  seguendo  AB  è,  dalla  sua  definizione, 
perpendicolare  al  piano  orizzontale:  esso  lo  è ancora  al  piano  dato  PQR',  poiché 
passa  per  una  retta  che  si  suppone  perpendicolare  a quest’  ultimo;  dunque  que- 
sto piano  proiettante  è nel  medesimo  tempo  perpendicolare  sopra  i due  altri,  e 
quindi  alla  loro  intersezione,  che  è la  traccia  orizzontale  PQ;  per  conseguenza 
questa  traccia  sarà  essa  medesima  perpendicolare  sopra  la  projezione  AB,  che  si 
trova  ne]  piano  proiettante.  Si  dimostrerebbe  iu  un  modo  del  tutto  simile,  che 
la  traccia  verticale  R'Q  è perpendicolare  sopra  la  projezione  A'R'. 

Viceversa,  se  le  due  projetioni  AB  e A'B'  di  una  retta  sono  respettivamente 
perpendicolari  alte  tracce  PQ  e QRf  di  un  piano , questo  piano  e la  retta  so- 
no perpendicolari  1'  uno  sopra  l' altro.  Infatti  , il  piano  proiettante  che  ha  per 
traccia  AB  è evidentemente  perpendicolare  sopra  la  retta  PQ,  e perciò  anche  al 
piano  PQR’,  che  contiene  questa  linea:  egualmente,  il  piano  proiettante  che  ha 
per  traccia  A'B'  è perpendicolare  alla  retta  QR',  e per  conseguenza  al  piano 
PQR'.  Dunque  quest’ultimo  trovandosi  nel  medesimo  tempo  perpendicolare  sopra 
i due  piani  proiettanti,  lo  sarà  ancora  alla  loro  intersezione  che  equivale  alla  retta 
data  nello  spazio. 

3r.  Si  osservi  però  che  questo  teorema  non  sarebbe  vero  quando  si  trattasse 
di  projeziooi  oblique  ( o.°  5.);  come  pure  una  simile  relazione  non  esiste  fra 
due  rette  che  sono  perpendicolari  fra  loro;  poiché  le  toro  projeziooi  ortogonali, 
sopra  un  medesimo  piano,  uon  formeranno  un  angolo  retto,  che  nel  caso  in  cui 
una  delle  linee  proposte  non  sia  paralella  al  piano  di  projezione. 

3a.  Trovare  la  più  corta  distonia  di  un  piano  ( A , A')  ad  un  piano  dato 

PQR'. 

In  primo  luogo  si  abbassi  dal  punto  (A,  A')  una  perpendicolare  indefinita  sul 
piano,  conduceudo  (n.*  3o)  le  projezioni  AB  e A'B'  respettivamente  perpendi- 
colari sopra  le  tracce  PQ  e QR';  quindi  si  cerchi  il  punto  (AI,  M' ) ove  que- 
sta retta  incontra  il  piano,  il  che  si  eseguirà  come  al  n.°  27.  tutti  i ragionamenti 
del  quale  si  applicano  alla  figura  attuale  in  cui  d’altra  parte  abbiamo  conservalo 
le  medesime  notazioni.  Allora,  AM  e A'M'  saranno  evidentemente  le  projezioni 
della  più  corta  distanza  domandata  , e la  grandezza  assoluta  di  questa  distanze 
si  otterrà  (n.°  1 4 > conducendo  l’orizzontale  HM'M",  eguale  ad  AM,  e tirando 
la  retta  A'Al''  che  sarà  la  distanza  del  punto  al  piano. 

33.  Trovare  la  più  corta  distonia  di  un  punto(C,  C')  (Tav.  CXI,  fig.  a) 
ad  una  retta  data  (AB,  A'B'). 

Pel  puifto  (C,  C')  si  conduca  in  primo  luogo  un  piano  perpendicolare  alla  retta 
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proposta;  le  sue  tracce  saranno  perpendicolari  (n.°  3o)  alle  projezioni  AB  e A'B', 
e , per  determinare  uno  dei  loro  punti  , s1  immaginerà  in  questo  piano  un1  oriz- 
zontale che  parla  da  ( C , C'  ).  Questa  retta  , che  sarà  necessariamente  parateli» 
alla  traccia  orizzontale  cercata , avrà  per  projezioni  CI)  perpendicolare  ad  AB  , 
e C'D'  parateli»  a XY,  così , essa  anderk  a forare  il  piano  verticale  in  ( D,  D'  ); 
se  dunque  si  conduce  I)'Q  perpendicolare  sopra  A'B',  e QP  perpendicolare  so- 
pra AB,  queste  saranno  le  tracce  del  piano  cercato.  Premesso  ciò,  costruendo 
( n.  27)  il  punto  (M,  M'  ) ove  questo  piano  incontra  la  retta  ( AB,  A'B'),  e 
unendolo  con  (C,  C'),  la  retta  (CM,  C'M')  sarà  evidentemente  contenuta  nel 
piano  D'QP,  e come  tale,  si  troverà  perpendicolare  sopra  (AB,  A'B');  per  conse- 
guenza , etsa  misurerà  la  più  corta  distanza  domandata,  la  di  cui  grandezza  asso- 
luta C'M"  si  dedurrà  dalle  projezioni  CM  e C'M'  per  mezzo  della  regola  gene- 
rale esposta  n.°  14. 

In  questo  disegno  , il  piano  D'QP  non  è nè  un  dato  nè  un  risultamento  del 
primitivo  problema,  ed  è solamente  un  mezzo  per  arrivare  alla  soluzione  cercata, 
e per  conseguenza  dovremo  segnare  le  sue  tracce  come  linee  ausiliari  ( n.°  in). 
La  medesima  osservazione  si  applica  alla  seguente  figura. 

34*  Altra  soluzione.  Si  faccia  pestare  un  piano  pel  punto  (C,  C')  e per 
la  retta  data  (AB,  A'B')  {Tao.  XCI  , fig.  3);  basterà  di  unire  (C,  C')  con 
(A,  A'),  e di  cercare  le  tracce  verticali  delle  due  rette  (AB,  A'B')  e ( AC  , 
A'C'):  allora  B'D'Q  e QA  saranno  le  tracce  del  piano  ausiliare  del  quale  abbia- 
mo parlato  sopra.  Premesso  ciò  , facoiamo  girare  questo  piano  intorno  della  sua 
traccia  orizzontale  AQ,  e supponiamo  che  trasporti  seco  la  retta  data  e il  punto 
dato.  In  questo  movimento  di  rivoluzione,  il  punto  ( B,  B'  ) non  uscirà  dal  piano 
verticale  BF  perpendicolare  alla  cerniera  AQ,’  d'  altra  parte,  la  distanza  B'Q 
di  questo  punto  al  punto  fisso  Q,  rimarrà  invariabile;  per  conseguenza,  se  si 
descrive  col  raggio  QH'  un  arco  di  circolo  ehc  tagli  BF  in  B"  , questo  punto 
sarà  quello  che  si  eltieue  da  (B,  B' ) mediante  il  giro  di  rivoluzione  fallo  fare 
al  piano,  e la  retta  proposta  come  pure  la  traccia  QB'  si  troveranno  aver  girato 
seguendo  Ah"  e QB".  Egualmente  tirando  le  perpendicolari  I)D"  e CC"  sopta 
la  cerniera  AQ , la  linea  ( ACD  , A'C'D')  girerà  seguendo  AD"  , e il  punto  C 
verrà  in  C".  Allora  nel  piano  orizzontale  ove  tulli  i dati  attualmente  si  tro- 
vano, senza  che  le  loro  posizioni  respettive  abbiano  cangiato,  potremo  abbassare 
sopra  AB"  la  perpendicolare  C''M",  c questa  sarà  la  distanza  cercata  nella  sua 
vera  grandezza.  Questo  risultamento  è ordinariamente  il  solo  che  interessi;  peto 
se  vogliamo  ancora  fissare  la  posizione  della  più  corta  distanza,  non  dobbiamo 
che  rialzare  tutto  il  sistema;  il  punto  M"  si  riporterà  in  M'  con  una  perpen- 
dicolare sopra  la  cerniera  AQ  , e se  ne  dedurrà  ( n.°  7)  la  projezione  verticale 
RI';  dimodoché  finalmente  la  distanza  in  qnestione  sarà  proiettala  sopra  CM  , 
C'M'. 

35.  Questo  modo  di  soluzione  sarebbe  soprattutto  utile  se  si  volesse  trovare 
sopra  la  retta  (AB,  A'B')  un  punto  eòe  fosse  distante  da  (C,  C#)  di  una  quantità 
data  0.  Mentre,  dopo  aver  fallo  girare  come  qui  sopra  la  retta  data  9 il  punto 
dato  seguendo  AB"  e C",  si  descriverebbe  con  un  raggio  C"N"  = o un  ureo  di 
circolo  che  taglierebbe  AB"  in  W" , e questo  sarebbe  il  punto  domandato  dopo 
aver  fatto  fare  il  giro  di  rivoluzione  al  piano:  quindi  rialzando  tutto  il  sistema 
intorno  della  cerniera  AQ,  il  punto  N"  si  riporterebbe  in  N,  e le  sue  due  pro- 
iezioni sarebbero^,  e NL  Generalmente  vi  sarà  una  seconda  soluzione  , poiché 
l’arco  descritto  col  raggio  3 taglierà  ordinariamente  la  retta  AB"  io  due  punti 
N"  e n". 

36.  Trovare  gli  angoli  che  forma  un  piano  duto  PQK'  con  i due  pumi  di 
projezione.  ( Tar.  XCI , fig.  4 ). 
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SI  sa,  che  per  misurare  1’ inclinazione  di  due  piani,  basta  di  tagliarli  con 
un  terzo  piano  che  sia  perpendicolare  alla  loro  intersezione,  c che  le  due  rette 
tracciate  da  questo  piano  secante  formano  fra  loro  un  angolo  che  esprime  V in- 
clinazione cercata.  Si  tagli  perciò  il  piano  PQK'  e il  piano  orizzontale  con  un 
piano  che  sia  perpendicolare  alla  traccia  PQ.  Questo  piano  secante  , che  sarà 
verticale,  avrà  per  tracce  una  linea  AD  perpendicolare  a PQ,  e »a  verticale  DB': 
per  conseguenza  esso  taglierà  il  piano  dato  seguendo  una  retta  che,  nello  spazio, 
riunirebbe  il  punto  A con  D',  e sarebbe  P ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo 
avente  per  lati  AD  e DL)'.  Se  dunque  si  fa  girare  questo  triangolo  intorno  di 
DD'  per  farlo  posare  sul  piano  verticale,  esso  diverrà  D'A''D,  e l'angolo  del  me- 
desimo nome  misurerà  V inclinazione  del  piano  PQR'  snl  piano  orizzontale. 

Per  ottenere  l'angolo  del  piano  PQR'  col  piano  verticale,  si  taglieranno  con 
un  piano  CDB'  perpendicolare  alla  traccia  verticale  QK',  e ciò  darà  un  triango- 
lo rettangolo  atenle  per  lati  CD  e Db';  per  conseguenza  questo  triangolo,  fatto 
girare  intorno  di  CD,  diventerà  DB"C,  nel  quale  l'angolo  B"  esprimerà  P in- 
clinazione domandata. 

37.  Da  un  punto  datoy  condurre  un  piano  che  faccia  un  angolo  a col  piano 
orizzontale , e un'angolo  Z col  piano  verticale. 

Si  osservi  prima  di  tutto  che,  nel  precedente  problema,  i due  piani  secanti 
D'DA  e B'DC  dovevano  tagliarsi  essi  medesimi  seguendo  una  retta  perpendico* 
lare  al  piano  PQR',  e la  quale  misurerebbe  la  piu  corta  distanza  di  questo  pia- 
no al  puuto  D della  linea  di  terra.  D1  altra  parte  siccome  questa  perpendicolare, 
fatta  girare  volta  per  volta  con  i due  triangoli,  si  trova  evidentemente  rappre- 
senta lata  dalle  rette  DF  e D f condotte  ad  angolo  retto  sopra  le  ipotenuse  , ne 
segue  che,  qualunque  sia  il  piano  PQR',  dobbiamo  avere  la  relazione  DF=  Df 
Premesso  ciò,  se,  senza  conoscere  il  piano  PQR',  che  supporremo  abbia  sopra  i 
piani  fìssi  le  inclinazioni  a , f> , si  costruisce  a piacere  sopra  la  linea  di  terra 
un  triangolo  rettangolo  D'DA"  nel  quale  l'angolo  A"  sia  eguale  ad  a;  quindi, 
che  con  la  perpendicolare  DF  si  descriva  un  arco  di  circolo  , e che  si  conduca 
una  tangente  B,rfC  che  faccia  l'angolo  B"  eguale  a 6;  questa  tangente  determi- 
nerà, per  mezzo  del  suo  incontro  col  prolungamento  della  verticale  D'D  , un 
punto  C della  traccia  del  piano  PQR'.  Allora  tirando  la  retta  CQ  tangente  al- 
l'arco di  circolo  descritto  col  raggio  DA",  quindi  unendo  i punti  Q e D' , ot- 
terremo le  tracce  di  un  piano  CQD  , che  avrà  sopra  i piani  fissi  le  inclinazioni 
a c 6;  laonde,  per  risolvere  il  problema  primitivo,  non  rimarrà  che  da  condurre 
pel  punto  dato  un  piano  paralello  a CQD  (n.°  ao.  ). 

38.  Costruire  l'  angolo  compreso  fra  due  piani  dati  PQR'  e PSR'  ( Tav. 
XCI,fig.  5). 

Bisogna,  come  abbiamo  detto  precedenteracQle  , tagliare  questi  due  piani  con 
un  terzo  che  sia  perpendicolare  alla  loro  intersezione.  Ora  questa  retta  , proiet- 
tata { n.°  2f\  ) seguendo  Pfì,  P'U',  è V ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo  , che 
ha  per  lati  PR  e RR',  e che,  dopo  fatto  girare  sul  piano  orizzontale,  diventerà 
PRR".  Se  dunque,  per  un  puuto  arbitrario  A"  di  questa  ipotenusa,  si  conduca 
una  perpendicolare  A"B,  e che  quindi  si  alzi  il  triangolo  K"RP  nella  situazione 
verticale  PR  » è evidente  che  allora  la  linea  A"B  si  troverà  nel  piano  secante 
che  si  deve  condurre  perpendicolarmente  all' intersezione  di  questo  punto  A"; 
poi,  siccome  A"B  andrà  a forare  il  piano  orizzontale  in  B,  la  retta  CBD,  per- 
pendicolare alla  projezione  PR  , sarà  ( u.°  3o  ) la  traccia  orizzontale  di  questo 
piano  secante.  Dopo  ciò,  dobbiamo  accorgerci  clic  quest’ultimo  piano  taglierà  i piani 
proposti  seguendo  due  rette  che  partano  dal  punto  A"  rialzalo,  c che  terminando 
in  C e D,  formeranno  un  triangolo  la  di  cui  base  sarà  CD  , e di  cui  l'angolo, 
al  vertice  A",  sarà  quello  che  si  cerca  ; cosi  non  si  tratta  che  di  costruire  que- 
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sto  triangolo.  Ora,  la  sua  altezza  è precisamente  A"fì,  poiché  questa  retta  rial- 
zata si  trova  nel  piano  verticale  HI*  , che  è perpendicolare  sopra  la  base  Gl)  ; 
d’altra  parte,  se  si  fa  girare  questo  triangolo  intorno  di  CD  come  cerniera,  il 
vertice  A"  non  uscirà  dal  piano  verticale  PR  perpendicolare  a questa  cerniera: 
dunque  portando  sopra  1*11  la  distanza  B A =a  B A",  otterremo  CAD  pel  triangolo 
domandalo , e l'angolo  del  medesimo  nome  misurerà  1’  inclinazione  dei  piani 
PQR'  e PSR'. 

Si  sarebbe  potuto  far  girare  sul  piano  verticale,  V intersezione  dei  piani  pro- 
posti; questa  retta  sarebbe  stala  rappresentata  da  R'P",  e,  conducendole  una 
perpendicolare  AB'  , il  cui  piede  B#  dovrebbe  essere  riportato  in  B , se  ne  sa- 
rebbe fatto  lo  stesso  uso  di  sopra. 

3q.  Allorquando  i piani  proposti  hanno  le  loro  tracce  paralelle  sopra  uno  solo 
dei  due  piani  di  proiezione,  come  K'QP  e R'ST,  (TW.  XCll , Jìg.  G)  la  prece- 
dente costruzione  esige  una  leggera  modificazione  che  ne  rende  la  soluzione  più 
semplice;  poiché  sappiamo  (n.°  a5),  che  allora  l1  intersezione  è la  reità  orizzon- 
tale ( R'V' , RV  ) paralclla  alle  tracce  orizzontali.  Ter  conseguenza  se  si  conduce 
un  piano  verticale  CRR'  perpendicolare  a questa  intersezione,  esso  taglierà  i 
piani  proposti  seguendo  due  rette,  le  quali  formeranno  con  CD  un  triangolo  avente 
per  vertice  il  punto  R',  e per  altezza  la  verticale  R'R  : dimodoché  facendo  girare 
questo  triangolo  sul  piano  orizzontale  intorno  della  sua  base  CD  , il  vertice  Rf 
verrà  in  R'' , e l’angolo  CR"D  sarà  la  misura  dell’ inclinazione  dei  piaui  pro- 
posti. 

Finalmente,  se  le  tracce  fossero  tutte  paralelle  alla  linea  di  terra,  come  nella 
(Tuo.  LXXXIX  , fig.  4),  »i  taglierebbero  » pian»  dati  col  piano  di  profilo 
ZXV  digià  impiegalo  (n.°  26);  e operando  come  abbiamo  fatto  in  questo  nu- 
mero, si  otterrebbe  1*  angolo  PA"T  per  V inclinazione  dei  piani  in  questione. 

4o.  Trovare  Vangalo  di  due  rette  date  (AB,  A'B' ) e ( BC , Ve')  ( Tav. 
XCIII,  fìg.  1 ). 

S’ intende  per  P angolo  di  due  rette  , che  spesso  non  s’ incontrano  angolo 
che  comprenderebbero  fra  loro  due  rette  respetlivamente  paralelle  alle  prime  , e 
le  quali  sarebbero  condotte  per  un  medesimo  punto  dello  spazio  : cominciamo 
dunque  da  esaminare  se  le  linee  proposte  si  tagliano.  Ora,  se  esse  hanno  un 
punto  comune,  questo  dovrò'  esser  proiettalo  orizzontalmente  in  B e vertical- 
mente in  br  \ ma  perchè. questi  punti  fossero  le  projezioni  di  un  medesimo  punto 
dello  spazio,  bisognerebbe  (n.°  7)  che  la  retta  B6'  si  trovasse  perpendicolare  alla 
linea  di  terra  , condizione  che  in  questo  caso  non  rimane  adempita;  per  conse- 
guenza, le  rette  proposte  non  si  tagliano.  Allora , condurremo  una  par»  le  Ila  alla  li- 
nea (BC,  Ve')  per  un  punto  qualunque  dell'altra  retta  , c per  eseguir  ciò  con 
maggior  semplicità,  sceglieremo  il  punto  che  é proiettato  in  B , B'.  Questa  pa- 
ralella  avrà  ancora  per  projezione  orizzontale  la  retta  BC  digià  data , e per 
projezione  verticale  la  lipea  B/C/  paralclla  a Ve' \ dimodoché  il  problema  si  ri- 
durrebbe a trovare  l'angolo  formato  dalle  due  rette  (AB,  A'B')  e (BC,  B'C'), 
che  considereremo  come  dati  immediati  della  questione. 

Costruendo  le  tracce  orizzontali  A e C di  queste  rette  , la  linea  AC  sarà  la 
base  di  un  triangolo  avente  per  vertice  il  punto  (B,  B')  ove  si  tagliano  lo  rette 
proposte,  e di  cui  l'angolo  al  vertice  sarà  quello  che  si  cerca.  Ora,  Battezza  di 
questo  triangolo  è evidentemente  l'ipotcnusa  di  un  triangolo  rettangolo,  che  avreb- 
be per  base  la  perpendicolare  BH  abbassata  sopra  AC,  e per  altezza  la  verticale 
che  proietta  il  vertice  in  B,  la  quale  è eguale  a B'K  ; per  conseguenza,  so  pren- 
diamo RH"  = BII,  e che  si  tiri  B'H",  questa  retta  sarà  l' altezza  del  triangolo 
primitivo.  Adesso  se  facciamo  girare  quest'  ultimo  sul  piano  orizzontale  intorno 
della  sua  base  AC,  il  vertice  non  uscirà  dal  piauo  verticale  UB  perpendicolare 
Dii.  di  Alat.  Voi  IH  3^ 
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a questa  base;  dunque  portando  V altezza  B'H"  da  H in  B"  , il  triangolo  cer- 
calo si  troverà  riportato  seguendo  AB"C,  e l'angolo  del  medesimo  nome  sarà 
quello  clic  formavano  nello  spazio  le  due  rette  (AB,  À'B')  e (BC,  B'C'  ). 

41.  Quando  una  di  queste  rette,  per  esempio  la  seconda,  sarà  paralella  al 
piauo  orizzontale,  il  triangolo  del  quale  ci  siamo  serviti  non  esisterà;  ma  la 
traccia  orizzontalo  del  piano  delle  due  rette  proposte , che  nel  caso  generale  era 
AC,  diventerà  allora  una  paralella  a BC  : dimodoché  facendo  girare  come  sopra, 
questo  piano  intorno  delia  sua  traccia,  otterremo  ancora  l'angolo  domandato. 

Non  parleremo  del  caso  in  cui  le  rette  fossero  tutte  due  paralclle  al  piano 
orizzontale  , poiché  allora  1'  angolo  che  esse  formerebbero  nello  spazio  sarebbe 
eguale  a quello  che  comprenderebbero  le  loro  proiezioni. 

Finalmente  , se  fosse  proposto  nel  caso  generale  , di  dividere  in  due  parti 
eguali  l’angolo  delle  due  rette  che  si  tagliano,  si  farebbe  questa  divisione  dopo 
aver  fatto  girare  quest'angolo  sul  piano  orizzontale;  poi  si  rialzerebbe  l'angolo 
e la  retta  che  lo  divide,  osservando  che  il  punto,  ove  quest' ultima  linea  va  a 
tagliare  la  Iraccia  orizzontale  del  piano  delle  rette  date  , rimane  immobile  nel 
tempo  di  questo  movimento  di  rotazione. 

42.  Trovare  /’  angolo  formato  da  una  retta  (AB,  A'B')  con  un  piano  PQB' 
(Tav.  XC1U,  fig.  2). 

L’  angolo  di  una  retta  con  un  piano  sarebbe  una  quantità  indeterminata,  se 
con  ciò  non  si  convenisse  d’ intendere  l'angolo,  che  forma  la  retta  proposta  eoa 
la  sua  projezione  ortogonale  sul  piano;  e questa  scelta  si  fonda  nell' essere  que- 
st' ultimo  angolo  evidentemente  il  più  piccolo  di  tutti  quelli,  che  fa  la  retta  con 
le  diverse  linee  traeciate  pel  suo  piede  nel  piano  in  questione.  Segue  da  ciò,  che 
abbassando  da  un  punto  di  questa  retta  una  perpendicolare  sul  piano  proposto, 
l'angolo  compreso  fra  questa  perpendicolare  e la  retta  primitiva  sarà  il  comple- 
mento di  quello  che  si  vuole  ottenere,  e sarà  sufficiente  a dedurne  quest'ultimo. 

Si  conduca  dunque  pel  punto  (B,  B'),  preso  arbitrariamente  sopra  la  reità  da- 
ta, una  perpendicolare  (BC,  B'C')  al  piano  PQR',  quindi  si  costruisca  l'angolo 
formato  dalle  due  rette  (AB,  A'B')  e (BC,  B'C').  Applicando  a questo  caso  il 
metodo  del  (n.°  4°)*  vedremo  che  bisogna  abbassare  la  perpendicolare  BH  s*  pra 
AC,  prendere  KH"=:BH,  e portare  l' ipotenusa  B'H"  da  H in  B''  : allora  AB"C 
sarà  1’  angolo  delle  due  rette.  Quindi  costruiremo  il  complemento  conducendo  , 
per  esempio,  B"D  perpendicolare  sopra  CB"  ; e finalmente  AB"D  sarà  l’angolo 
formato  dalla  retta  (AB,  A'B')  col  piano  PQU'. 

43.  11  medesimo  metodo  può  servire  a trovare  gli  angoli  di  una  retta  con  le 
sue  prò  jetioni  ^ poiché  questi  sono  gli  angoli  che  essa  forma  col  piano  orizzon- 
tale e col  piano  verticale;  solamente,  le  costruzioni  precedenti  potranno  essere 
rese  molto  più  semplici  facilmente.  D'altra  parte,  si  arriva  a questi  risultamentà 
in  un  modo  ancora  più  pronto,  facendo  girare  la  retta  sopra  uno  dei  piani  fìssi, 
come  al  n.°  i4  , ove  l'angolo  ABA''  (Tav.  LXXXVII  sfg>  5)  è l'inclinazione 
della  retta  (AB,  A'B'  ) sopra  la  sua  projezione  AC,  o sul  piano  orizzontale. 

44*  Costruire  la  posizione  e la  grandezza  della  linea  , che  misura  la  più 
corta  distanza  fra  due  rette  non  situate  nel  medesimo  piano. 

Si  sa  che,  nello  spazio,  due  rette  possano  non  incontrarsi , e non  ostante  non 
essere  paralelle  ; allora  bisogna  cercare  , fra  tutte  le  linee  che  riuniscono  due 
qualunque  dei  loro  punti , qual'  è la  più  corta  ; ma  per  meglio  far  comprendere 
la  serie  dell'  operazioni  da  effettuarsi  per  risolvere  questo  problema  , comincere- 
rao  a indicarle  sopra  una  figura  in  prospettiva,  ove  AB  e CD  rappresenteranno 
le  due  rette  proposte  ( Tav.  fg.  3).  Se,  per  un  punto  qualunque  B della 

prima,  si  condnce  una  retta  BE  paralella  a CD,  e che  s'immagini  il  piano  ARE, 
questo  piano  sarà  esso  medesimo  paralello  alla  linea  CD;  cosi,  abbassando  da  un 
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punto  (li  quest1  ultima  una  perpendicolare  1)F  sul  piano  ADE,  la  dislauza  cer- 
cata non  potrebbe  essere  minore  di  DF.  Ma  per  far  vedere  che  una  retta  eguale 
a DF  può  effettivamente  riunire  due  punti  delle  lince  proposte;  si  condura  pel 
piede  F di  questa  perpendicolare  una  puralellu  FG  a CD;  questa  linea  FG  in- 
contrerà necessariamente  AB  in  un  ddlo  punto  G,  senza  di  che  AB  sarebbe  pa- 
rafila a CD,  il  che  è contrario  all1  ipotesi  ammessa.  Ora,  se  dal  punto  G si  eleva 
la  perpendicolare  GH  sul  piano  ABE,  essa  sarà  evidentemente  contenuta  nel  pia- 
no CDFG  digià  perpendicolare  sopra  ABE  , e per  conseguenza  GH  incontrerà 
CD.  Questa  linea  GII,  eguale  e parafila  a DF  , misurerà  perciò  la  più  corta 
distanza  delle  rette  AB  e CD,  e si  vede  che  essa  si  troverà  perpendicolare  a tutte 
due  nel  medesimo  tempo,  poiché  essa  lo  è sul  piano  ABF.  parafilo  a queste  rette. 

Per  confermare  a posteriori  la  prima  di  queste  due  conseguenze,  basta  osser- 
vare che  unendo  due  punti  qualunque  m ed  n delle  lince  proposte,  la  retta  mn 
uscirà  dal  piano  CDFG,  tutte  le  volte  che  il  punto  n sarà  differente  da  G;  in 
questo  caso  mn  sarà  un'obliqua  rapporto  al  piano  ABE,  e,  come  tale  , sarà  più 
lunga  della  perpendicolare  mp  che  eguaglia  GH.  Quauto  al  caso  in  cui  il  punto 
n coincidesse  con  G,  la  retta  »nG  sarebbe  allora  obliqua  rapprlo  a CD,. e per 
conseguenza  più  lunga  della  perpendicolare  GH , che  rimane  perciò  la  più  corta 
di  tutte  f linee  che  possono  riunire  due  punti  qualunque  delle  rette  proposte. 

iJ5.  Eseguiamo  adesso  le  costruzioni  che  non  abbiamo  che  indicate  di  sopra,  c 
si  riconoscerà  la  differenza  essenziale  che  esiste  fra  i processi  della  geometria 
ordinaria,  e i metodi  con  i quali  la  geometria  descrittiva  ottiene  risullamenli 
completamente  determinati,  per  la  soluzione  di  problemi  relativi  alle  tre  dimen- 
sioni dello  spazio. 

Siano  adunque  (7W.  XCIII,  Jig.  4)  (AB,  A'B')  c (CD,  C'D7)  le  due  rette  date: 
si  comincia  dall1  assicurarsi  èhe  esse  non  si  trovino  in  un  medesimo  piano,  os- 
servando in  primo  luogo  che  esse  nou  sono  parafile  , e che  quindi  i punti  ove 
le  loro  projezioni  verticali  e orizzontali  si  tagliano,  non  sono  situate  ( n.°  4°) 
sopra  la  medesima  perpendicolare  alla  linea  di  terra.  Premesso  ciò  , si  scelga  il 
punto  (B,  B')  della  prima  retta  per  condurre  una  parafila  ( BE , K'E')  alla  se- 
conda, e si  costruiscano  le  tracce  AEQ  e QB'  del  piauo  ebe  conterrebbe  le  li- 
nce (AB,  A'B')  e (BE,  B'E'):  quindi  si  abbassi  da  un  punto  (D,  I)' ) dell* 
seconda  retta,  una  perpendicolare  ( DF , D'F')  sul  piano  AQP/ , e si  cerchi 
( n.°  27),  per  mezzo  del  piano  proiettante  DRR',  il  punto  (F,  F')  ove  questa 
perpendicolare  incontrerà  il  piano  AQB\  Adesso  bisognerà  condurre  pel  piede 
( F,  F'),  e parale llamcnte  a (CD,  C'D')  una  retta  (FG,  F'G')  che  dovrà  ne- 
cessariamente ( n.°  44)  tagliare  (AB,  A'B');  per  conseguenza  i due  punti  G e G' 
dovranno  essere  sopra  una  medesima  perpendicolare  alla  linea  di  terra.  Quindi 
dal  punto  (G,  G' ) condurremo  parale  Manierile  a (DF,  D'F')  la  linea  (GH, 
G'H');  e,  siccome  essa  deve  ancora  incontrare  la  retta  (CD,  C'D'),  bisognerà 
ancora  che  li  e H'  si  corrispondano  sopra  una  medesima  perpendicolare  alla 
linea  di  terra.  Allora  GII  c G'II'  saranno  le  projezioni  della  più  corta  distanzi* 
domandata;  poi,  per  ottenere  la  grandezza  assoluta,  si  prenderà  (n.*  1.4),  «opra 
F orizzontale  condotta  pel  punto  G' , una  parte  KG"  = GH,  e si  tirerà  la 
retta  G"H'  che  sarà  finalmente  la  vera  lunghezza  della  distanza  in  questione. 

46.  Si  potrebbe  ancora  risolvere  il  medesimo  problema  cercando  l'intersezione 
di  «lue  piani  perpendicolari  ad  AQB7,  e che  passassero  Timo  per  la  retta  (AD, 
A'B'),  e 1 altro  per  la  retta  (CD,  C'D').  D’ altra  parte  questi  piani  si  deter- 
minerebbero abbassando  una  perpendicolare  sopra  AQB'  da  un  punto  di  ciascuna 
delle  rette  proposte. 

47.  Se  le  due  rette  proposte  fossero  parafile  fra  loro,  la  loro  distanza  sjrebbe 
per  tutto  f medesima,  e,  per  ottenerla,  basterebbe  di  cercare  la  più  corta  di - 
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stanza  della  prima  retta  ad  un  punto  della  seconda , per  esempio»  alla  traccia 
orizzontale  di  questa;  ora  questo  è un  problema  del  quale  abbiamo  data  la  so- 
luzione nei  numeri  33  e 34*  <• 

48.  Le  diverse  questioni  che  abbiamo  trattato,  contengono  tutti  gli  elementi 
necessari  per  risolvere  i problemi  , ove  non  saranno  da  combinare  che  rette  con 
piani,  e se  ne  troveranno  utili  applicazioni  nella  risoluzione  dell'angolo  Triedro 
che  in  breve  esporremo.  Presentemente  faremo  soltanto  osservare  che  essendo 
date  le  projezioui  di  tutti  i vertici  di  un  poliedro,  sapremo  determinare  la  po- 
sizione e la  lunghezza  di  ciascuna  delle  sue  costole , 1'  inclinazione  di  ciascuna 
faccia  sul  piano  orizzontale  o 1*  angolo  delle  due  facce  fra  loro;  potremo  ancora 
costruire  col  metodo  del  quarto  di  rivoluzione  da  farsi  fare  al  piano  verticale 
per  ridurlo  a formare  un  solo  piano  colf  orizzontale,  e nelle  sue  vere  dimensioni, 
il  poligono  che  forma  una  qualunque  di  queste  facce , poi  trovare  la  sezione  che 
produrrebbe  nel  poliedro  un  piano  la  di  cui  posizione  fosse  assegnala.  Viceversa, 
se  la  situazione  del  poliedro  è definita  da  altre  condizioni  in  numero  sufficiente, 
potremo  concluderne  le  sue  due  projezioni  : ma  siccome  i processi  varieranno 
necessariamente  con  la  scelta  dei  dati,  non  ne  citeremo  che  un  esempio,  il  quale 
basterà  per  indicare  il  metodo  da  seguire  negli  altri  casi. 

49*  Un  paralel/epipedo  rettangolo  riposi  con  la  sua  base , sopra  un  piano 
che  è inclinato  all ’ orizzonte  di  una  quantità  w , e che  ha  per  traccia  oriz- 
zontale PQ  (Tav.  XC11I,  fig.  5);  una  delle  costole  di  questa  base  è proiettata 
orizzontalmente  seguendo  AB,  nel  mentre  che  le  due  altre  costole  contigue 
con  quella , hanno  delle  lunghezze  date  V e 1 " : si  domanda  di  costruire  la 
projezione  orizzontale  e verticale  di  questo  corpo. 

Pel  vertice  B,  s' immagini  un  piano  di  profilo  PRR'  perpendicolare  alla  traccia 
PQ;  esso  taglierà  il  piano  dato  seguendo  uoa  retta  che  formerà  con  PK  l'an- 
golo w;  per  conseguenza,  se  si  fa  fare  il  consueto  quarto  di  rivoluzione  a questo 
profilo  intorno  di  PR,  e che  si  costruisca  1*  angolo  RPR"s=e>,  poi  che  si  riporti 
il  punto  R"  sopra  la  verticale  RR',  la  retta  R'Q  sarà  (n.°3fi)la  traccia  verticale 
del  piano  dato  ove  riposa  la  base  del  paralellepipedo.  D'altra  parte  se  si  fa  gi- 
rare quest’ultimo  piano  al  solito  intorno  di  PQ,  il  punto  B,  che  è proiettato 
in  W'  sul  profilo,  si  trasporterà  evidentemente  in  ò;  dimodoché  A4  sarà  la  vera 
lunghezza  della  costola  AB  riportata  sul  piano  orizzontale.  Allora,  tirando  la  retta 
Ad  eguale  ad  V e perpendicolare  sopra  A ò,  otterremo  due  dei  lati  della  base  ripor- 
tata sul  piano  orizzontale;  poi,  rialzando  questa  faccia,  questi  due  lati  si  trove- 
ranno proiettati  seguendo  AB  e AD,  e il  paralellogrammo  ABCD  sarà  la  pro- 
iezione orizzontale  della  base  del  paralellepipedo.  Premesso  ciò  la  costola  per- 
pendicolare a questa  base,  e che  parte  dall’angolo  B,  è proiettata  orizzontal- 
mente (n.°  3o)  sopra  la  retta  indefinita  BP  perpendicolare  a I’Q;  nel  mentre 
che  sopra  il  profilo,  questa  costola  è rappresentata  nella  sua  vera  grandezza  dalla 
linea  B''F"  eguale  a l,f  e coudott  j ad  angolo  retto  sopra.  PRf/;  per  conseguen- 
za, se  si  proietta  V estremi U F"  in  F,  BF  sarà  la  projczioue  orizzontale  della 
costola  in  questione:  poi,  formando  il  paralellogrammo  ABFE , e terminando 
le  altre  facce  col  mezzo  di  diverse  paralelle,  otterremo  facilmente  la  projezione 
completa  ABCOHEbG  di  tutto  il  corpo  sul  piano  orizzontale. 

Quanto  all’altra  projezione,  osserveremo  che  i Iati  AD  e CD  si  trovano  nel 
piano  PQR'  e che  però  (n.°  22)  le  loro  projezioni  verticali  sono  A'K/  ed 
le  quali,  col  loro  incontro,  determinano  il  punto  1)',  projezione  verticale  del- 
l’angolo D.  Si  potrebbe  ancora  trovare  i punti  D'  , C',  B' , delle  loro  pro- 
jezioni orizzontali  e le  loro  altezze  aldi  sopra  della  linea  di  terra;  poiché  que- 
st’altezze  sarebbero  date  dal  profilo,  ove  i punti  in  questione  sono  tutti  prò* 
iellati  sopra  la  retta  PR/'.  Se  di  più,  si  proietta  il  vertice  C io  C#  sopra  M'N* 
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potremo  terminare  il  paralcllogrammo  A'IVC'B'  ; e dopo  aver  condotto  per  i 
quattro  angoli  di  questa  baso,  delle  perpendicolari  alla  traccia  QR' , basterà  di 
proiettare  sopra  queste  rette  indefinite  i punti  E,  F,  G,  H in  K',  F'  G'  H',  il 
che  d'altra  parte  dovrà  dare  delle  rette  respettivamente  paralelle  ai  lati  della 
base  inferiore  A'B'C'D'* 

Rimarrà  finalmente  da  conoscere  quali  sono  le  costole  visibili  sopra  ciascun 
piano  di  projeziooe,  osservando  le  regole  stabilite  ( n.‘  12  e i3);  e dovremo 
rammentarsi  che  il  punto  di  vista  essendo  differente  pel  piaoo  verticale  e pel 
piano  orizzontale  ( n.°  i3.  ),  una  medesima  costola , come  (AD,  A'D'),  può  esser 
visibile  sopra  uno  dei  piani,  e invisibile  sopra  l'altro. 

Risoluzione  dell*  angolo  Tbiedbo. 

5o.  In  un  angolo  solido  a tre  facce  SABC  ( Tav.  XCV , Jìg.  1.),  il  vertice 
offre  tre  angoli  piani,  e tre  angoli  diedri;  i primi  sono  gli  angoli  rettilinei  for- 
mati dalle  costole  fra  loro , gli  altri  sono  le  inclinazioni  scambievoli  delle  facce. 
Di  questi  sei  angoli,  tre  qualunque  esseudo  dati,  si  tratta  di  trovare  gli  altri, 
il  che  offre  sei  problemi  distinti;  poiché,  indicando  con  A,  B , C gli  angoli  die- 
dri che  hanno  respettivamente  per  costole  SA  , SB,  SC,  e per  a , (a,  7 gli  an- 
goli piani  o facce,  cbe  sono  opposte  a questi  angoli  diedri,  si  possono  dare: 


i°  Le  tre  facce  o angoli  piani . * a,  6,  7 

2.0  Due  facce  e V angolo  diedro  compreso a,  €,  C 

3.°  Due  facce  e 1*  angolo  diedro  opposto  ad  una  di  loro  . • oc , 6 , B 

4.0  1 tre  angoli  diedri • . . * A,  B,  C 

ft.°  Due  angoli  diedri  e la  faccia  compresa  » . . . . . . A,  B,  y 

t>.°  Due  angoli  diedri  e una  delle  facce  opposte A , B,  6 


Queste  sono  le  sole  combinazioni  veramente  distinte,  e ancora  i tre  ultimi 
casi  possono  riportarsi  ai  tre  altri  col  soccorso  di  un  angolo  triedro  supplementario. 

5i.  Da  un  punto  qualunque  S'  preso  nell1  interno  dell’  angolo  solido  S,  si  ab- 
bassi una  perpendicolare , sopra  ciascuna  delle  sue  facce,  e,  per  fissare  le  idee, 
consideriamo  il  piauo  BSG  come  orizzontale,  e la  costola  SA  come  situata  al  di 
sopra  di  questo  piano.  Formeremo  così  un  secondo  angolo  triedro  S',  avente  per 
costole  la  verticale  S'A' , con  le  due  rette  S'A',  S'C',  respettivamente  perpen- 
dicolari sopra  le  facce  ASC  , ASB,  e questo  nuovo  angolo  solido  si  dice  supple- 
mcntario  del  primo,  perchè  le  facce  e gli  angoli  diedri  dell'  uno  sono  i supple- 
menti degli  aogoli  diedri  c delle  facce  dell'altro;  ma,  avanti  di  dimostrare  queste 
relazioni  inverse,  osserviamo  cbe  non  è indifferente , per  formare  il  nuovo  angolo 
solido,  di  abbassare  le  perpendicolari  da  un  tale  o tal  punto  dello  spazio  ; poi- 
ché tre  rette  o tre  piatii  che  si  tagliano  nel  medesimo  punto  S',  c i quali  sono 
prolungati  da  una  parte  e dall' altra  di  questo  punto,  determinano  sempre  otto 
angolo  triedri  differenti,  fra  i quali  non  ve  ne  sono  che  due  (simmetrici  l'uno 
dell'altro  c opposti  pel  vertice)  che  sieno  veramente  supplementari  dell'angolo 
dato  SABC.  Così,  per  non  commettere  errore  nella  maniera  di  prolungare  le 
perpendicolari,  abbiamo  raccomandato  di  abbassarle  sopra  le  facce,  a cominciare 
da  un  punto  preso  nell'  interno  dell’  angolo  solido  proposto;  iti  seguilo  potremo 
trasportare  ove  vorremo  nello  spazio  1’  angolo  solido  cosi  formato  S'. 

5a.  Premesso  ciò,  indicando  con  A',  II',  Cr  gli  angoli  diedri  compresi  fra  le 
facce  che  si  tagliano  seguendo  S'Af,  S'B',  S'C'  e con  o',y'  le  facce  opposi  « 
a queste  costole,  si  vede  che  il  piano  A'S'C',  perpendicolare  alle  due  facce  bSC, 
ASC,  le  taglierà  seguendo  due  rette  A'E' , B'E , cbe  saranno  esse  medesime 
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perpendicolari  sopra  SCf  e per  conseguenza  l’angolo  A'EB'  sarà  la  misura  del- 
l'angolo diedro  C.  Ora,  il  quadrilatero  piano  S'A'EB*  ha  due  dei  suoi  angoli 
che  sono  evidentemente  retti,  cioè:  A'  e B';  dunque  i due  altri  sono  supple- 
mentari, e si  ha 


A'S'B'-k4.'EB'=  i8o°,  ovvero 7f-t-C=  i8o°; 

proveremo  egualmente  che.  .......  6-+-B  = i8o°, 

ft'+Ass  «8o°, 


considerando  i quadrilateri  S*AfDC'  e S'C'FB'  prodotti  dalle  sezioni  delle  facce 
A'S'C'  e B'S'C*  nell’  angolo  solido  S.  Dunque  le  facce  dell1  angolo  solido  S'  sono 
■veramente  i supplementi  dell’  angolo  solido  S. 

53.  Adesso  consideriamo  gli  angoli  diedri  di  S';  le  due  facce  B'S'A',  C'S'A* 
tagliano  il  piano  BSC  al  quale  ciascuna  è perpendicolare , seguendo  le  retto 
A'E,  A'D  ; dunque  l’angolo  rettilineo  DA'E  è la  misura  dell’angolo  diedro  A'. 
Ma  nel  quadrilatero  SDA'E  , gli  angoli  D ed  E sono  evidentemente  retti,  poi- 
ché la  faccia  A'S'B'  è perpendicolare  sopra  SC , e A'S'C*  sopra  SB;  per  conse- 
guenza i due  altri  angoli  di  questo  quadrilatero  sono  supplementari,  e si  ha 


DA'E-+-DSE  =a  i8o° , ovvero A'-+-a  = j 8o° ; 

proveremo  egualmente  che B'-f-S  s*  1 8o° , 

€'-+-7  = 180°, 


per  mezzo  dei  quadrilateri  SEB'F  e SDC'F.  Dunque  gli  angoli  diedri  di  S'  sono 
i supplementi  delle  facce  di  S,  e possiamo  dire  che  que»t’  ultimo  angolo  solido, 
è alla  sua  volta  supplemenlario  dell’angolo  solido  S*. 

54.  Osserviamo  qui  che  descrivendo  dal  punto  S come  centro  una  sfera  di  un 
raggio  qualunque  SA,  essa  sarebbe  tagliata  dalle  facce  dell’  angolo  solido  S , se- 
guendo tre  archi  di  circoli  grandi  AB,  BC , CA,  i quali  formerebbero  un  trian- 
golo sferico,  i di  cui  lati  misurerebbero  gli  angoli  piani  a,  6,  7,  e i di  cui  an- 
goli non  sarebbero  altra  cosa  che  le  inclinazioni  A,  B,  C delle  facce  dell’an- 
golo solido.  Per  conseguenza  , la  costruzione  di  quest’  ultimo,  conoscendo  tre  dei 
suoi  elementi,  equivale  alla  soluzione  grafica  dei  problemi  che  tratta  per  mezzo 
del  calcolo  la  trigonometria  sferica.  D’ altra  parte,  se  si  trasportasse  al  centro  S 
l’angolo  solido  S*,  le  sue  facce  taglierebbero  la  medesima  sfera  , seguendo  un 
altro  triangolo  che  sarebbe  il  triangolo  snpplerncntario  o polare  ABC,  e dei 
quale  facciamo  uso  ancora  nella  trigonometria  sferica. 

A tutto  rigore,  per  avere  il  triangolo  polare  di  ABC  nella  situazione  nella 
quale  ordinariamente  si  adopra  nella  trigonometria,  bisognerebbe  adottare  l’an- 
golo solido  simmetrico  di  S'A'B'C',  il  quale  si  otterrebbe  prolungando  le  tre 
costole  al  di  là  del  punto  S'  ; vale  a dire  che  sarebbe  stato  necessario,  fin  dal 
principio,  elevare  dal  vertice  S tre  perpendicolari  alle  facce  di  quest’angolo, 
P una  sopra  BSC  e situata  dalla  medesima  parte  di  questa  faccia  che  la  costola 
SA;  l’altra  sopra  CSA  c dalla  medesima  parte  della  costola  SB  ; finalmente  la 
terza  sopra  ASB  , c dalla  medesima  parte  di  SC.  L'angolo  solido  così  costruito, 
avrebbe  taglialo  la  sfera  precisamente  seguendo  il  triangolo  polare  ABC;  ma  la 
figura  sarebbe  stata  poco  intelligibile  senza  il  soccorso  dei  triangoli  sferici  ed  è 
per  questo  che  abbiamo  preferito  la  costruzione  del  n.°  5i  ; molto  più  che 
qui  ove  non  si  tratta  che  di  angoli  solidi,  quelli  che  sono  simmetrici  l’uno 
dell*  altro  si  trovano  composti  con  » medesimi  elementi  disposti  soltanto  in  un 
altro  ordine,  e che  le  relazioni  si/pplementarie  sono  egualmente  vere. 

55.  IliloiuUnio  adesso  ai  sci  problemi  che  abbiamo  cumulali  n.°  5o,  e osservia- 
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no  che,  quando  ti  danno  tre  angoli  diedri  A , B , C , si  possono  di  seguito  tro- 
vare i loro  supplementi,  che  saranno  (n.*  5a  ) le  facce  a',  t1 , yr  di  un  altro 
angolo  solido  S';  poi,  se  pel  primo  caso  del  n.*  5o  sappiamo  dedurre  da  questi 
nuovi  dati  gli  angoli  diedri  A',  B',  C',  non  avremo  che  da  prendere  i supplementi 
di  questi  j>er  ottenere  (n.°  53)  gli  angoli  piani  a,  6,  y dell'  angolo  solido  pri- 
mitivo S.  Vediamo  con  ciò  che  il  quarto  caso  si  riporta  al  primo;  ed  egual- 
mente ridurremo  il  quinto  al  secondo,  ed  il  sesto  al  terzo.  Occupiamoci  perciò 
soltanto  della  risoluzione  dei  tre  primi  problemi. 

56.  Primo  Caso.  Essendo  date  le  tre  facce  a,  C,  y di  un  angolo  solido  tro- 
vare i tre  angoli  diedri  A,  B,  C (Tav.  XCV , fig.  a). 

A"SB , BSC,  CSA'  siano  i tre  angoli  dati;  si  supponga  che,  si  siano  fatti  girare 
sul  piano  della  faccia  BSC  cho  considereremo  come  il  piano  orizzontale  dell'intero 
disegno;  è evidente  che,  per  ricomporre  l'angolo  solido,  basterebbe  far  girare  le  due 
facce  laterali  A"SB,  A'SC  intorno  alle  rette  SB,  SC  come  cerniere,  fìuchè  le  due 
linee  SA"  e SA'  venissero  a coincidere  insieme  t e la  loro  posizione  comune  nello 
spazio  sarebbe  quella  della  terza  costola  ; la  incognita  projezione  della  quale  in- 
dicheremo per  SA.  Per  determinarla,  sulle  rette  SA'  e SA"  costole  degli  angoli 
condotti  a giacersi  sul  piano  orizzontale,  prenderemo  due  distaoze  a piacere  ma 
eguali  fra  loro  SD':=SD"  ; è chiaro  che  i punti  D'  e D"  nella  formazione 
dell'angolo  solido  dovranno  coincidere;  dipoi  , siccome,  girando  intorno  alle 
rette  SC,  SB,  non  usciranno  dai  piani  verticali  D'FD,  D"ED,  perpendicolari  a 
queste  cerniere , nc  consegue  che  i punti  fatti  scendere  fino  in  D'  e D"  andran- 
no a coincidere  col  punto  dello  spazio  ch'è  proiettato  orizzontalmente  in  D , e 
in  conseguenza  la  terza  costola  dell*  angolo  solido  avrà  per  projezione  SDA. 
D'  altronde  , il  piano  verticale  FD  perpendicolare  a SC  , dovrà  tagliare  le  due 
facce  che  passano  per  questa  costola,  a seconda  delle  rette  FD  e FD'  le  quali  es- 
sendo rialzate,  comprenderanno  in  se  un  angolo  eguale  all'inclinazione  di  quelle 
facce  , e formeranno  nn  triangolo  rettangolo  colla  verticale  D ; in  conseguenza 
se  si  fa  girare  questo  triangolo  intorno  a FD  finché  venga  orizzontale  col  piano, 
alzando  su  questa  base  una  perpendicolare  indefinita  DG'  , cui  limiteremo  con 
un  raggio  FG'  = FD'  , si  otterrà  così  l'angolo  rettilineo  G'FD  per  misura  del- 
1'  angolo  diedro  C. 

5^.  Parimente  il  piano  verticale  F.D,  taglierà  le  due  facce  che  passano  per  li  costola 
SB,  a seconda  delle  rette  ED,  ED"  che,  essendo  rialzate,  comprenderanno  fra  se 
la  misura  dell'angolo  diedro  B;  e,  siccome  anche  queste  rette  colla  verticale  D, 
formano  un  triangolo  rettangolo,  di  cui  elleno  sono  la  base  e l' ipotenusa,  si  po- 
trà facilmeute  costruire  per  mezzo  del  solito  quarto  di  rivoluzione  di  questo 
triangolo  rettangolo  l'altro  triangolo,  G"ED  e 1'  angolo  B sarà  misurato  da  DEG". 
Si  osserverà  d'altronde  che  le  due  verticali  DG'  e DG"  si  troveranno  eguali, 
perchè  l'  una  e 1'  altra  segnano  l'altezza  dell'  unico  punto  della  costola  SA  , che 
in  D è proiettata. 

58.  Per  ottenere  il  terzo  angolo  diedro  A,  si  condurrà  un  piano  secante  per- 
pendicolare a SA  pel  punto  di  quella  costola  che  è proiettata  in  D,  e tirata  fin 
sul  piano  orizzontale  da  una  parte  in  D'  dall'  altra  in  D".  Questo  piano  taglierà 
le  facce  laterali  a seconda  delle  rette  IVN,  D"M,  perpendicolari  respetlivamente 
a SA'  e a SA"  e per  necessaria  conseguenza,  la  sua  intersezione  colla  faccia  BSC 
sarà  la  retta  MN,  la  quale  evidentemente  dovrà  riuscire  perpendicolare  sulla  oriz- 
zontale projezione  SA  della  terza  costola.  Se  dunque  colle  tre  linee  P"M  , MN , 
ND'  si  costruisce  fi  triangolo  PMN,  l'angolo  ul  vertice  P sarà  precisnrocnte  la 
misura  dell'  angolo  diedro  che  ha  per  costolu  SA. 

5q  Notiamo  inoltre  che  questo  triangolo,  prima  di  essere  fatto  girare  intorno 
di  UN  fino  sul  piano  orizzontale,  aveva  il  vertice  P situato  il  punto  della  eo- 
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stola  SA  eh’  è proiettata  in  D.  Ma  poiché  quest  i cerniera  MN  è perpendicolare, 
come  or  ora  dicemmo,  al  piano  verticale  SA,  il  punto  P non  è potuto  uscire 
da  questo  piano,  ed  è mestieri  perciò  che  si  trovi  giacente  sul  prolungamento 
della  retta  SDÀ. 

60.  Le  precedenti  costruzioni  sono  del  pari  applicabili  al  caso  in  cui  siano  ot- 
tusi i tre  angoli  « , 6 , y , o lo  sia  alcuno  di  loro:  non  ostante , perchè  sia  pos- 
sibile il  problema  , è sempre  necessario,  i.°  che  i tre  angoli  a,  €,  y sieuo  in 
somma  minori  di  quattro  retti;  a.°  che,  inoltre,  il  maggior  angolo  sia  minore 
della  somma  degli  altri  due.  Senza  coleste  condizioni  infatti  nei  dati  della  do- 
manda, è facile  vedere  che  le  operazioni  grafiche  darebbero,  per  la  costruzione  dei 
triangoli  FDG'  e EIJG" , ipotenuse  più  corte  delle  basi:  all’incontro  questi 
triangoli  saranno  possìbili,  se  vengano  adempiute,  le  due  condizioni  qui  sopra  prò* 
poste,  e V angolo  solido  potrà  essere  formato  coi  dati  del  problema. 

61.  Ridurre  un  angolo  all'  orizzonte.  Questo  problema  giova  all’ occorrenza 
di  estrarre  le  piante,  c tende  a trovare  la  projezione  orizzontale  d’  un  angolo  a 
di  cui  conoscasi  la  grandezza  , e i lati  del  quale  , colla  perpendicolare  abbassata 
dal  vertice,  fanno  alcuni  angoli  dati  6 e y.  Ora  , immaginando  nn  angolo  solido 
avente,  come  sue  tre  costole,  questa  verticale  e » due  lati  dell’angolo  proposto 
« , si  conosceranno  le  facce  a,  6,  y di  cotesto  angolo  solido,  c I1  angolo  rettili- 
neo, che  misura  l’angolo  diedro  A compreso  fra  le  due  facce  verticali,  sarà  evi- 
dentemente la  projezione  richiesta;  laonde  questo  problema  si  riporla  a quello 
del  numero  5G,  e potrebbe  risolversi  alla  stessa  guisu,  se  la  supposizione  che  qui 
una  costola  sia  verticale,  nop  ci  permettesse  di  dare  alla  figura  una  disposizione 
più  comoda.  Formiamo  colla  verticale  SA,  (Tao.  \C\  ,fg.  3 ) in  un  piano 
qualunque,  gli  aogoli  ASB=y,  ASC=»C;  quindi,  ferma  la  grandezza  di  questo 
ultimo,  facciamolo  girare  attorno  di  SA  fintantoché  il  lato  mobile  SC  formi 
nello  spazio  col  lato  fisso  SB  un  angolo  a : allora  si  avrebbe  1’  angolo  dato  nella 
esatta  posizione  assegnata  dal  problema , e facile  riuscirebbe  quindi  dedurne  la 
projezione  orizzontale.  Ora,  in  questo  movimento  di  rivoluzione  attorno  di  SA  , 
il  piede  C,  piede  del  lato  mobile,  descriverà  un  arco  di  circolo  CC'  il  cui  cen- 
tro sarà  in  A , e si  fermerà  in  C',  punto  tale  di  quest’arco,  che  la  distanza  da 
questo  al  punto  fisso  B sarà  evidentemente  la  base  d’un  triangolo  avento  per 
lati  rette  eguali  a SB  ed  SC,  e 1'  angolo  compresone  sarà  eguale  ad  a.  Se  dun- 
que sul  piano  verticale  si  costruisca -un  angolo  BSC"  = a, e si  prenda  SC^sSC, 
la  retta  BC"  sarà  la  distanza,  di  cui  parliamo;  dipoi,  por  mezzo  d’un  arco  di 
circolo  rapportandola  da  B in  C',  si  conoscerà  C'  come  il  punto  in  cui  il  piede 
del  lato  mobile  SC  deve  fermarsi,  e conseguentemente  questa  retta  si  troverà 
proiettata  orizzontalmente  a seconda  di  AC'.  D'altronde,  il  lato  fisso  SB  essendo 
proiettato  sopra  AB  , ne  concluderemo  che  Fangolo  a,  nello  spazio,  ha  come  pro- 
iezione orizzontale  BAC';  cosi  quest’ultimo  angolo,  che  può  essere  più  grande  o 
piu  piccolo  di  2 , è quel  medesimo  che  bisogna  adoperare  su  di  una  carta  topo- 
grafica, nella  quale  ogni  oggetto  deve  essere  rappresentato  colla  sua  projezione. 

65.  Secondo  Caso.  Date  due  Jdcce  u , 6 d'  un  angolo  solido  con  /'  angolo 
diedro  compreso  C , trovare  le  altre  parti. 

Siano  BSC  = y. , CSA'  = 6 ( Tav.  XCVI,  fig.  i)  le  due  facce  date,  trasportate 
giù  sin  sul  piano  orizzontale,  si  avranno  due  facce  dell’angolo  solido  nella  loro 
vera  situazione,  se  si  faccia  girare  la  seconda  intorno  a SC  tanto  che  con  BSC 
formi  l’angolo  diedro  C.  Ma,  preso  un  punto  a piacimento  D'  sulla  costola  mo- 
bile, questo  punto,  dorante  il  moto  di  rotazione  indicato,  non  uscirà  dal  piano 
verticale  D'FM  perpendicolare  alla  cerniera  ; dunque,  se  in  questo  piano  fgtto 
girare  fin  giù  sull’ orizzontale  intorno  FM,  si  costruisca  l'  angolo  31FK  = C,  e si 
prenda  la  distanza  FG'ssFD',  chiaro  apparisce  che  il  punto  D'  cadrà  su  G' , « 
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in  rnntfftienta  ora  oriizontalmente  proir  italo  in  II  , al  tempo  timo  , che  M 
faccia  mobile  A'SC  ««rii  pre«o  l'inclinazione  voltila  dalla  domanda.  Frattanto  quel 
punto  dello  «patio  che  ba  per  proiezione  D c G',  appartiene  alla  terza  faccia 
incognita,  e «e  la  s’immagini  fatta  girare  intorno  a SB  fin  sul  piano  orizzon- 
tale, il  punto  (0,G')  non  uscirà  dal  piano  verticale  DED"  perpendicolare  a 
questa  cerniera;  dipoi  siccome  quosto  punto  deve  anche  rimanere  a tal  distanza 
dal  vertice  che  sia  eguale  a SD',  se  con  questa  distanza  si  descriva  un  arco  di 
circolo,  questo  nel  punto  D"  taglierà  la  retta  indefinita  DE,  e questo  punto  de- 
terminerà l’angolo  D"SB  per  terza  farcia  incognita.  Trovale  così  le  tre  facce 
dell’  angolo  solido  eccoci  ricondotti  al  problema  del  o.°  56  che  iusegna  come  si 
abbiano  a costruire  gli  angoli  diedri.  , 

A descrivere  un  arco  di  circolo  , il  cui  punto  d’ incontro  col  primo  ci  deter- 
minasse il  punto  D"  , potevamo  anche  prendere  la  distanza  MG' , la  quale  è 
chiaramente  uguale  ad  MD". 

63.  Terzo  Caso.  Date  a,  6 due  facce  d' un  angolo  solido , e V angolo  diedro 
B opposto  a una  di  loro  trovare  le  altre  parti. 

Ancora  qui  BSC=a,  CSA'  = 6 ( Tav . XCVI,  fig,  a)  sieno  le  due  facce  date 
fatte  girare  fin  giù  sul  piano  orizzontale.  Se  si  costruisca  , in  un  piano  verticale 
EF  perpendicolare  sulla  costola  SB,  l’angolo  REF=B,  immaginandosi  nn  pia- 
no indefinito  che  passi  per  SE  ed  ER,  questo  piano  indicherà  la  posizione  della 
faccia  incognita;  di  guisa  tale  che,  a comporre  l’angolo  solido,  non  mancherà 
altro  che  far  girare  intorno  di  CS  la  faccia  A'SC,  fino  a tanto  che  la  costola  SA/ 
Tenga  a posarsi  nel  piano  SER.  Il  punto  D'  della  costola  mobile,  nel  tempo  di 
questo  movimento  di  rotazione,  non  uscirà  dal  piano  verticale  D'FM  condotto  pel 
punto  F perpendicolare  alla  cerniera  CS;  c questo  punto  I)'  si  fermerà  in  conse- 
guenza sull’ intersezione  del  piano  verticale  FM  col  piano  indefinito  SER  ; ma, 
questa  iotersezione  è una  retta  che  muove  da  M,  e viene  ad  incontrare  la  ver- 
ticale F nel  punto  stesso,  come  ognun  vede,  della  retta  rialzata  ER  ; dunque, 
se  a trovare  questa  altezza»  si  conduca  la  linea  FK  perpendicolare  ad  EF,  dipoi 
si  riporti  FR  ad  angolo  retto  su  di  FM  da  F in  R' , V intersezione  di  che  ab- 
biamo parlato  sarà  la  linea  MR/,  e il  punto  D',  punto  della  costola  mobile  SA', 
dovrà  fermarsi  su  questa  retta.  Cosi,  col  raggio  FU'  descrivendo  un  arco  di  cir- 
colo che  tagli  MR'  in  G,  si  avrà,  nel  piano  verticale  FM,  la  posizione  G,  po- 
sizione d’  un  punto  della  terza  costola  SA,  e sarebbe  facile  dedurno  la  projeziooe 
orizzontale. 

Osserviamo  frattanto  che  questo  punto  G,  situato  nel  piano  verticale  MF, 
spetta  alla  faccia  incognita  , e quando  quest’  ultima  sarà  tutta  girare  iotorno  all»» 
costola  SB,  cotesto  punto  si  manterrà  nella  distanza  in  all  linimento  si  trova 

rapporto  ai  punti  M e S situati  sulla  cerniera.  Ora  queste  distanze  sono  eviden- 
temente MG  e SD'  ; dunque  con  queste  rette  come  raggi,  se  si  descrivano  due 
archi  di  circolo,  il  ponto  D" , dove  questi  s’ incontreranno,  determinerà  il  punto 
del  piano  orizzontale  »u  cui  verrà  a posarsi  il  punto  G fatto  girare  fin  li  , e la 
faccia  incognita  per  conseguenza  sarà  D"SB.  Trovala  questa  faccia  , eccoci  nuo- 
vamente al  caso  del  N.°  56,  ecco  che  sappiamo  costruire  le  altre  parti  dell’an- 
golo solido. 

64*  Poniamo  mente  che  l’arco  di  cerchio  descritto  col  raggio  FD^  , taglierà, 
generalmente  parlando,  la  retta  MR'  in  due  «punti  cioè  G c g : di  guisa  che  la 
faccia  A'SC,  girando  su  di  CS,  potrà  preodere  due  situazioni  nelle  quali  la  co- 
stola  SA'  si  troverà  situata  nel  piano  indefinito  SER  ovvero  SMK';  quanto  alla 
prima  di  quesUK  posizioni  , il  punto  D'  si  ferma  in  G , quanto  all’altra  arriva 
in  g.  Dunque,  se’ questo  ultimo  puuto  si  fa  girare  attorno  di  SB  fino  che  arrivi 
sul  piauo  orizzontale , verrà  trasportato  in  d'\  e </"S B allora  sarà  la  grandezza 
Dit.  di  Mai.  Voi.  Ili • 38 
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detta  terza  faccia  incognita;  dunque  colle  facce  date  a,  6,  e B «i  potranno  com- 
porre due  differenti  angoli  solidi  , risultamento  del  tutto  analogo  a quello  che 
ti  ha  costruendo  un  triangolo  rettilineo,  conoscendone  due  lati,  e l'angolo  a un 
di  loro  opposto. 

Non  staremo  ad  aggiungere  che  avrebbe  luogo  una  toluiione  soltanto,  te  l'arco 
descritto  col  raggio  FLK  toccasse  soltanto  la  retta  MR'  ; e se  quest' arco  non 
incontrasse  affatto  la  retta  MR'  il  problema  sarebbe  impossibile. 

65.  Giova  intanto  osservare  che  non  sarebbe  da  allottarsi  la  seconda  toluiione, 
quando  il  punto  g cadesse  sn  di  MR'  (Tav  ; XCVl,_^g.  a)  al  di  sotto  di  MF 
o del  piano  orizzontale  (in  questo  luogo  ti  suppone  che  si  voglia  costruire  l’an- 
golo dato  B,  o acuto  o ottuso  che  sia,  tempre  al  di  sopra  del  piano  di  proie- 
zione). Infatti,  l’angolo  solido  che  in  questo  caso  si  otterrebbe,  sarebbe  senza 
dubbio  composto  delle  facce  *,  6,  e di  un  angolo  diedro  supplementario  di  B: 
ma , siccome  quest’  ultimo  nel  nostro  caso  è dato  graficamente,  e non  pel  valore 
del  suo  proprio  seno,  non  é permesso  adoperare  ambiguamente  circa  la  grandez- 
za di  lui,  ed  adottare  conseguentemente  con  indifferenza  B ovvero  i8o°— B. 

Per  la  stessa  ragione,  bisognerà  rigettare  le  due  soluzioni,  e,  coi  dall  pre- 
senti dichiarare  il  problema  insolubile,  se  il  punto  G e g cadessero  l'uno  e l’al- 
tro al  di  sotto  dell'orizzontale  MF  , cosa  d'altronde  che  potrà  accadere  allora 
Soltanto  che  I’  angolo  diedro  B sarà  ottuso. 

66.  Tati  sono  le  proposizioni  elementari  della  geometria  descrittiva. 

I limiti  di  questo  dizionario  ci  obbligano  a non  parlare  delie  curiose  e im- 
portanti applicazioni  che  esse  offrono  in  gran  numero  , e per  le  quali  i nostri 
lettori  potranno  consultare  le  opere  di  JHortgt,  creatore  per  cosi  dire  di  queato 
ramo  di  geometria  ( Vedi  GaouiTaia  ),  quelle  di  Laoroix , di  Lefeture  de 
Fourcr , di  Le-Roy  e particolarmente  il  trattato  di  geometria  descrittiva  del  si- 
gnor Valide.  Le  parti  più  elevate  di  questa  scienza  sono  trattate  nel  nostro  di- 
zionario alle  parole  : Ninnala,  Pian  tìngisti , Paoni  tona  , Suraarici  citava. 

DESCRIVERE  {Geom.).  Si  chiama  cosi  1'  azione  di  generare  no’  estenaione  per 
mezzo  del  movimento  di  un  punto,  di  una  linea  o di  una  superficie:  cosi  un 
punto  che  ai  muove  si  dice  descrivere  una  linea  retta  o curvo;  una  linea,  de - 
scrivere  una  superficie;  e una  superficie  descrivere  un  solido.  Vedi  Gatte- 
suzione. 

DESCRIZIONE  {Geom.).  Si  chiama  cosi  I’  azione  di  tracciare  una  figura  , ossia 
la  costruzione  di  uua  figura;  ed  è perciò  che  si  dice  descriyere  un  circolo,  una 
parabola,  ee. 

DF.Si'LACES  ( Fii.if£) , astronomo  francese,  nato  a Parigi  nel  1669.  Prese  a con- 
tinuare lo  Effememli  di  Beaulieu  rimaste  interrotte  al  1714  , e ne  pubblicò  a 
diverse  epoche  tre  volumi  in-4  che  contengono  tutte  le  circostanze  de’movimenli 
del  sole,  della  luna  e de’  pianeti  per  trent’anni,  dal  1715  al  1744-  E primo  volume 
usci  nel  1716,  il  secondo  nel  1727,  e il  terzo  nel  1734.  Quest' ultimo  è. accre- 
sciuto di  una  tavola  assai  estesa  delle  longitudini  dei  diversi  paesi  nei  quali  si 
erano  fatte  osservazioni  fino  allora.  Sono  dovuti  pure  a Desplaces  tre  anni  delle 
Effemeridi  dell’  Accademia  dai  1706  al  1708,  e i piccoli  caiendarj  ohe  per  lungo 
tempo  sono  stati  pubblicati  in  Francia  col  titolo  di  Elal  du  del.  Questo  mode- 
sto astronomo  mori  a Parigi  nel  mese  d’Aprile  173G,  dopo  aver  giovato  all' astro- 
nomia con  calcoli  taoto  esatti  quanto  potevano  permetterlo  le  tavole  di  cui  fa- 
cevasi  uso  al  suo  tempo  e che  erano  fondate  sopra  ossers azioni  e metodi  enlicbi. 

PESTILE  ( Astro».).  Vedi  Decine.  «-hvotì 

DESVIGNOLES  ( Alfonso),  dotto  cronoiogista  , nato  il  29  Ottobre  1649  nel  ca- 
stello d’  Aubais  io  Linguadoca.  Fu  fatto  membro  dell'  Accademia  delle  Scienze 
di  Berlino  ali' epoca  della  tua  fondazione  , nel  1701  ; e ad  istanza  di  Leibpitz 
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fermò  slama  in  quest' ultima  città  per  ajutare  co' suoi  lumi  e colle  estese  sue  co- 
gnizioni la  nascente  accademia  della  quale  fu  poi  eletto  direttore  nel  1717.  Desvi- 
gnoles mori  a Berlino  il  Luglio  1744  in  età  di  oovaulaquallro  anni.  Dei  molli  cil 
importanti  suoi  scritti  nan  citeremo  che  i pochi  seguenti  che  hanno  una  maggior 
relazione  coll’indole  e colla  natura  di  questo  Dizionario:  I Disquisitio  chrono- 
logica  ile  periodica  revolutione  come  tue  annorum  , lG(>8  , 1702;  Il  De  annis 
aegfptianis  ; HI  De  Cydis  Sinensium  sexagenariis.  Queste  dissertazioni  sono 
inserite  nella  raccolta  intitolata  : Miscellanea  beroliaensia  ad  increnientum 
scientiarum  ex  scriplis  Socielati  regiae  scientiarum  exhibitis  edita , Berlino, 
1710-1743,  7 voi.  in-4.  Nell'  ultimo  di  questi  scritti,  Desvignoles,  compendiando 
la  dissertazione  di  Bayer  ( Vedi  Batch)  intitolata:  De  eclipsi  sinica,  fa  vedere 
che  T ecclissi  del  sole  osservato  nell'anno  settimo  del  regno  di  Quang-Vuli, 
Don  può  esser  preso  per  1'  ecclissi  che  si  crede  essere  avvenuto  nel  giorno  della 
morte  di  G.  C.  Si  pretese  che  Desvignoles  avesse  il  primo  fatto  conoscere  io  Eu- 
ropa il  ciclo  chinese  di  sessanta  giorni;  ma  Ulogh-Bcig  ne  aveva  già  parlato,  co- 
me può  vedersi  nelle  Epochae  celebriores  di  Graevio  impresse  a Londra  nel 
iG5o,  in-4. 

DETERMINATO  (Alg.).  I problemi  determinali  sono  quelli  che  ammettono  un 
numero  determinato  di  soluzioni.  Si  chiamano  cosi , in  opposizione  ai  problemi 
indeterminati  nei  quali  il  numero  delle  soluzioni  i indefinito.  Pedi  IananaiTO'. 

DEL) CAI. IONE  (Astron.).  Nome  ebe  qualche  volta  si  dà  alla  costellaziooe  del- 
1’  Aquario. 

DEUS1NG  (Automo),  nato  il  i5  Ottobre  1613  a Meurs  in  Vestfalia  , studiò  con 
successo  all’  università  di  Leida,  ove  acquistò  cognizioni  estesissime  nella  filo-olla, 
nelle  matematiche,  e nelle  lingue  orientali.  Essendosi  nel  1637  dottoralo  in  me- 
dicina, passò  ad  esercitare  questa  professione  a Meurs,  e nel  tempo  stesso  occupò 
con  lustro  la  cattedra  di  matematiche  nel  ginnasio  di  questa  città.  Nel  1639 
successe  al  celebre  Giovanni  Isacco  Pontano,  professore  d>  fisica  e di  matemati- 
che nell'  università  di  Harderwick.  Successivamente  fu  fatto  professore  di  medi- 
cina a Grouinga,  ed  in  breve  si  vide  ricolmo  di  tutte  le  distinzioni  onorifiche  a 
cui  può  fare  aspirare  la  scienza.  Mori  il  39  Gcnnajo  1G6G.  Le  sue  opere  sono 
numerosissime,  e Niccron  ne  conta  fino  a 58  : noi  non  citeremo  che  la  seguente: 
De  vero  sy  stemute  mundi  , dissertano  mathematica  , qua  Copernici  sistema 
mundi  reformat  tir , sublatis  interim  infinitis  pene  orbi  bus , r/ui  bus  in  siste- 
mate Ptolemaico  mens  fiumana  distrahebatur , Amsterdam,  1743,  in-4- 

DEVIAZIONE  ( Astron .).  Allontanamento  dalla  vera  posizione.  Si  fa  uso  di  qae- 
sta  parola  per  esprimere  la  quantità  di  cui  un  canocchiale  dei  passaggi  o un 
quadrante  murale  si  scostano  dal  vero  piano  del  meridiano.  Questa  deviazione  si 
trova  confrontando  il  passaggio  del  sole  al  meridiano  osservato  per  mezzo  del 
canocchiale  col  passaggio  calcolalo  col  metodo  delle  altezze  corrispondenti  ( l' edi 
Altbzzk  CoaaisroaDsaTi  ).  Per  esempio,  dopo  aver  calcolato  che  il  passaggio  al 
meridiano  deve  effettuarsi  a o"  a'  io",  e questo  passaggio  essendosi  effettuato 
nel  canocchiale  a oar  a'  G",  se  ne  conclude  che  la  deviazione  del  canocchiale  è 
di  4''  verso  l'oriente,  poiché  il  sole  è passalo  nel  canocchiale  prima  di  passare 
pei  meridiano  ed  ha  anticipato  precisameule  di  questa  quantità. 

Parimente,  quando  l’asse  ottico  di  un  canocchiale  dei  passaggi  é esattamente 
nel  meridiano,  l'intereallo  di  tempo  che  scorre  tra  due  passaggi  consecutivi,  l’uno 
inferiore  e l'altro  superiore  o viceverss,  d'  una  stella  circompolare  , è di  dodici 
ore  sideree.  Ma  nel  caso  opposto  il  circolo  diurno  che  sembra  descrivere  la  stella 
è diviso  in  due  parti  diseguali,  e la  mira  che  ti  trova  precisameote  nella  dire- 
zione dell’  sue  attico  devia  a levante  o a ponente  di  una  quantità  angolare  che 
ti  misura  uet  modo  seguente. 
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Sia  Z ( Tot».  CI , _fig . i ) lo  lenii  del  luogo  dell’  osservatore  , ZA  il  verticale 
che  descrive  il  canocchiale  girando  sul  *uo  asse  orixiontale  di  rotazione  , P il 
polo  del  mondo,  e supponiamo  che  1’  nbjettivo  sia  rivolto  dalla  parte  di  mezzo- 
giorno. La  deviazione  orientale  del  canocchiale  sarà  rappresentala  dall’angolo 
MCH,  misura  dell’angolo  sferico  MZH  ; ed  è quest’ angolo  appunto  che  si  tratta 
di  trovare  per  mezzo  dell’  osservazione  dei  passaggi  degli  astri  A , B , B’  pel  filo 
di  mezzo  dei  canocchiale.  Indicando  ora  con  A la  distanza  polare  AP  dell  aslre 
A , con  90°—  li  la  colalitudine  ZP  ossia  il  complemento  dell’  altezza  H del  polo 
pel  luogo  dell'osservatore,  e con  * la  deviazione  MH  o l’angolo  MZH,  il  trian- 
golo sferico  AZP,  nel  quale  l’angolo  P è l’angolo  orario,  dà 

sen  P 

» t*n*^==  cot  A cos  H — cos  P sen  H ’ 

e a motivo  di  tangZ=s— tangx  e dell’  estrema  piccolezza  di  x,  nel  qual  caso 
senPssP  e cosP=i,  ai  ha  sensibilmente 

P r*  ( sen  H — cot  A cos  H )x . 

Tale  è la  quantità  che  dovrebbe  aggiungersi  al  passaggio  osservato  per  avere 
1’  ora  vera  del  passaggio  al  meridiano,  se  si  conoscesse  x. 

Supponiamo  che  sia  stata  osservata  col  canocchiale  un’  altra  stella  B o Br  \ si 
avrà  anco  per  questa  * 

P's^fsenH  — cot  A'  cosH)x.  „ 

Da  queste  due  equazioni  simili  si  trae  l 

P' — P=  x (col  A — cot  A*  ) cos  H s=  - j coi  H; 

' sen  A sen  A' 

e se  s’indica  con  T il  tempo  sidereo  del  passaggio  della  prima  stella  pel  meridiano 
o la  tua  ascensione  retta  apparente  ridotta  in  tempo , con  t il  tempo  del  suo  paa- 
saggio  pel  verticale  del  canocchiale  osservalo  ad  un  pendolo  regolato  esattamente 
sul  tempo  sidereo,  al  avrà  evidentemente  P = T — »,  e per  la  seconda  stella 
1W  = T'— P;  cosi  si  otterrà  iofine  ' 

[T'—T— («'—/)]  sen  A sen  A'  ( l 

**  cosH  sen(A'— A)  ■••••■  ’r 

Risulta  da  questa  espressione  che  per  determinare  la  deviazione  del  canoc- 
chiale , in  ogni  altro  rapporto  però  ben  rettificato,  basta  conoscere  presso  a poco 
le  distanze  polari  A,  A',  ed  esattissimaraente  la  differenza  T'a— T di  ascensione 
retta,  purché  A' — A non  sia  un  piccolo  arco.  Questa  deviazione  sarà  orientale  se 
x e positivo,  e occidentale  nel  caso  contrario.  Per  una  stella  sola  si  ha 

_ (T— _ (<— T)ten  A 

cos  (H-t-A)  cos(H-t-A)  * 

tna  allora  la  deviazione  è troppo  dipeudente  dal  tempo  del  passaggio  della  stella 
pel  meridiano  e dalla  sua  decimazione,  come  pure  dal  molo  del  pendolo. 

Le  due  formule  precedenti,  che  si  riferiscono  ai  passaggi  superiori , si  ridur- 
ranno ai  passaggi  inferiori  prendendo  negativamente  sen  A e cot  A;  e se  invece 
di  osservare  due  stelle  differenti  ss  osserva  la  stessa  stella  al  di  sopra  e ni  di 
sotto  del  polo.  A'  si  cambia  in  — A;  la  differenza  dei  passaggi  al  meridiano 
cioè  T' — T sarà  di  sa0’  e si  avrà  evidentemente 

,en>A  ‘ ,à«-(s'-Q 

1 ar  = - se  ■ — — ....  (3). 

cos  II  sen  a A acosllcoiA 
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Quest' ultima  formula  non  dipende  più  dall'ascensione  retta  della  stella  : essa 
darà  la  deviazione  x con  molta  precisione  se  cotA  è grandissima , o,  il  che  é lo 
stesso,  se  si  osservano  a preferenza  delle  stelle  circompolari.  Delambre  , cui  è 
dovuto  il  metodo  che  adesso  abbiamo  esposto,  indica  le  stelle  3,  fi,  y dell’Orsa  4 
minore  e y di  Cefeo,  perchè  non  si  ha  da  temer  nulla  della  irregolarità  del 
pendolo.  Allora  sarà  bene  porre  la  mira  al  nord  della  stazione,  e quando  se  ne 
conoscerà  la  deviazione  sarà  facile  orientare  una  catena  di  triangoli  per  mezzo 
dell’  azimut  d’  uno  de’  tuoi  lati. 

Per  dare  un'applicazione  di  questo  metodo,  sceglieremo  1’ osservazione  stessa 
per  mezzo  della  quale  Delambre  misurò  a Parigi  la  deviazione  del  suo  canoc- 
chiale, che  non  ebbe  il  tempo  di  rimettere  sulla  mira  meridiana. 

Passaggio  inferiore  della  Capra  al  canocchiale  a ij*’  i*  i8',,8=s<f 
Passaggio  superiore  t»  ore  dopo  ossia  a 5"  i'  t&'fisxt 

D’  altronde  si  aveva 

A = 44°  i5'  , H=*480  W, 

donde  t' — f=  ta°  of  o",a,  e quindi  la  formula  (3)  dà  in  tempo 

_-o",atangA_  „ . 

X *= rj sm  — O ,t4B, 

- a costi 

• * | » * * 

cioè  arcox=  — a",a5. 

Dal  seguo  di  x si  rileva  che  la  deviazione  era  occidentale  quando  l’obiettivo 
era  rivolto  verso  il  sud , come  abbiamo  supposto  nelle  forsuule  precedenti  : essa 
sarebbe  al  contrario  orientale  se  l’ obiettivo  si  supponesse  rivolto  verso  il  nord. 

Deviazione  dei  corpi  nella  loro  Ubera  caduta.  Si  dà  questo ‘nome  alla  quan- 
tità di  cui  un  corpo  che  cade  liberamente  sulla  Superfìcie  della  terra  ai  allon* 
tana  dalla  perpendicolare  condotta  dal  suo  punto  dì  partenza  a questa  superfìcie. 
Se  la  terra  fosse  immobile,  non  potrebbe  esservi  alcuna  specie  di  deviazione, 
perché  la  forza  ohe  fs  cadere  un  corpo  agendo  Itingo  la  retta  che  passa  peleor- 
po  e pel  centro  della  terra  , finché  si  suppone  che  agisca  questa  sola  forza,  nulla 
può  cangiare  la  direzione  del  moto  ; ma  la  terra  girando  in  34  ore  sul  suo  asse 
e tutte  le  sue  parti  avendo  una  celerità  tanto  più  grande  quanto  sono  più  lon- 
tane da  quest’  asse,  è evidente  che  il  corpo  situato  al  di  sopra  della  superfìcie 
della  terra,  e che  partecipa  del  moto  comune  finché  uon  è libero,  descrive  mi 
circolo  più  grande  di  quello  descritto  dal  punto  della  superfìcie  al  quale  esso 
corrisponde  perpendicolarmente.  Cosi  nell’  istante  della  caduta  , cioè  quando  il 
corpo  divien  libero,  esso  si  trova  sollecitato  da  due  forze  di  cui  I’  una  lo  farebbe 
cadere  lungo  la  perpendicolare  e 1’  altra  gli  farebbe  percorrere  uno  spazio  più 
grande  dello  spazio  percorso  dal  piede  della  perpendicolare;  da  ciò  risulta  che 
il  corpo  deve  cadere  un  poco  piu  all’  est  del  piede  di  questa  perpendicolare  ; e 
questa  deviazione,  calcolata  mediante  la  teoria,  e verificata  dall’esperienza,  di- 
viene in  tal  modo  una  prova  di  fatto  della  rotazione  della  terra  sul  suo  asse. 

Laplace  ha  dato  la  formula  seguente  per  calcolare  la  grandezza  della  devia- 
zione per  mezzo  dell’ altezza  della  caduta: 

A=TnA,en’  Vf 

ofe  À indica  la  deviazione,  h l1  altezza  della  caduta  , n P angolo  di  rotazione 
della  terra  durante  il  tempo  della  caduta,  0 il  complemento  della  latitudine  «lei 
luogo,  g lo  spazio  percorso  da  un  corpo  durante  il  primo  secondo  della  sua  ca- 
duta, cioè  £=4m>9n4Ì  Pcr  P*r»g«*  Vedi  il  tìultvtin  4cs  Sciences , n.#  •j'j. 
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Questa  deviazione,  osservata  da  Guglielmi»  e da  Benjemberg,  è stata  trovata 
dal  primo  di  8 linee  per  un  corpo  che  cade  da  un' alleila  di  a^t  piede,  e dal 
secondo  di  5 liuee  per  un  corpo  che  cade  da  un’  alleila  di  260  piedi  ; ma  tali 
risultali  noo  possono  considerarsi  che  come  una  verificazione  in  genere  del  pro- 
blema. 

DKVILLE  ( Arrouro),  celebre  ingegnere  francese,  nato  a Tolosa  nel  iSgfi.  Dopo 
che  ebbe  terminati  gli  sludj  elementari  , si  dedicò  totalmente  alle  matematiche 
e alla  scienia  delle  fortificaiinni.  Entrato  nella  carriera  militare,  vi  si  distinse 
non  meno  pel  suo  coraggio  che  perle  profonde  ed  estese  sue  cogniiioui.  All'epo- 
ca dell’ invasione  degli  Spagnuoli  in  Picard ia  , Deville  contribuì  validamente 
alla  ripresa  di  Corbie  nel  i63fi  non  meno  che  all’attacco  delle  città  dell'Arlois, 
che  tenne  dietro  a quel  primo  successo,  e che  egli  esegui  sotto  gli  occhi  di 
liuigi  XIII  e del  cardinale  di  Richelieu.  Dopo  la  pace,  Deville  fu  incaricato  di 
fortificare  le  piane  cedute  alla  Francia  col  trattato  definitivo.  Morì  verso  il 
i656  o il  1657.  L'opera  sua  principale  è intitolata:  Lts  fortifications  d' An- 
toine  Deville , Parigi,  1629,  iu-fol. , ed  è stala  spesso  ristampata.  Le  cinquan- 
tatrè  tavole  che  servono  a spiegare  il  sistema  di  Deville  sono  stale  disegnate  e<l 
incìse  da  Ini.  Egli  viene  riguardalo  come  il  primo  autore  che  abbia  scritto  sulla 
costruitone  e sugli  efietti  delle  mine.  Il  suo  sistema  di  fertificaiione , perfezio- 
nando  quello  di  Errard  suo  predecessore , fa  il  fianco  perpendicolare  sulla  cor- 
tina come  nel  metodo  di  Marolois.  Questo  sistema  ha  l'inconveniente  di  non 
poter  essere  spplicsto  né  al  quadralo  nè  al  pentagono,  il  che  lo  ha  fatto  abban- 
donare per  seguir  quello  di  Pagan  suo  contemporaneo  e suo  rivale.  Notizie  piti 
estese  sa  questo  ingegnere  e sulle  sue  opere  si  troveranno  nella  Biografia  uni- 
versale. 

DIACAtlSTICA  (Geom.).  Vedi  Caustici. 

DIADE,  iogegnere  greco,  imparò  da  Pohdo  di  Tessaglia  Parie  di  costruire  le  mac- 
chine da  guerra.  Fu  scelto  con  Cherea  , altro  allievo  dello  stesso  maestro  , per 
accompagnare  Alessandro  nelle  sue  spedizioni.  Diade  aveva  composto  delle  opere, 
che  non  sono  giunte  fino  a noi,  sulle  macchine  da  esso  inventale.  Egli  citava 
come  tali  le  torri  mobili  che  disfatte  faceva  portare  dietro  alle  armale  , una 
specie  di  ponte  volante  col  quale  si  poteva  salire  da  terra  fino  sulle  più  alte 
mura,  e finalmente  un  corto  per  {smantellarle.  Egli  aveva  scritto  pure  sul  modo 
di  costruire  P ariete  a ruote  di  cui  gli  antichi  facevano  grand'  uso.  Queste  po- 
che notizie. che  ci  rtoiangouo  intorno  a Diade  e a Cherea  ci  souo  state  couaer- 
vate  da  Vitruvio. 

DIAGONALE  [Geom.)  (da  dia , a traverso , e da  yaivia , angolo).  Retta  condotta 
dal  vertice  dell'  angolo  di  uu  paralellogrammo  al  vertice  dell’  angolo  opposto. 
Vedi  PsasLEU.o&aAMao  a Quad»*to.  , 

DIAMETRO  [Geom.),  (da  dia  , a traverso,  e da  misura).  Retta  che  passa 

pel  centro  di  un  circolo,  c che  termina  da  una  .parte  a dall'altra  alla  sua  cir- 
conferenza. Il  diametro  di  un  circolo  è doppio  del  suo  raggio.  Vedi  Nozioni  nu- 
limikzii  42,  e Ciscolo. 

i.  L'equazione  del  circolo  quando  l’origine  delle  coordinate  è al  centro  è 
[Applicatiorte  dell'  Algebra  alta  Geometria  n.°  77) 

7>+i>=sR». 

Essa  dà  R*  — **;  dunque  vi  sono  due  ordinate  eguali  ed  opposte, 

MP  e PPi  ( Tav.  XCVII,  fig.  1),  per  ciascuna  ascissa  AP.  Ora  MN  essendo  per- 
pendicolare ad  AB,  se  si  applica  la  parie  inferiore  del  circolo  sulla  parte  supe- 
riore, facendola  girare  intorno  del  diametro  BC,  il  punto  N cadrà  sul  puuto  Al; 
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e similmente,  tutti,  gli  «Uri  punti  della  parta  BNC  ai  situeranno  sulla  parte  su- 
periore BMC.  Da  ciò  si  conclude 

i.*  Che  ogni  diametro  divide  il  circolo  e la  circonferenza  in  due  parti 
eguali  ; 

a."  Che  il  diametro , perpendicolare  ad  una  corda , divide  ancora  questa 
corda  e l'  anco  sotteso , ciascuno  in  due  parti  eguali. 

а.  Dalla  figura  è evidente,  che  CPsaR-t-ar  e BP«R— x;  dunque 

CPX  BP  = (R-+-XXR-  x)  = R»-x\ 

Va,  dall' equazione  del  circolo,  si  ha  MP^_^»=R»— *»  ; dunque 

mp%=cpxbp; 

dunque  /’  ordinata , perpendicolare  al  diametro,  i media  proporzionale  fra  i 
due  segmenti  di  questa  diametro. 

3.  Se  si  conduce  la  corda  CM  , e che  a’  indichino  con  * ed  y le  coordinate 
del  punto  M , avremo 

CM  aj^+(*+R)*=y*+*,+sR*+R*. 

Ora  i' equazione  del  circolo  dà  **■+■/*  ss  R1;  dunque 

CM  =3  aRl+aRxmaR{R-t'r)t 
ma  si  ha  BCssaR,  Cl’=R-+-x;  dunque 

CM*=*BCXCP:  . 

vale  a dire  che  la  corda  CM  è media  proporzionale  fra  il  diametro  BC  » il 
segmento  CP. 

4.  11  DUHiTao  di  una  sfera  è la  medesima  cosa  del  diametro  del  semicircolo 
la  di  cui  rivoluzione  ha  generato  la  sfera.  Vedi  Sfusa. 

5.  11  dumetuo  di  una  sezione  conica  i una  retta,  che  gode  della  proprietà  di 
dividere  in  due  parti  eguali  le  linee  condotte  paralellamenle  all’  aste  delle  j fra 
due  punti  della  curva;  ossia  il  diametro  i una  retta  che  divide  in  due  parti 
eguali  una  serie  di  corde  paralelle.  Allorquando  questo  diametro  è perpendico- 
lare alle  ordinate , prende  il  nome  di  asse.  Trattiamo  adesso  dei  diametri  per 
ciascuna  delle  tre  curve  coniche  in  particolare. 

Ellisse 

б.  Abbiamo  detto  che  nelle  linee  del  second'  Online  il  diametro  é una  retta,  , 
che  divide  in  due  parti  eguali  tutte  le  corde  paralelle  ad  una  medesima  dire- 
zione. A questa  definizione  con  facilità  possiamo  applicare  il  calcolo  per  dedur- 
ne 1’  equazione  di  un  diametro  qualunque.  Basta  per  esprimer  ciò  di  prendere 

1’  equazione  generale  di  una  corda,  e di  cercare  il  luogo  geometrico  che  contie- 
ne sempre  il  mezzo  di  questa  corda,  quando  si  suppone  che  essa  fi  muova  pa- 
ra  Iella  niente  a se  medesima  nel  piano  della  curva. 

Sia  duuque 

r su  cx+d 

^ * 

P equazione  di  nna  corda  qualunque  FG  ( Tav , XCVIt,  fig.  a).  Combinandola 
con  quella  dell’  ellisse  , 

ss:  a*4* , 
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»«  trovano  facilmente  le  coordinate  dei  punti  F e G , ove  la  retta  incontra  la 
curva.  1/  eliminazione  di  y dà  * » 

% 2cda%  (</a— &»)aa  ' 

X b%-+-a*c*  X~*~  b%-+-a*c%  °’ 

equazione  le  ili  coi  radici  tono  precisamente  le  ascisse  AH  e AK  dei  punti  F e 
G.  Con  faciliti  possiamo  vedere  che  1'  ascissa  AP  del  meno  I,  di  FG,  è eguale 

a — (AH-t-AR);  dunque,  se  si  chiama  x questa  ascissa  AP,  e x’,  x1',  quelle  dei 

a 

punti  F e G,  avremo 

x'-Kt" 


Ora  , si  sa  che  nell’ equazione  generale  del  secondo  grado,  s=  o , la 

somma  delle  due  radici  £ eguale  al  coefficiente  del  secondo  termine  , preso  con 
un  segno  contrario;  dunque 

£*•+•  a*c* 

■ i . 

* per  cunaeguenza,  per  l'ascissa  AP,  ai  ha 

cda* 


AP  = 


óM-a'c1 


Se  ti  mette  questo  valore  Dell’equazione  della  corda,  si  trova,  per  l'ordioata 
corrispondente  IP, 

<*4» 

r==ÀM^- 

* # i 

Attualmente,  se  per  eliminare  4%  ij  divide  questi  due  valori  l’uno  per  Paltro, 
verrà 

— b%  -4» 

ovvero  y: 


X 


a%c 


are 


Questa  equazione  contiene  ancora  c ; per  conseguenza  essa  rappresenta  il  luogo 
geometrico  dei  mezzi  di  tutte  le  corde  per  le  quali  c è costante,  vale  a dire,  di 
tutte  te  corde  paralelle  ad  una  medesima  direzione.  Questa  equazione  è perciò 
quella  di  un  diametro*,  e siccome  la  retta  che  essa  rappresenta  passa  per  Tori- 
gine,  che  io  questo  caso  è il  centro  della  curva  , sì  couclude  che  tutti  i eliome- 
tri deir  ellisse  possono  pel  centro. 

Viceversa,  ogni  retta  condotta  pel  centro  è un  diametro  ; poiché  facendo 
fissare  c per  tutti  gli  stati  di  grandezza,  il  coefficiente  di  x , nell1  equazione 
del  diametro,  prende  esso  medesimo  tutti  i valori  possibili,  positivi  o negativi. 

7.  Vi  é un  rapporto  che  merita  di  essere  osservalo  fra  la  direzione  di  un  dia- 
metro e quella  delle  corde  che  esso  taglia  in  parti  eguali.  Sia  sempre 

y = Cx-i-df 

l'equazione  di  una  corda  qualunque;  e sia 

•quella  del  diametro  corrispondente.  Abbiamo  trovato 

, éa 
a*c  J 
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e da  ciò  ti  ricava,  tra  le  tangenti  e c c' 


ccf  sat  — 


ò* 

a1 


<>), 
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relazione  molto  aemplice , per  mezzo  della  quale  possiamo  sempre  dedurre  1’  una 
dall’altra. 

8.  Da  questa  relazione  ne  derivano  molte  conseguenze: 

s.°  Se  per  l' estremi  ti  del  diametro  si  conduca  una  tangente  MT  all’  ellisse  , e 
che  si  chiami  a la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo  MTa: , si  trovò  ( Ve- 
di Takgikte)  fra  « e c',  questa  equazione  ' 


“c'=-rai 


dunque  ore’  = cc',  donde  asse.  Dunque  le  corde , che  un  diametro  divide  in 
parti  eguali  , sono  paralelie  alla  tangente  condotta  per  l'  estremità  di  questo 
diametro. 

a.°  Il  prodotto  cc\  essendo  costante  ed  eguale  a — non  può  divenire 

eguale  a — s , te  non  che  nel  caso  del  circolo  in  cui  òssa  ; dunque  gli  assi  at- 
tuali delle  coordinate  tono  i soli  assi  della  curva  , poiché  alcun  altro  diametro 
non  è perpendicolare  alle  corde  che  esso  divide  in  parti  eguali. 

3.°  Se  si  conduce  un  secondo  diametro  di  cui  I’  equazione  sia  y ss  ex,  le  corde 
che  esso  taglia  nel  mezzo  saranno  paralelie  al  primo:  poiché  te  ti  rappresenta 

. i» 

I’  equazione  generale  di  queste  corde  con  y=c"x+d,  dobbiamo  avere  cc"= 

e per  conseguenza  ecf  = cc" , donde  c"=c'.  Cosi,  due  diametri  le  di  cui  equa- 
zioni sono 

yt=scx  , yxac’x, 

e per  i quali  ti  ha  la  relazione  (■)  sono  tali  che  ciascuno  di  loro  divide  per 
metà  le  corde  paralelie  all’altro.  Questa  proprietà  ha  fatto  “dar  loro  il  nome  di 
diametri  coniugati. 

9.  L’equazione  dell’ ellisse  riportala  al  suo  centro  e ai  suoi  assi  é,  come  si  sa 

se  ....  (a). 

Se  ti  riporta  questa  curva  a coordinale  oblique,  e che  la  sua  equazione  con- 
servi la  medesima  forma,  vale  a dire,  non  contenga  che  i quadrati  delle  va- 
riabili e una  parte  costante,  i nuovi  assi  saranno  dei  diametri  coniugati,  poiché 
ciascun  valore  di  una  delle  coordinate  farà  trovare  per  1’  altra  due  valori  eguali 
e con  segui  contrari.  Questa  circostanza  non  avrebbe  luogo  con  verun’  altra  for- 
ma di  equazione.  Dunque  si  passerà  dall’equazione  (a)  all’  equazione  ai  diametri 
coniugati,  cercando,  con  la  trasformazione  delle  coordinate,  tutti  i sistemi  di  assi 
per  i quali  I’  equazione  dell’  ellisse  conserva  la  medesima  forma. 

Prendiamo  perciò  ( Vedi  Tiasforksziose  delle  coordinate)  le  formule  che 
servono  a passare  dagli  assi  rettangolari  agli  assi  obliqui  e si  sopprimano  in 
esse  i termini  costanti,  atteso  che  l’origine  deve  rimanere  al  centro  dell’ellisse; 
avremo 

x^x1  cos«-t-jdcof  a' , y xz  x1  sen  x -+- y'  sen  a'. 

Di*,  di  Mat.  Fot.  Ili  30 
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Sostituiamo  questi  valori  nell'  equaiiooc  (a),  facendo,  per  abbreviar* 

A = o*  sen*  a'-t-  41  eoa*  a' , 

BxsaMenM-t-ò^cos3!*,  * 

C a1  seti  * >en  a'  -t-  4*  eoa  a coi  a' , 

; 

varrà 

A/M-  Bx'M-aCxy  = a1/,1  ......  (3).  i 

Affinchè  questa  equazione  Don  contenga  x'  e / che  al  quadrato,  bisogna  pro- 
fittare delle  indeterminate  a e a'  per  fare  sparire  il  rettangolo  »'/.  Foniamo 
perciò 

a3sen  a sena' -t-4a  cosa  cosa' = o . . . .(4), 
e 1'  equazione  (3)  si  ridurrà  a 


A/M-Bx'3==n34a (5). 

io.  L’  ellisse  è attualmente  riportata  ai  diametri  coniugali.  Se  ti  vuole  cono- 
scere le  loro  lunghezze  FG,  HK  ( Tav . XCVII,  fi g.  3),  si  farà  successiva- 
mente  ysao  e x=so  in  questa  equazione.  Indicando  AF  eoa  a',  e AH  eoa  4', 
si  trova 


a»  4* a»43 

B a1  sea1  a-t-41  cos3a 


• (6), 


i'»  — 


a*é3 


oa4» 


• (?)• 


a*se  a3  x!-hùx  cosa  a' 

. 0*4»  a343  , 

Quindi,  sostituendo  invece  di  A e B i loro  valori  , — jj  , r equazione  (5) 
diventa 

0's/».+.4'»x'»=aa’34'3 (8). 

ss.  L'equazione  (4),  essendo  divisa  per  a3cosacosa',  diventa 


** 

tanga  tanga  ss - 


(9)- 


Ora,  è evidente  che  dando  all'  asse  Ax'  una  posizione  qualunque,  il  che  equi- 
vale a determinare  qt,  si  potrà  sul  momento  assegnare  un  valore  reale  ad  a'; 
dunque  ciascun  diametro  ha  il  suo  coniugato.  Di  piò  , siccome  l’equazione 
precedente  è la  medesima  che  quella  che  lega  fra  loro  le  direzioni  di  due  corde 
supplementarie  (Vedi  Scppi.kxevtabib  con  dii  ) , ne  segue  che  se  l’nna  di  queste 
corde  è paralella  al  primo  diametro,  l’altra  corda  sarà  ancora  paralella  al  secondo 
diametro.  Cosi  in  geueral*  possiamo  dire  che  due  diametri  coniugati  sono  sem- 
pre paralelli  a due  corde  supplementarie-,  e che  viceversa  ; due  diametri  pa- 
ratela a corde  supplementarie  sono  sempre  coniugati. 

>2.  Se  si  suppone  itniao  e eosx'sso,  il  che  fa  coincidere  le  x'  con  le  x,  o 
le  / con  le  y,  I’  equazione  (4)  è soddisfatta;  e ciò  deve  essere  , poiché  gli  assi 
dell’  ellisse  sono  dei  diametri  coniugali.  Sappiamo  di  più  che  essi  formano  il  solo 
sistema  di  diametri  coniugati  rettangolari  che  esistono  nell'ellisse  (n.°  8);  e que- 
sto è quello  che  con  facilità  possiamo  ritrovare.  Infatti  supponiamo  che  ve  ne 
siano  degli  altri:  per  questi  diametri  si  dovrebbe  avere  a'ssgo9-t -a,  e quindi 

seo  a'xescnlqoM-a  )=  sen  (90° — a )=scoa  a, 
cos  a'  ss  coi  (30°-t-  x)=;  — coi  (90* — a ) s=  — sen  a. 
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DI  il 

Questi  valori  sostituiti  nell'  equazione  (4),  darebbero 

(a* — 4*)  sen  a cos  * ss  o ; 

c siccome  non  si  può  disporre  delle  quantitì  a e 4,  non  possiamo  soddisfare  a 
questa  eguaglianza  che  facendo  lenzao  o cosasse,  supposizioni  che  riportano 
esattamente  ai  due  assi  primitivi. 

Se  1’  ellisse  si  cangiasse  in  circolo,  si  avrebbe  a—b,  e l’ultima  eguaglianza 
sarebbe  verificata  da  se  medesima,  qualunque  fosse  il  valore  di  a.  Cosi,  nel  cir- 
colo tutti  i diametri  coniugati  sono  rettangolari,  nel  mentre  che  nell'ellisse 
gli  asai  soli  godono  di  questa  proprietà. 

i3.  Se  si  domandasse  ebe  i diametri  coniugati  fossero  eguali,  si  avrebbe,  egua- 
gliando i valori  di  a'1  e di  i'1, 

a1  sen*a-t-4*cos*  a = a*  sen*  a'-t-4*  cos*  a' . 

Sostituendo  t— sen*a  invece  di  cos*sc,  e i—  sen* a'  invece  di  cos*a',  questa 
equazione  si  cangia  facilmente  in 

(a*— 4*)(sen*  a — sen*  a'  ) ss  o: 

quindi  si  conclude 

»en’a' s=sen*x  , cos*  a'=cos*a  ,, 

tang*  a' = tang*  a,  tang  x'  = ±:  tang  a. 

Ma  T equazione  (9)  esige  che  tang  x e tang  x'  siano  di  segni  contrari , bisogna 
dunque  preudere  tsngx's=  — tang  a.  Allora  l’equazione  (9)  diventa 

4*  4 

tang*a=  — , donde  tang  x =3  2; — . 
ej  "a 


Il  segno  inferiore  è relativo  ad  uno  dei  diametri,  e l’altro  al  suo  coniugato. 
Ora  , se  si  conducano  ( Tav.  XCVII , Jìg,  4)  le  corde  BD  e CD  dall’  estremità 
degli  assi,  si  ha 

4 4 

tangDCxse  — , tang  DBx= ; 

a a 

dunque  bisogna  condurre  dei  diametri  paralelli  a queste  corde,  per  avere  i dia- 
metri coniugati  eguali. 

Allorché  si  riporta  l’ellisse  a questi  due  diametri,  la  sua  equazione  è 
/*-+-*'*  = a'». 


la  quale  è analoga  a quella  del  circolo,  quando  essa  è riportata  a diametri  ret- 
tangolari. 

■ 4.  Vi  sono,  sopra  i diametri  coniugati  dell’  ellisse  due  teoremi  degni  di  ot- 
servaziooe. 

Tsoazrsa  I.  Nell'  ellisse , il  paralellogrammo  costruito  sopra  due  diametri 
coniugati  i equivalente  al  rettangolo  costruito  sopra  gli  assi. 

Moltiplicando,  1’  uno  per  1’  altro,  i valori  di  a'*  e 4'*,  si  ba 


n’*4'»= 


a*4* 

a*sen*  j sen*  a'-t-44  cos*  x cos*a'-l-a*4* (sen*  a'  cos*  * -+-  cos*  a'  sen*  x ) 


Ma  si  ha,  fra  x e a',  l’equazione  (4)  ; e se  si  eleva  i tuoi  due  membri  al  qua- 
drato, se  ne  ricava 

a* sen*  x sen**'  -t-4*  co»*  a co»*  *'  sz  — ita* 4*  sen  a sen  a'cos  a cosa'  : 
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in  conseguenza  il  prodotto  a/xV%  diventa 


a'*!/1 


n*4‘ 


u*4*(  sen*  a'  eoa*  a -t-  coi*  «'  »en*  a ) — aa*4*  seti  a scn  a'  cos  a co*  a' 
o*4*  o*4* 


ien*(a'— a)  ’ 


( seu  a'  cos  a — sen  a co*  a'  )* 
e da  ciò  si  conclude 

a' V sen  ( — a ) =a4. 

Ora,  l'angolo  a'  — a è quello  che  formano  fra  loro  i diametri  coniugati  Hi, 
HK  (Tav.  XCV1I  , fig.  5);  dunque,  nel  paralellogrammo  AfrXH  1’  altezza 
LI=4'  sen  ( a'  — a ),  e l’area  è espressa  da  a'b/  sen  ( a'  — a ).  Dunque  quest'  atca 
è costante  ed  eguale  al  rettangolo  ab  dei  semi  assi , il  che  equivale  al  teo- 
rema ennnziato. 

Teorema  II.  Nell'  ellisse,  la  somma  dei  quadrati  di  due  diametri  coniugati 
i costante  ed  eguale  alla  somma  dei  quadrati  dei  due  assi. 

Se  si  riprendono  le  equazioni  (4) , (6),  (7), 

o*  sen  a sen  »'-t-4*  coi  a coi  a'330 (4), 

o*4* 

“ *“  o*  sen*  a -t- 4»  cos»  a 


ò'*  = 


a*  4* 

a*  sen*  a.'  •+■  4*  cos*  a' 


(7h 


e che  si  elimini  fra  esse  gli  angoli  a e a',  si  cade  sopra  l'equazione  o'*4'*=: a* 
•4-4*,  che  dimostra  il  teorema  enunzialo. 

Per  fare  questa  eliminazione  , si  ricava  in  primo  tuogo  dall' equazione  (6)  , 
combinata  con  la  relazione  sen*a-t- cos*  a = 1 , i valori  di  sen*a  e cos*»  : questi 
valori  sono 


sen*  a 


4*(a» — o'*) 
«,*(o*— 4*)  ’ 


cos* 


o^a'*— 4*) 
a’*(a* — 4»)  ’ 


Siccome  l’ equazione  (7)  si  deduce  dall’  equazione  (6)  cangiando  a'  in  4'  e 
u in  a',  si  dedurrà  sen* a'  e coi* a'  dai  valori  precedenti,  cangiandovi  a'  in  4', 
Si  trova  cosi 


sen*  a' 


_ ^*—4'*) 
4'*(a*- — 4»)  ’ 


cos*»' = 


o*(4'* — 4*) 
ò'*(o*-4*) 


Prendiamo  adesso  1’  equazione  (4),  trasportiamo  il  secondo  termine  nell’  altro 
membro,  poi  eleviamo  al  quadrato  : viene 


o*  sen*  a sen*  «'  = 4*  cos*  a cos*  a' 


Invece  delle  linee  trigonometriche  si  sostituiscano  i suoi  valori:  le  riduzioni 
con  facilità  si  presentano  , e viene  successivamente 

(a* — a'*X<i»— 4'»  ) =>  (o'*— 4*)(4'*-4») , 

«*— <s»«'*— a *4'*  ss  — o'»4»— 4'*4*-+-4*, 
a *- 4‘  ss  n'*(a*- 4»)  -+-  4'*(a* -4») , 
aM-4*=a'M-4'* 
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Quedo  risullamento  è conforme  all’  enuncialo 

■ 5.  Le  Ire  equazioni  (4),  (6),  (7),  bastano  per  determinare  tre  delle  sei  quan- 
tità «,  4,  u' , 4' , «,  a' , allorché  le  tre  altre  sono  conosciute  ; esse  possono  per 
conseguenza  servire  a risolvere  tutte  le  questioni  relative  ai  diametri  coniugati. 

Ma  sarti  spesso  più  comodo  d' impiegare,  iu  luogo  di  queste  equazioni , le  se- 
guenti , che  ne  sono  state  dedotte , 

tang slang  a'  = , 

i # a* 

a'V  sen  ( -j! — a)  =a4 , 

o,1-t-4'1=a,-+-44- 


16.  Ritorniamo  all’ equazione  (8),  e per  maggior  semplicità,  sopprimiamovi 
gli  accenti  di  x>  e di  jd:  si  ha  , 

a'»/M-A'»*»;=a'»4'*  ....  (8). 

Quest’  equazione  , essendo  assolutamente  della  medesima  forma  di  quella  che 
i relativa  agli  assi,  tutte  le  proprietà  indipendenti  dall’ inclinazione  delle  ordiuale 
saranno  comuni  agli  assi  dell’  ellisse  e ai  suoi  diametri  coniugati.  Cosi  possiamo 
considerare  le  seguenti  proposizioni  come  dimostrate. 

l.°  Secondo  che  un  punto  è situato  sopra  l’ellisse,  o fuori  dell’ellisse,  o den- 
tro , la  quantità  — o,a4/I  sarà  nulla,  positiva  , o uegaliva  (Vedi 

Ellissi  ) 

a.°  I quadrali  delle  ordinate,  paralelle  ad  un  diametro  , sono  proporzionali  ai 
prodotti  dei  segmenti,  che  esse  formano  sopra  il  suo  coniugato  ( Vedi  Ellissi). 

3.°  Indichiamo  con  a il  rapjiorto  del  seno,  eguale  al  coefficiente  di  x nell’equa- 
zione y = ax-f-d : si  avrà  ( Vedi  Tlsgeste),  pel  valore  di  a che  conviene  alla 
tangente  condotta  all’ellisse,  al  punto  le  di  cui  coordinate  sono  x'  e ) \ 


b'lx' 


e ar*y* 

e per  1’  equazione  della  tangente  si  avrà 


1 


a',/y+b'1xx  = a?W 


La  suttangenle  sarà 


1»T= . 


e avremo  sempre,  fra  i valori  di  a e di  a'  relativi  alla  tangente  e al  diametro 
condotto  al  punto  di  contatto,  questa  relazione  che  merita  di  essere  osservata. 
( Vedi  Tabgkjtb  ).  „ 

— „/s  • 

4-°  Se  y=:CX-\-d  è l’equazione  di  una  corda  qualunque,  e che  y^dx  sia 
quella  del  diametro  che  pajsa  per  i mezzi  di  tulle  le  corde  paralelle,  si  avrà  la 
relazione  ( n.°  7 ) . 

. 

err  = 1 - 


li  quale  ha  ancora  luogo  per  due  diametri  coniugati  le  di  cui  equazioni  fossero 
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yxxcx  e/ac1!  (n.*  8),  come  pure  per  dne  corde  supplementarie  condotie 
all' «tremiti  di  un  diametro  qualunque  ( Vedi  Scpplbk  bntaiie  Coede  ). 

17.  L"  elliue  essendo  riportata  a due  diametri  coniugati,  e la  sua  equazione 
essendo 

se  sogliamo  condurre  delle  tangenti  a questa  curva  , per  un  punto  esterno  N 
(7as>.  XCVII,  Jìg.  6)  le  di  cui  coordinate  sono  x"  ey",  si  avrà  ( Vedi  T a sgesti.], 
fra  le  coordinate  incognite  di  ciascun  punto  di  contatto,  le  due  equazioni 

a'vy+y**"*'  = a'lb'%. 

La  seconda  prora  che  la  retta , che  ha  per  equazione 
a'iy"y-s-b'1x"x  = a'*4'», 

passa  per  i punti  di  contatto.  Per  costruire  questa  linea  , si  fa  successivamente 
j-s=o,  x = o,  e si  ottiene  le  distanze  dall'origine  ai  punti  0*’  essa  incontra  i 
due  diametri  : cioè 


Se  ti  considera  una  di  queste  distanze,  AT  per  esempio,  si  sede  che  essa  non 
contiene  y"  : per  conseguenza,  se  si  conduce  la  retta  NL  paralella  ad  ir,  e che 
da  un  altro  punto  qualunque  di  questa  linea  si  conducano  due  tangenti  all'  el- 
lisse, la  secante  che  passa  per  i nuovi  punti  di  contatto  taglierà  ancora  il  dia- 
metro Asr  al  medesimo  punto  T.  Questo  punto  non  potrebbe  cangiare  che  nel 
caso  in  cui  cangiasse  ancora  x'1' 

Dunque,  re,  da  ciatcun  punto  di  una  data  retta,  si  conducano  due  tangenti 
ad  un'  ellisse,  e che  sì  uniscano  i due  punti  di  contatto , avremo  delle  se- 
canti che  verranno  tutte  ad  incontrarsi  in  un  medesimo  punto  situato  sul 
diametro  coniugato  di  quello  che  i paralello  alla  retta  data. 

E viceversa,  se,  per  un  punto  dato  nel  piano  di  un'ellisse , si  tirano  diffe- 
renti secanti , e che , per  i punti  ove  ciascuna  secante  incontra  la  curva  , si 
conducano  due  tangenti,  il  luogo  dei  punti  d'  intersezione  di  queste  tangenti 
cosi  prese  due  a due , sarà  una  retta  paralella  al  diametro  coniugato  di  quello 
che  passa  pel  punto  dato. 

18.  La  conformità  dell’ equazioni  (a)  e (8)  dà  ancora  un  mezzo  semplice  di 
descrivere  I’  ellisse  per  punti , quando  si  conoscano  due  diametri  coniugati  2n' , 
ab'  -,  e l'angolo  che  essi  fanno  fra  loro.  Sul  primo  , per  esempio  , si  descrive 
un’ellisse  i di  cui  assi  siano  ao‘  e 2 A';  e quindi  a’  inclinano  ( Tav.  XCY'lI,_/fg.  7) 
le  ordinate  MP,  M'P',  ....  sotto  l'angolo  dato,  senza  cangiare  le  loro  lunghez- 
ze; i punti  N,  N',  ....  trovati  con  questo  processo  appartengono  alla  curva. 

Per  alcune  altre  particolarità  sopra  i diametri  dell'  ellisse , ti  consulti  io  que- 
sto Dizionario  la  parola  ( Supplesseetaeie  Corde). 

Irta «ola. 

19.  Sia  1'  equazione 

r = cx-t-d  . . . . (1); 

quella  di  una  retta  qualunque  che  taglia  1'  iperhola  in  F e G {Tav.  XCVII, 
fig,  8).  Combinandola  con  quella  dell’  iperbola 

a*jr% — t>%x%  = — oa5a  . • e • . (a) , 
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<i  I roteranno  le  coordinale  dei  punii  F e G.  Eliminando  y tiene 
(a»c» — b1)je*+2cda1x-t-(d*-t-b1)a*  x a . ...  (3) , 


ovtero 

seda*  (<f»-t-Aa)aa  _ 

. 1.  T — U — — ^ ■ ■ O a 

a*c*—b*  a*c%—b* 

equazione  le  di  cui  radici  io  no  preciiamenle  le  aiciiie  AH  e AK  dei  ponti  F e 
G.  La  lemi-iomma  di  queste  aitiate  i perciò  eguale  alla  mela  del  coefficiente 
del  tecondo  termine  , preto  con  un  seguo  contrario:  ma  quella  lemi-aomma 
r ascissa  del  mezzo  I della  corda  FG  ; dunque  chiamando  * questa  ascissa  , 


avremo 


eda * 
a-c*—b* 


Mettendo  questo  valore  nell’equazione  (i),  si  ha  per  l’ordinala  IP, 

—di» 

y „»ca — 1)% 


Supponiamo  che,  e consertando  il  medesimo  valore  , d prenda  successivamente 
tutti  gli  stati  di  grandezza:  la  retta  FG  si  trasporterà  paralellaraenle  a se  mede- 
sima e le  precedenti  formule  danno  sempre  le  coordinate  dei  mezzi  di  queste 
corde  ; dunque  se,  per  eliminare  d,  si  divìde  / per  a:,  1’  equazione  risultante 


r fr 

, ovvero 

x a*c 


sarà  quella  di  un  diametro.  Qui  si  vedé,  come  per  l’ellisse,  che  lutti  i 
tri  dell'  iperbola  passano  pel  centro.  E siccome  possiamo  far  prendere  al  coeffi- 
ciente di  * lutti  i valori  possibili  facendo  variare  c da  -t-  *> , fino  a - ® , si 
conclude  ancora  che  le  rette  condotte  pel  centro  possono  considerarsi  come 

diametri.  . , 

Questa  conclusione  è soggetta  però  a due  eccezioni.  Esse  hanno  luogo  allorché 

si  suppone  c=s±  — . Allora  l’equazione  di  sopra  diventa 


b 

a 


tt 


e se  ritrovano  le  due  rette  digik  osservate  come  limili  delle  tangenti  ( 1 edi 
TasGEirre).  Ora  esse  non  possono  essere  diametri;  poiché  i valori  di  c dei  quMi 
si  tratta  . riducendo  V equazione  (3)  al  primo  grado,  le  linee  paralelle  date  dal- 
1’ equazione  (i)  non  incontrano  più  l’ iperbole  che  in  un  solo  punto,  e per  con- 
seguenza nou  esiste  diametro  corrispondente. 

ao.  Per  1’  equazione  del  diametro,  possiamo  prendere 

y = c'x. 

A* 

Ma  allora  bisogna  stabilire  fra  le  tangenti  c e e'  la  relazione  c — — > 0,~ 


toro,  ciò  che  è il  medesimo 
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21.  Questa  relazione  avrebbe  potuto  dedursi  dalla  sua  analoga  nell’ellisse 
(n.*  7)  cangiando  4 3 in  — 4*,  ed  essa  dii  ancora  delle  conseguenze  simili. 

1.°  Se  si  chiami  a la  tangente  trigonometrica  dell'  angolo,  che  la  tangente 
condotta  all'estremità  del  diametro  fa  con  l’asse  delle  a,  si  ha,  fra  a e c'  questa 
relazione  { fredi  TaaoaHTa). 


dunque  at/uaft',  donde  a = c;  dunque  le  corde  , che  un  diametro  d iride  in 
parti  eguali  , sono  paralelle  alla  tangente  condotta  alt  estremità  di  questo 
diametro. 

4» 

a.°  Il  prodotto  cc'  essendo  costante  ed  eguale  a — , non  può  diventare  eguale 

a — t;  dunque  gli  assi  attuali  delle  coordinate  sono  z soli  assi  dell' iperbato, 
poiché  alcun  altro  diametro  non  è perpendicolare  sopra  le  corde  che  esso  divide 
in  parti  eguali. 

4» 

3.*  L'equazione  cc/  sa—  prova  che,  se  il  diametro  che  ba  per  equazione 

yzst/x  divide  in  parti  eguali  le  corde  paralelle  a quello  la  di  cui  equazione  è 
y = ex  ; viceversa  la  seconda  taglia  in  parti  eguali  le  corde  paralelle  al  primo. 
Dunque,  perché  due  diametri  siano  coniugati , la  condizione  b. 


aa.  Di  due  diametri  coniugati , non  ve  ne  è che  uno  aedo  che  incontri  l’ iper- 
bole. Infatti,  supponiamo  che  jrssex  sia  l’equazione  di  un  diametro,  e che  si 
cerchino  le  sue  intersezioni  con  la  curva,  si  trova  per  le  ascisse  di  questi  punti 


Questi  valori  di  x sono  reali  se  si  prende  c «C  — , positivamente  o negativa- 

mente;  ma  essi  diventeranno  immaginari  te  ti  prende  c>  — . Nel  primo  caso, 

il  diametro  incontra  l'iperbola;  e nel  secondo  esso  non  l'incontra  mai.  Ora  ve- 

b*  b b 

diamo,  dalla  relazione  c</=.  — , che  se  c è < — , dobbiamo  avere  c'> — ; duo- 
ri*  a a 

que  tutti  i diametri  che  tagliano  I’  iperbole  hanno  i loro  coniugati  fra  quelli 
che  non  l’ incontrano. 

Se  si  costruisce  sopra  gli  assi  della  curva  il  rettangolo  HKH'K'  , ( Tao. 
XCVH,_/«g.  9),  tutti  i diametri  che  attraversano  gli  angoli  HAK  e H'AK'  fan- 

4 

no  eoo  l'asse  BC  un  angolo  la  di  cui  tangente,  astrazione  fatta  dal  segno,  è < — , 
nel  mentre  che  i diametri  che  attaversano  1'  angolo  HAK'  e H'AK  fanno  con 
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BC  no  angolo  la  di  cui  tangente  è > ; dunque  > primi  tono  quelli  che  in- 

a 

contrano  la  cuna,  e i secondi  tono  quelli  che  non  l' incontrano. 

a3.  Nel  caso  particolare  in  cui  e = — , si  ha  ancora  e'=  — : allora  i due 

a a 

diametri  coniugali  si  confondono  con  la  diagonale  HH'.  Similmente  , quando 

b b 

c = — — , ti  ha  ancora  c'sa , e allora  i due  diametri  ti  confondono  con 

a a 

l’altra  diagonale  KK'.  In  ambedue  i casi  , i diametri  non  incontrano  l’ iperbole 
che  all1  infinito. 

34.  L’  equazione  dell'  iperbole  riportata  ai  tuoi  asti  essendo 

_ A*x*  = — o*A*  . , , . (4)  , 

ne  dedurremo  1’  equazione  ai  diametri  coniugati,  cercando  i differenti  sistemi  di 
coordinate  per  i quali  1'  equazione  di  questa  curva  non  contiene  le  variabili  che 
al  quadrato. 

In  conseguenza,  si  sostituisce  nell'  equazione  (4)  ■ valori 

.r  = x'  cos  a-hy'  cot  a',  ten  s-t-j'  sen  *' 

si  fa,  per  abbreviare 

A =ca*sen*a' — A*cos*a' , 

B = a*  sen1  a — A*  cos*  a , 

Casa*  sena  sena'  — A1  cos  a cos  a', 
e si  ba  1’  equazione  trasformata 

A y>  1-+-Bx'»-t-aar'/  = — o»A*  ....  (5): 
ora,  perché  essa  abbia  la  forma  domandata,  bisogna  mettere  Caso,  vale  a dire 

a*  sen  a sen  a'  — A*  cos  a cos  a' aro (6); 

e con  ciò  1’  equazione  (5)  si  riduce  alla  seguente 

Aj’-'*-+-Bx'*=  — o*A*  ....  (7}. 

oaA*  — a*  A1 

25.  Ad  v'  =3  o corrisponde  x'*  =3  — -5-  = — — r — ; 

1 r B a*sen*a  — A*cot*« 

— a’  A*  — a»A» 

e » « o corrisponde  r'1  = — =>  _ A* co.* a'  * 


Questi  valori  sono  di  segni  differenti , poiché  la  relazione  (6)  dà 
a*  sen*  a X *'“  «'  = 4*  cos  a X 4*coa*  J ; 
e si  vede  che  se  a*  sen*  a è minore  di  A*  cos*  a,  bisogna,  per  compensazione,  che 
o*  seti*  a'  sia  maggiore  di  A*  eoa*  a',  e viceversa.  Dunque  uno  dei  nuovi  assi  è 
incontrato  dalla  curva,  e 1’  altro  non  lo  è,  ciò  ebe  già  si  sapeva  n.*  aa. 

Prendiamo  per  asse  delle  x*  quello  che  incontra  la  curva,  e indichiamo  con  ao' 
la  parte  di  quest’  asse  compresa  nell’  iperbola,  si  avrà 


_ —a* A*  —a* A* 

B a*  sen*a  — A*  cos*  u 

Da.  dì  Mal.  Voi.  III. 


(8). 


4° 


Digitized  by  Google 


314 


DIA. 


Poiché  la  linea  dell’/'  non  incontra  la  curva,  indichiamo  con  —4'*  il  valore 
negativo  di  y1*,  e ai  avrà 

o*4» 


o»4* 

4'»  = —-  ss  — 

oJ  leu 1 a'  — cosa  a' 


(9). 


Attualmente,  «e  ai  valori  A e B ai  aoatituiacono  i valori  e . — , p «_ 


quazione  (7)  diventa  1 

a'V*— 4'1*'*=a  — a'»4'»  . . i . V (te).  ’• 

il  diametro  aul  quale  ai  contano  le  a;',  quello  cioè , che  incontra  la  curva  , ai 
chiama  primo  diametro  o diametro  trasverso , e la  aua  lunghezza  è an'.  L'al- 
tro aul  quale  ai  pontano  le  /',  ai  chiama  secondo  diametro ; e,  quantunque  Caio 
non  incontri  l’ iperbole,  ai  conviene  di  darli  per  lunghezza  ab'. 

26.  L’equazione  (6)  cisendo  divisa  per  a3c0iacosa'  dk 

• 1 « 1 . . - •.  * / , 

langa  tang  a' ss  — (Il); 

e ai  vede  che  dando  all’  atte  delle  x'  una  posizione  particolare , il  che  equivale 
a determinare  a , ai  avrà  un  valore  reale  per  laog  a'  : dunque  ciascun  diame- 
tro ha  il  suo  coniugato.  Ma  conviene  osservare  che  non  dobbiamo  fare 

tang  « s — — mentre  allora  non  ai  avrebbero  dei  veri  diametri  (n.°  19).  D’al- 


tra parte,  queste  ipotesi  darebbero  tang  a'  = :£  — ; dunque,  nei  due  casi,  l’asse 

delle  y coinciderebbe  con  quello  delle  x\  il  cbe  prova  evidentcmeute  che  queste 
linee  non  possono  più  essere  diametri  coniugati. 

Di  più,  siccome  l’equazione  (li)  è simile  a quella  che  lega  fra  loro  le  dire- 
zioni delle  corde  supplementarie  ( Vedi  Suppleshuctasie  Coa db),  ne  segue  che  se 
una  delle  corde  i parateli»  al  primo  diametro,  l’altra  sarà  paralella  al  secondo 
diametro.  Si  ricade  cosi  sopra  le  seguenti  proprietà  digià  conosciute:  che  due 
diametri  coniugati  sono  paralelli  'a  due  corde  supplementarie;  e viceversa,  che 
due  diametri  paralelli  a corde  supplementarie  sono  diametri  coniugati. 

Nell'  i per  boia  equilatera  la»;  dunque  tang  a tang  a's  1,  dunque  gli  angoli 
a,  e a'  tono  complementi  1’  uno  dell’ altró.  ’ 

27.  Per  conoscere  se  vi  sono  altri  diametri  coniugati  rettangolari  fuorché  i due 
assi  , facciamo  às9o°-t-a,  il  che  dà  seaa'sfosa  e coi  a's — sena.  L'equa- 
zione (6)  diventa 

(aM-41)  tea  a eoa  a ; 

e questa  non  può  essere  verificata  che  facendo  aen  aso  ovvero  cotaso,  suppo- 
sizioni che  riportano  agli  assi  primitivi. 

28.  Se  ai  volesse  che  i diametri  coniugati  dell’iperbola  fossero  eguali,  ai  egua- 
glierebbero fra  loro  i valori  di  a'1  e di  4'*,  e ti  avrebbe 

n*  aen*  a — 4*  co  s1  a s — a%  sen1  a'-t-i1  cos* 

» — sen*  a'  per  cos*  a',  quest’  equa- 

.....  (ist) 

> v • ■ 


Sostituendo  1 — sen* a invece  di  eoa1  a,  e 
zione  dà 

a & 

aen1  a H- sen1  a' s — - — — 
a*-t-  41 
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Se  si  trasporta  il  secondo  termine  dell' equazione  (6)  nell’altro  membro  , e 
che  si  cleri  tutto  al  quadrato,  e cbe  si  facciano  allora  le  medesime  sostituzioni 
che  sopra  , mettendo  di  più  invece  di  sen* x -t-  sen1  a!  il  «uo  equivalente  , preso 
dall’equazione  (ta)  , si  trova  facilmente 


tenla  teu*  a.' — 


t • 

(aM-A*)1 


(.3). 


Dal  quadrato  dell’  equazione  (sa)  sottragghiamo  quattro  volte  questa,  viene 
(teu*a  — *en*a')*=o  ; dunque 


sen1  a'  = se n1  a , cosa  a.'  s=  eoe*  a , t ang  a'  ss  ±:  tang  u. 


Ma  l'equazione  (n)  prova  che  le  due  tangenti  debbono  avero  il  medesimo  se- 
gno; dunque  tang  a'  = tang  a , e quindi  l'equazione  (n)  dà 


tang  x=s  tang  a'  — . 

Dunque , nell’  iperbola , il  calcolo  indica , per  diametri  coniugati  eguali , due 
rette  riunite  in  una  sola  , e dirette  seguendo  1’  una  o 1’  altra  delle  diagonali  del 
rettangolo  costruito  sopra  gli  assi. 

39.  Nell’ iperbola  vi  sono  due  teoremi  del  tutto  analoghi  a quelli  del  n.°  »4; 
e siccome  essi  si  dimostrano  nella  medesima  maniera,  servirà  di  enunziarli.  » •> 

Teorema  I.  Il  parolellogrnmmo  costruito  sopra  due  diametri  coniugati  i 
equivalente  al  rettangolo  degli  assi. 

Teobema  II.  La  differente  dei  quadrati  dei  diametri  coniugati  t eguale  al- 
la differenza  dei  quadrati  degli  assi. 

30.  Da  ciò  che  precede  segue  che,  nei  problemi  relativi  all’  iperbola , potremo 
se  ciò  sembra  più  comodo , sostituire  alle  equazioni  (6),  (8)  e (9)  le  seguenti  che 

tono  una  deduzione  delle  medesime  : 

£3 

tang  a tang  *'=3  — , 

a 

a'V  sen(  a ’ — a ) — ab , 

a'*— A' » = o»  — 4».  v'. 

L’ultima  prova  cbe  se  a = 5,  si  ba  ancora  a'à%';  dunque  nell' iperbola  equi- 
latera i diametri  coniugati  sono  eguali.  Questa  'proprietà  ha  luogo  nel  circolo  ; 
ma  i diametri  coniugati  in  questa  curva  sotto  rettangolari,  nel  mentre  che,  oel- 
l'iperbola  equilatera , essi  tanno  con  l’ asse  trasverso  angoli  complementi  1'  uno 
dell’  altro. 

Nelle  iperbole  ordinarie,  a essendo  differente  da  A,  ci  non  potrebbe  essere 
eguale  a A' , e non  vi  sono,  parlando  propriamente,  diametri  coniugati  eguali. 

31.  Togliendo  1’  accento  alle  variabili  x1  e jr1 , 1’  equazione  (io)  sarà 

a'xy2  — A'*x*  = — a'*V%  ....(io). 

Essa  è simile  in  tutto  all’equazione  (4)  relativa  agli  assi;  dunque  le  proprietà 
indipendenti  dall’inclinazione  delle  ordinate  saranno  comuni  agli  asti  dell’  iper- 
bola , e ai  suoi  diametri  coniugali.  Cosi, 

1 0 I quadrati  delle  ordinate,  paralelle  al  secondo  diametro,  stanno  fra  loro 
come  i prodotti  dei  segmenti  formati  sul  primo  ( Pedi  Iperbole  ). 

a."  Quando  un  punto  dato  è situato  sull’ iperbola  , o al  di  fuori,  o al  di  den- 
tro, la  quantità  a'2y% — A'1*1  -+• a'1 A'1  sarà  nulla,  positiva,  o negativa  ( Pedi 
Iperbola  ). 
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3.°  Indicando  con  a il  rapporto  del  seno , eguale  al  coefficiente  dì  x nel- 
1’ equazione  generale  della  linea  retta,  avremo  pel  valore  di  a relativo  alla  tan- 
gente ( Vedi  Tìnqmitb), 

V'x? 

a,S  a'tf  5 


e 1'  equazione  della  tangente  suri  ancora 

a'Yy  _ b,%x’x  sa  — a'H'*. 

I limiti  delle  tangenti  avranno  per  equaxiooe  ( Vedi  Tassarla  ) , 

‘ ‘ r-*b-x 

y — y*» 


donde  ai  conclude  die  eaae  ti  confondono  con  le  diagonali  del  paraleDogrammo 
costruito  con  i diametri  coniugati  ( Tav.  XCVII , fig.  io).  La  auttangente  è an- 
cora ( Vedi  TaaceaTa) 


rr— 


x*%  — af* 
x>  ~ J 


e ai  arri  tempre  fra  i valori  di  a e di  a'  , relativi  alla  tangente  e al  diametro 
condotto  pel  punto  di  tangenza,  la  relazione 


£» 

a»* 


4*  Se  yacx-q-  d i 1’  equazione  di  una  corda  qualunque  dell’  iperbola  , e ae 
y=dx  è quella  del  diametro  che  passa  per  i mezzi  delle  corde  paralelle  , ai 
a n*à  (n.°  so)  la  relazione 


e questa  relazione  ha  ancora  luogo  per  dne  diametri  coniugati  le  di  cui  equazio- 
ni fossero  ysscx  e y — c?x  (n.°  ai  ) , come  pure  per  due  corde  supplementarie 
condotte  all’  estremiti  di  un  diametro  qualunque  ( Vedi  SurruuaitTaaiB  Cobdb). 

3a.  L’ iperbola  essendo  riportata  a due  diametri  coniugati  , se  vogliamo  con- 
durvi delle  tangenti  per  un  punto  esterno,  e che  si  ripetano  i medesimi  ragio- 
namenti che  per  1’ ellisse  (n.°  17),  avremo  questo  teorema: 

Se,  da  ciascun  punto  di  una  data  retta,  si  conducano  due  tangenti  ad 
un ’ iperbola , e che  si  uniscano  i due  punti  di  contatto  , si  avranno  delle  se- 
canti che  s'  incontreranno  tutte  in  un  medesimo  punto , situato  sul  diametro 
coniugato  di  quello  che  i paralello  alla  retta  data. 

E viceversa , se,  per  un  punto  dato  nel  piano  di  un'  iperbola,  si  tirano  dif- 
ferenti secanti , e che  per  i punti  ove  ciascuna  secante  incontra  la  curva , si 
conducano  due  tangenti,  il  luogo  dei  due  punti  d'  intersezione  di  queste  tan- 
genti , così  prese  due  a due  , sarà  una  retta  paralella  al  diametro  coniugato 
di  quello  che  passa  pel  punto  dato. 

33.  L’equazione  (10)  prova  ancora  che,  per  descrivere  un’ iperbola  della  quale 
si  conoscano  due  diametri  coniugati,  bisogna  descrivere  un’ iperbola  sopra  que- 
sti diametri,  come  se  essi  fossero  gli  assi  della  curva  , e inclinare  quindi  convc- 
uientemenle  le  ordinale,  senza  cangiare  le  loro  lunghezze. 


Digitized  by  Google 


DIA 


317 


Per  quello  ancora  che  può  concernere  ai  diametri  dell’  Iperbole  si  veda  Scr- 
PLESSEISTARIS  CoEDE. 


Parabola 


34.  Sia  1'  equazione  di  una  retta  qualunque , 
y=cx-bd: 

se  si  combina  con  quella  della  parabola 
e che  si  elimini  x,  avremo,  per  determinare  jr. 


Le  radici  di  questa  equazione  sono  le  ordinate  dei  pnnti  ore  la  retta  incon- 
tra la  curra,  e 1’  ordinata  del  mezzo  della  corda  che  unisce  questi  punti  è egua- 
le alla  semi-somma  di  queste  due  radici;  dunque,  indicando  quest'ordinata  per 
7,  si  ha 


Questo  valore  non  contiene  d , e rimane  il  medesimo  (intanto  che  c è costante: 
cosi , lutti  i diametri  della  parabola  sono  paralelli  all'  asse. 

Viceversa  , ogni  retta  paralella  all'  asse  può  considerarsi  come  diametro 
della  parabola  , poiché  dando  a c un  valore  conveniente , y diventa  eguale  a 
quella  quantità  che  vorremo. 

35.  Supponiamo  che  un  diametro  AV  ( Tao.  XCV1II,  fig.  1 ) sia  stato  con- 
dotto  ad  una  distanza  y*  dall' asse,  avremo,  per  questo  diametro, 


donde 


Questo  valore  è il  valore  della  tangente  trigonometrica  dell’  angolo,  che  fanno 
con  1’  asse  le  corde  tagliate  in  parti  eguali  dal  diametro.  Ma,  da  un'  altra  parte, 
questo  valore  è ancora  quello  della  tangente  trigonometrica  dell' angolo  che  fa 
con  l'asse  la  tangente  al  punto  Ar  ( Vedi  Tasceste);  dunque  le  corde  che  un 
diametro  divide  in  parti  eguali  sono  paralelle  alla  tangente  condotta  all'estre- 
mità di  questo  diametro. 

Perchè  la  tangente  c sia  infinita,  bisogna  fare  j’sso,  dunque  la  linea  delle 
* è il  solo  asse  della  parabola. 

36.  Le  formule  per  passare  dagli  assi  rettangolari  agli  assi  obliqui,  sono  ( Ve- 
di Tsmsfobssszioee  aaus  coordinate  ). 

* = x'cosa-t- cosa' -è- a , 7 =*'  sen  a-+-  y'sen  a!  -\-b 

L’equazione  della  parabola.  In  coordinate  rettangolari,  essendo  /*  = apx,  se  si 
pone  la  nuova  origine  in  un  punto  A'  della  curva,  si  avrà  fra  a e A la  relazio- 
ne b%ssupa.  Di  più  , se  si  prende  il  diametro  A' x’  per  asse  delle  x' , si  avrà 
scanso,  cosassi;  e se  si  sceglie  la  tangente  k’y1  per  asse  delle  , si  avrà 


tang  a'  ss 


£ 

b 
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Prendiamo  le  formule  conosciute  ( Vedi  Sebo) 


tang  a' 


lang'a'  yj  i-t-taug1»' 

sostituendo  invece  di  tsnga'  il  suo  valore,  esse  divengono 

T)  . b 


COS  Xr  5=5  - 


v AM-p»  V AM-p1 

e sostituendo  i valori  di  sen  a , cos  a , sen  a'  , cos  a' , le  formule  della  trasforma- 
zione diventano 


se  ss  af  -+■ 


by’ 


y— 


VAM-p» 
Pi f 


+■  b. 


VA»-t-/>» 

Adesso  per  riportare  la  parabola  ai  nuovi  assi  non  rimane,  che  da  mettere 
questi  valori  nell’  equazione 

X*=a p* (r); 

e si  ottiene 

a(AM-p»)  ^ 

P 

Mettiamo  ancora  in  luogo  di  A»  il  suo  valore  apa,  e,  per  abbreviare,  poniamo 

4 ( a-*-  ~ A*  ) =*p' : *> 


p p Va/ 

e P equazione  della  parabola  diventa,  togliendo  gli  accenti  ad  af  e y> , 
y*  — tp'x (a). 

11  coefficiente  a pf  è ciò  che  si  chiama  il  parametro  del  diametro  al  quale  la 

parabola  è riportala;  e siccome  ap'  rappresenta  4(a‘+'~f’)  s e c4e  a-*“  7^ 

è la  distanza  dal  fuoco  al  punto  A'  ( Vedi  Pazsiola),  si  conclude  che  il  para- 
metro di  un  diametro  è eguale  a quattro  volte  la  distanza  dal  fuoco  alpestre- 
mifà  di  questo  diametro . 

37.  V equaziooe  della  parabola  essendo  la  medesima  tanto  rapporto  ai  suoi 
diametri,  quanto  rapporto  al  suo  asse,  le  proprietà  indipendenti  dall’  inclinazione 
«ielle  coordinate  faranno  comuni  nei  differenti  sistemi. 

i.°  Secondo  che  un  punto  è situato  sopra  la  parabola,  o al  di  fuori  , o al  di 
dentro,  la  quantità  y*  — 2p'x  de?’ essere  nulla,  positiva  , o negali  va  ( Vedi 
Parabola  ). 

a.°  I quadrati  delle  ordinate  al  diametro  stanno  fra  loro  come  le  ascisse  corri- 
spondenti ( Vedi  Parabola  ). 
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3.o  Indicando  con  a il  rapporto  del  aeno,  eguale  al  coefficiente  di  x nell’equa- 
zione generale  della  linea  retta,  il  valore  di  a , relativo  alla  tangente,  sarà  (Pe- 
lli Tasgiiste  ). 


Si  avrà,  per  l’ equazione  della  tangente, 

r'r=y  (*+*')  ; 

e,  per  la  aultangente  (Pedi  Tahgkbte) , 

P'T'  ss  ax'  : 

vale  a dire  che  la  suttangente  i sempre  doppia  dell'  ascissa  del  punto  di  con- 
tatto. . 

38.  Una  retta  essendo  data,  se  ai  conduce  alla  parabola  una  tangente  par.della 
a questa  retta  , e il  diametro  che  passa  al  punto  di  coulallo  , 1’  equazione  della 
curva  riportata  a questo  sistema  di  assi  sarà  yx=2p'x.  Si  conducano  , da  un 
ponto  qualunque  della  retta  data  , due  tangenti  alla  parabola:  indicando  con  x" 
e jr"  le  coordinate  di  questo  punto  si  hanno  ( Pedi  Tasgebte)  per  determinare 
quelle  dei  punti  di  coulallo,  le  due  equazioni 

r'»=2p\e',  /V  = p'(*'-+-a:'').  . 

La  seconda  prova  che  la  retta,  che  ha  perequazione  /y=p'(i'+x")1  passa 
per  i punti  di  contatto.  Se  in  questa  equazione  si  fa  j-'  = o,  viene  x'  = — x". 
risullamento  indipendente  da  jr",  e che  dà  per  la  parabola  il  teorema  dìgià  tro- 
vato per  1’  ellisse  e P iperboli  (n.*  17,  3a).  Dunque  in  generale 

Se,  da  ciascun  punto  di  una  retta  data , si  conducano  due  tangenti  ad  una 
curva  del  second'  ordine , e che  si  tiri  una  retta  per  ì due  punti  di  contatto , 
si  avranno  delle  secanti  che  tutte  s' incontreranno  in  un  medesimo  punto , si- 
tuato sul  diametro  che  divide  in  parli  eguali  le  corde  paralelle  alla  retta 
data. 

E viceversa , se , per  un  punto  dato  nel  piano  di  una  curva  del  second'  or- 
dine, si  tirano  differenti  secanti  , e che  per  i punti  ove  ciascuna  secante  in- 
contra la  curva,  si  conducano  due  tangenti , il  luogo  dei  punti  d'  intersezione 
di  queste  tangenti,  cosi  prese  due  a due , sarà  una  retta  paralella  alle  corde 
che  divide  in  parti  eguali  il  diametro  che  passa  pel  punto  dato. 

3g.  L'equazione  (a)  paragonata,  all’equazione  (1)  prova  ancora  che  se  vogliamo 
descrivere  una  parabola  , quando  si  conosce  il  parametro  del  diametro  e l’ incli- 
nazione delle  ordinale  corrispondenti , basta  di  descrivere  prima  una  parabola 
sopra  questo  diametro  preso  per  asse,  col  parametro  dato,  e quindi  d'  inclinare 
convenientemente  le  ordinate  di  questa  curva,  senza  cangiare  le  loro  lunghezze. 

Possiamo  ancora  determinare  prima  il  fuoco  e la  direttrice  della  parabola  , e 
quindi  descriverla.  Sia  Pxf  ( Tav.  XCVIII,_/fj.  a)  il  diametro  dato,  si  condu- 
ca la  retta  jdk.' T sotto  l'inclinazione  data,  e questa  linea  sarà  tangente  alla  pa- 
rabola nel  punto  A'  ( n.*  35)  ; si  faccia  l’angolo  TA'F  =jJA.'x’,  e la  linea  A'F 
passerà  pel  fuoco  ( Pedi  Pazasola  ).  Si  prenda  A'!-'  eguale  al  quarto  del  para- 
metro dato,  e il  punto  p’  sarà  il  fuoco  ( n.°  30).  Sopra  il  prolungamento  di  X'x' 
si  porti  A'C  = A,’h',  si  conduca  la  retta  CL  perpendicolare  ad  X'x'  , c questa 
tetta  sarà  la  direttrice  ( Pedi  Pababola  ). 
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Diametri  celli  curvi  alcsirichb 

40.  Nelle  lezioni  coniche  abbiamo  usato  la  parola  diametro  per  indicare  una 
retta  che  divide  in  due  parti  eguali  tutte  le  corde  paralelle.  Nelle  curve  alge- 
briche di  uq  ordine  qualunque  più  in  generale  dobbiamo  intendere  per  diametro 
una  retta,  la  quale  divida  in  tal  modo  le  paralelle  stese  fra  due  o più  rami,  che 
la  somma  delle  parti  positive  sia  eguale  a quella  delle  negative.  In  questo  caso 
è evidente  che  I'  equazione  delta  curva  riferita  ad  uno  di  questi  diametri,  ordi- 
nata per  y , e ridotta  a zero,  deve  mancare  del  suo  secondo  termioe,  il  cui  coef- 
ficiente rappresentando  per  ogni  valore  di  x la  somma  dei  corrispondenti  valori 
di  y ( Vedi  Equazioni  dei  giaci  superiori  ),  è necessariamente  nullo  quando  la 
parte  negativa  di  questi  valori  eguaglia  la  positiva. 

41.  Entro  ad  una  curva  qualunque  è sempre  possibile  di  tracciare  infiniti  si- 
atemi di  corde  paralelle  in  ogni  direzione,  da  ciò  si  deduce  che  infiniti  potranno 
esserne  i diametri.  Ma  i diametri  che  più  specialmente  si  considerano  sono  quelli 
che  essendo  nel  tempo  stesso  assi  ortogonali  della  curva  , la  dividono  in  due  o 
più  parli  simili  ed  eguali.  Per  riconoscere  se  uoa  curva  abbia  o no  diametri  di 
queste  specie  convicn  distinguer  tre  diversi  casi;  i,°  quando  vogliamo  che  la 
curva  sia  divisa  in  due  parti  eguali  dall’uno  o dall’altro  dei  due  assi  X,  T 
(Tav.  XCV1II, Jìg.  3),  a.°  quando  vogliamo  che  sieno  respettivamente  eguali 
tra  loro  le  due  porzioni  della  curvi  contenute  nelle  regioni  K,  S,  cioè  tra  i due 
assi  e i due  loro  prolungamenti,  e le  due  contenute  nelle  regioni  Q,  T tra  l'uno 
degli  assi  e il  prolungamento  dell’ altro,  3.*  quando  finalmente  vogliamo  che  tutte 
queste  quattro  parti  sieno  eguali  tra  di  loro. 

41.  Nel  i.°  caso  è evidente  che  se  la  curva  dev’  estere  divisa  in  parli  eguali 
dall’ asse  X,  dovrà  quest'asse  dividere  in  partì  eguali  ciascuna  doppia  ordinala. 
h'  equazione  dovrà  dunque  rimanere  la  stessa  qualora  si  cangi  y iti  — y\  non 
potrà  in  conseguenza  contenere  veruna  potenza  impari  di  y , come  per  la  mede- 
sima ragione  non  potrà  contenere  potenze  imperi  di  x , quando  la  curva  debba 
essere  divisa  in  mezzo  dall’  asse  Y.  Agli  assi  o diametri  che  in  tal  guisa  dividono 
la  curva  in  due  parli  interamente  ed  esattamente  eguali  e simili,  e per  metà  le 
doppie  ordinate  , si  dà  il  nome  di  diametri  ortogonali  o principali.  Cosi  la 
parabola  la  cui  equazione  non  contiene  potenze  impari  di  y,  ha  un  diametro  or- 
togonale che  è 1'  asse  delle  x . 

43.  Nel  2.0  caso  è del  pari  manifesto  che  I’  equazione  non  dovrà  subire  can- 
giamento alcuno,  qualora  vi  si  permutino  insieme  * ed  y in  — * e — y.  Que- 
ste coordinale  dovran  dunque  trovarsi  mescolale  fra  loro  in  tal  modo,  che  in  tutti 
quanti  i termini  firmino  o una  dimensione  di  grado  pari,  o in  tutti  quanti  una 
dimensione  di  grado  impari.  Infatti  con  la  prima  supposizione  la  permutazione 
simultanea  di  x,  y in  — x , —y  non  farà  cambiar  di  segno  alcun  termine,  e la- 
srerà  l’equazione  nello  stato  suo  primitivo;  nel  secondo  tutti  quanti  i termini 
cambieranno  di  segno,  ma  se  poi  lo  cingeremo  a tutta  quanta  l’equazione,  cia- 
scuno riprenderà  nuovamente  quello  che  gli  apparteneva.  Niuno  dei  due  assi  sarà 
diametro  ortogonale,  poiché  le  parti  in  cui  ciascuno  divide  la  curva  non  sono  tra 
loro  eguali,  se  non  considerale  inversamente,  nè  veruna  doppia  ordinata  è divi» 
dagli  assi  per  metà.  Bensì  divise  saranno  per  meta  tutte  quante  le  rette  che  pas- 
sando per  I’  origine  A,  si  stendono  da  un  punto  della  curva  al  suo  opposto.  In- 
fatti supposte  eguali  e tra  loro  contrarie  di  segno  le  due  ascisse  AP,  Ap,  e quindi 
eguali  in  virtù  dell’ipotesi  le  loro  ordinate  paralelle  PN , pn;  se  ai  conduca  Nn, 
i due  triangoli  che  risulteranno  da  questa  costruzione  dovranno  essere  eguali  e 
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simili , e quindi  dovrà  la  rolla  N n pattare  per  A , e quivi  rimaner  divi»  in  due 
parti  eguali.  Ciò  ha  folto  dare  il  nome  di  centro  al  punto  A. 

44.  Nel  3.°  caso  1’ equazione  dovrà  rimaner  la  ttetsa,  in  qualunque  modo  piac 
eia  di  cangiare  o unitamente  o separatamente  x in  — x , ed  y in  — y.  Dovrà 
dunque  in  un  tempo  stesso  mancare  insieme  di  tutti  i termini  tanto  con  x , 
quanto  pon  y a potenza  impari;  il  che  verificandosi,  gli  assi  ortogonali  della 
curva  saranno  altresì  suoi  diametri  ortogonali,  e la  curva  avrà  per  centro  l’ori- 
gine A. 

45.  Da  tutto  ciò  ai  conclude  i.°  che  una  curva  algebrica  avrà  un  diametro 
ortogonale,  se  la  sua  equazione  sia  funzione  razionale  di  * ed  ya,  o di  xl  ed  y e 
delle  respettive  loro  potenze  : tale  è il  caso  della  parabola,  della  cissoide,  e della 
concoide;  a.°  che  avrà  due  diametri  ortogonali  e di  più  sarà  dotata  di  centro  se 
la  sua  equazione  con  contenga  che  potenze  pari  di  x e di  jr:  tale  è il  caso  del- 
1’  ellisse  c dell’  iperbola ; 3.°  non  avrà  diametri  ortogonali,  ma  sarà  bensì  dotata 
di  centro  se  la  sua  equazione  contenga  X ed  y a potenze  pari  ed  impari,  ma  in 
modo  che  le  dimensioni  formate  in  ciascun  termine  da  queste  variabili  sieno  o 
tutte  quante  di  grado  pari,  o tutte  quante  di  grado  impari.  Tale  sarebbe  il  caso 
dell’  equazioni  yi-i-ax<y:‘-hóyxx-hcx  = o , j'*-t-a.r/-t-Axl-+-c==o. 

Teoata  dei  dissetai  e mai  dishetesLi  nell’  sisslisi  a tee  iiiuessiosu 

46.  L’  equazione  generale  delle  superficie  del  secondo  grado  è 

-t-aCx-t-2C'y-l-2C"*-t-F  = o ....  (A) 

Ora  mediante  diverse  riduzioni  e trasformazioni  che  si  possono  fare  a questa 
equazione,  essa  si  cangia  nelle  due  seguenti  (Vali  Eiouessuoke  delle  sorea- 
riOIB  CONTENUTE  DEL  SHCOHD’  OEDISE  ). 

P*M-Fr*-+-P"za=H (E), 

P'jM-P' V*  — 2Qx (E), 

nelle  quali  tutte  le  superficie  del  second’  ordiue,  senza  eccezione  vi  sono  comprese. 

47.  Il  carattere  distintivo  delle  superfìcie  contenute  nell’ equazioni  ridotte  (E) 
ed  (F),  e che  risulta  dalla  forma  medesima  di  queste  equazioni,  è che  le  une 
hanno  un  centro,  e che  le  altre  non  lo  hanno. 

Infatti,  le  equazioni  di  una  retta  ebe  passa  per  l’origine  sono  xwaz ,7*=  òe ; 
• combinandole  con  l’equazione  (E),  avremo,  per  i due  punti  Al  ed  Al'  ( Tav. 
XCVIll , Jig.  4),  ove  la  retta  incontra  la  superficie,  delle  coordinate  eguali  e 
con  segui  contrari.  Da  ciò,  è facile  concludere  che  l’ origine  taglia  nei  loro  mezzi 
tutte  le  corde  condotte  nella  superficie  da  quest'origine.  Ora  questa  proprietà  è 
la  medesima  definizione  che  si  dà  del  centro. 

Quanto  alle  superficie  dell’  equazione  (F),  se  esse  avessero  un  centro  si  potrebbe 
mettervi  l'origine;  e conducendo,  da  quest’origine,  una  corda  qualunque  fra 
due  punti  della  superficie,  le  coordinale  di  questi  due  punti  non  dovrebbero 
differire  che  per  i segni.  Perchè  ciò  segua,  con  faciliti.riconosceremo  che  l’equa- 
zione della  superficie  non  deve  contenere  alcun  termine  al  primo  grado:  ora, 
quando  abbiamo  trasportalo  l’origine  ( Fedi  Eeumebazione  di  sopra  citata)  per 
passare  dall'  equazione  (C)  alla  trasformata  (F),  nou  abbiamo  conservato  il  termine 
in  x che  pel  solo  motivo  che  è stato  impossibile  di  farlo  sparire;  dunque  l’equa- 
zione (F)  uon  rappresenta  che  superfìcie  scura  centro.  Ben  inteso  che  Q è dif- 
ferente da  zero;  altrimenti  l’equazione  (F)  sarebbe  uu  caso  particolare  dell’e- 
quazione (E). 
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48.  Bisognerà  però  osservare  che  se  quest1  ultime  superfìcie  non  hanno  centro, 
questo  segue  perchè  le  coordinate  che  determinano  in  generale  la  posizione  di 
questo  punto  divengono  infinite,  o almeno  una  di  loro:  cosi,  parlando  esatta- 
mente, queste  superfìcie  debbon  essere  considerate  come  aventi  un  centro  situato 
all'infinito;  e per  conseguenza,  potremo  applicar  loro  le  proprietà  delle  prime 
facendoci  le  convenienti  modificazioni.  Ed  è perciò  che  le  parabole  sono  ellissi 
i di  cui  assi  sono  infiniti. 

49.  La  forma  dell’  equazione  (E)  mette  ancora  in  evidenza  altre  proprietà.  Sic- 
come essa  non  contiene  or,  y , a,  che  al  quadrato,  se  si  taglia  la  superfìcie  con 
piani  paralclli  al  piano  di  due  assi  coordinati,  con  facilità  si  vede  che  le  sezioni 
sono  curve  che  hanno  i loro  centri  sul  terzo.  Ora , questa  proprietà  è quella  che 
adoprcremo  per  la  definizione  de»  diametri ; dunque  gli  assi  attuali  delle  coor- 
dirute  sono  diametri  della  superfìcie. 

Quando  il  diametro  è perpendicolare  ai  piani  delle  sezioni  paralclle,  esso  chia- 
masi diametro  principale  o asse  della  superfìcie. 

5o.  È evidente  ancora  che  l1  equazione  (E)  dà  per  ciascuna  variabile  due  valori 
eguali  e con  segni  contrari.  Ciascun  piano  coordinato  taglia  dunque  per  metà 
una  serie  di  corde  paralelle;  e per  questa  ragione,  si  dice,  che  esso  è un  piano 
diametrale. 

Quando  un  piano  diametrale  è perpendicolare  alle  corde  che  esso  divide  per 
metà,  si  chiama  piano  diametrale  principale , o semplicemente  piano  principale. 
Alcune  volte  le  corde  medesime  si  chiamano  ancora  corde  principati. 

In  generale,  se  un'equazione  algebrica  non  contiene  che  termini  della  me- 
desima parità,  vale  a dire  tutti  di  grado  pari,  o tutti  di  gradoimpari,  la  su- 
perficie avrà  l'orìgine  per  centro.  L'equazione  xyz1 — 2xz+yz+i  =0  è in 
questo  caso. 

Se  i termini  sono  della  medesima  parità , solamente  rapporto  a due  coordinate 
x ed  y , l'asse  della  terza  sarà  un  diametro.  Esempio:  — y — z = o 

Finalmente,  se  tutti  i termini  sono  di  grado  pari  rapporto  ad  una  sola  coordi- 
nata s,  il  piano  delle  xy  è un  piano  diametrale.  Esempio  : xyz* — x8*2— z%—  1 =0. 

5i.  Iu  una  superfìcie  del  tecond’  ordine,  quando  tre  diametri  son  talmente 
disposti  che  ciascuno  contenga  i centri  delle  sezioni  paralelle  al  piano  dei  due 
altri,  si  chiamano  diametri  coniugati.  E similmente,  tre  piani  diametrali  sono 
coniugati  allorquando  le  corde,  che  ciascuno  taglia  per  metà,  sono  paralelle  al- 
)'  intersezione  dei  due  altri. 

Ila  queste  definizioni  risulta  che  nell’  equazione  (E)  gli  assi  delle  coordinate 
sotto  diametri  coniugati,  e che  i piani  coordinali  sono  piani  diametrali  coniugati. 
K,  in  generale,  qualunque  siano  i diametri  coniugati,  o i piani  diametrali  co- 
niugati, ai  quali  si  riporta  la  superfìcie,  la  sua  equazione  deve  conservare  la  forma 
(E);  poiché,  se  essa  ue  avesse  un'  altra  , le  condizioni  che  caratterizzano  questi 
piani  e questi  diametri  non  sarebbero  adempite. 

5a.  Nell'equazione  (F),  non  vi  è che  l'asse  delle  * che  ria  un  diametro,  e non 
vi  sono  che  i piatii  delle  xy  e delle  xz  che  siano  piani  diametrali.  Questi  duo 
piani  si  chiamano  ancora  coniugati , atteso  che  le  corde  che  ciascuno  di  loro  taglia 
per  metà  sono  paralelle  all'  altro. 

Piani  diametrali  in  generale. 

53.  Un  piano  diametrale  deve  tagliare  per  metà  un  seguilo  di  corde  paralelle 
( u.°  5o  ).  àou  vi  è cosa  più  facile  che  di  applicare  il  calcolo  a questa  definizio- 
ne. Siano 

x = o s-t-a  , y = ’Yz-^rJ (1) 
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)’  equazioni  di  una  corda  qualunquè  i ti1  essendo  costanti,  ma  e r r,'  variando 
da  una  corda  ad  un'altra.  Sostituiamo  questi  valori  nell’  equazione  gcocralc  (A), 
e poniamo  per  abbreviare , 

T =s  Ap1^-  '.^-aCp-^-aC'^'-t-F  : 

verrà 

Ri3+aSt-+-T  no (a). 


Le  radici  di  questa  equazione  sono  i valori  di  *,  nei  punti  ove  la  curva  in- 


centra  la  superficie.  La  semi-somma  di  questi  due 


valori  è — —,  e questa  é una 
lv 


delle  coordinate  del  mezzo  della  corda;  dunque  indicando  questa  coordinata  per 
S 

*,  avremo  s=  — — , ovvero 

: \ * . ' 

Rz4-S=o (3). 

Chiamando  x ed  y le  due  altre  coordinale  del  mezzo  della  corda  , dobbiamo 
avere  ancora,  fra  a:,/,  *,  le  equazioni  (i);  per  conseguenza  V eliminazione  di 
p e jc/  fra  le  equazioni  (i)  e (3)  darà  il  luogo  dei  mezzi  di  tutte  le  corde  para- 
ielle.  Rimettendo  per  R cd  S i loro  valori  , ed  effettuando  i calcoli,  si  trova 


( Ao-4-Bd,-+-B#  ) x-t- 

+ (\t,+B'6+B',ò')z+Ct+C'3'+C"  = o ......  (4). 

Tale  è V equazione  generale  dei  piani  diametrali.  Possiamo  scriverla  come 
segue , 

-hA"*-+-B'x-+-B"y-f-C"  ss  o ; 

e,  sotto  questa  forma,  vediamo  come  essa  si  compone  con  i polinomi  derivati , re- 
lativi a x,  r,  c z,  del  primo  membro  della  proposta  (A). 

54.  Tuttavia  bisogna  osservare  che  in  certi  casi  la  quantità  indicata  da  R 
( n.®  53)  può  essere  ìero,  il  che  riduce  l’equazione  (a)  al  primo  grado.  Le  cor- 
de non  incontrano  dunque  più  la  superficie  che  in  un  sol  punto  : o piuttosto 
uno  dei  due  punti  d’ intersezione  è ad  una  distanza  infinita.  In  questo  caso  suc- 
cede che  il  piano  diametrale  è paralcllo  alle  corde:  mentre,*  perchè  ciò  sia,  lu 
condizione  è ( Vedi  Applicazione  dell’ Algebra  alla  Geometria  n.°  i35) 


( A<}-*-B;;'-t-B')$4-( A^B<j^B'>7^A''4-B'o-+-B''<3'  = o : 

< , 

o,  riducendo  : •** 

A3i4-Afo,M-A"-t-aB^/-haB'd4*«B"5's=:o  . 4 . . (5), 

c si  vede  che  questa  condizione  è adempita,  poiché  essa  non  è altra  cosa  elio 
l’ ipotesi  di  R =0. 

55.  Quando  la  superfìcie  ha  uu  centro,  possiamo  ridurre  la  sua  equazione  a 
= H (n.°  46  )i  e allora  quella  del  piano  diametrale  discuta 


P3*4-P'*>t-Il''*=5  o (6). 
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Quell*  equazione  rappresenta  un  piano  che  patta  per  l'origine,  che  qui  è si- 
tuala  al  centro,  il’ altra  parte,  possiamo  sempre  determinare  J e V , in  modo 
che  essa  sia  identica  con  quella  di  un  piano  dato,  condotto  per  l'origine:  dunque, 
nelle  superficie  dolale  di  centro , tutti  i piani  diametrali  passano  pel  centro ; 
e,  viceversa,  tutti  i piani  condotti  pel  centro  sono  piani  diametrali. 

50.  Quando  la  superficie  è mancante  di  centro  , possiamo  rappresentarla  con 
1’ equaiione  V z*  ==  aQjr  (n.°  40).  Quindi  si  ha  pel  piano  diametrale, 

P'ò'/+P"*  = Qd  ....  (7). 

Un  piano  paralello  alla  linea  delle  x ha  per  equaiione  ay-l-zsa  ,9,  ed  è evi- 

P"9  , W'x 

dente  che  1*  equaiione  (7)  diventa  identica  a questa  ponendo  S ss  -jj-  ,ò’=  -gp: 

dunque,  nelle  superficie  mancanti  di  centraci  piani  diametrali  sono  paralelli 
alla  linea  delle  x,  e,  viceversa , ogni  piano  paralello  a questa  linea  è un 
piano  diametrale. 

Del  rimanente  , possiamo  considerare  questa  conclusione  come  compresa  in 
quella  del  numero  precedente.  Ma  allora  bisogna,  conformemente  ad  un’osaer- 
vaiione  di  già  fatta  (n.°  48),  considerare  le  paraboloidi  come  aventi  un  centro 
situato  ad  una  distanza  infinita;  e questo  è ciò  che  convieu  fare  in  tutti  i casi 
analoghi , onde  evitare  delle  particolarità  troppo  piccole. 

Diametri. 

57.  La  ricerca  dei  diametri  è facile  ; ma  per  diminuire  la  prolissità  dei  calcoli, 
prenderemo,  in  luogo  dell’  equaiione  generale  (A) , la  seguente 

P*M-PV»-t-P"*:,==H-haQ*  . . . . (H), 

che  è più  semplice,  e che  comprende  tutte  le  superficie  del  second*  ordine  : men- 
tre le  equazioni  (E)  ed  (F)  del  (n*  46)  non  ne  sono  che  casi  particolari. 

11  diametro,  dalla  definizione  datane  (n.°  49),  deve  passare  per  i centri  delle 
sezioni  fatte  nella  superficie  da  un  seguito  di  piani  paralelli.  Sia 

* = =r<e-t-a'x-+-7 (1), 

l’equazione  di  uno  di  questi  piani,  a e a'  essendo  editanti  e y variabile:  l’eli- 
minazione di  e fra  le  equazioni  (■)  ed  (H)  farà  conoscere  la  projezione  della  se- 
zione sul  piano  delle  xjr.  Viene  dopo  eseguito  ciò 

-t-2(I’"a/-Q)a:-+-aP"a'-/7-+-P"';1-H=o  . , . . (a). 

Le  sole  curve  che  possa  dare  un  piano,  tagliando  una  superficie  del  second’or- 
dine,  sono  l’ellisse,  P iperbole  e la  parabola  (Vedi  Kbcmeraziohe  delle  super- 
ficie contenute  hl  second’  ordine ) ; ed  è evidente  che  se  la  projezione  è un’el- 
lisse o un’iperbola,  la  sezione  essa  medesima  non  potrà  essere  che  un’ellisse  o 
un’  iperbola.  Di  più,  possiamo  con  facilità  vedere  che  il  centro  della  projezione 
è la  projezione  del  centro  della  sezione.  In  conseguenza,  supporremo  che  1’  equa- 
zione (2)  rappresenti  un’ellisse  o un’iperbola,  e quindi  determineremo  le  coordi- 
nate del  centro  di  questa  projezione.  Per  ottenerle,  bisogna  ( Vedi  Ridoziosb 
dell’  equazione  geniealr  del  sbcondo  iìrado ) eguagliare  a zero  i polinomi  deri- 
vati, relativi  a * e a 7-,  del  primo  membro  dell’equazione  (2);  facendo  cosi, 
ai  trova, 

(P-4-Pf,aa)*-t-Iw,aayq-P"<t'7  = Q ....  (3), 
<P'-t-P"«'1)r-1-P'^a'*-t-P,V7  = o . . . (4). 
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In  queste  equazioni  * ed  y tono  due  delle  tre  coordinate  del  centro  dell*  se- 
zione ; l' equazione  (■)  farebbe  conoscere  la  terza  z.  Ma , per  avere  il  luogo  dei 
centri  di  tutte  le  sezioni  paralelle  che  provengono  dalla  variazione  di  7 , sarà 
inutile  di  cercare  i valori  di  x,  y,  t:  e basterà  di  eliminare  7 fra  le  equazioni 
(1),  (3),  (4).  Si  ottiene,  per  risultamento,  le  equazioni. 

Px-t-P"at  = Q,  P'y-hP"u's  = o (5), 

le  quali  sono  del  primo  grado,  e soa  quelle  di  un  diametro  qualunque  della 
superficie.  I 

58.  Quando  la  superficie  ba  un  centro,  possiamo  fare  Q=o,  e queste  equazioni 
diventano 

P*+Fas=:o  P'/-t-PVs:=o. 

Scegliendo  convenientemente  a e 0/  , la  retta  che  esse  rappresentano  prende 
lotte  le  posizioni  possibili  intorno  all’  origine.  Da  ciò  si  conclude  che  tutti  i 
diametri  passano  pel  centro ; e,  viceversa  che  qualunque  retta  condotta  pel 
centro  i un  diametro. 

59.  Quando  la  superficie  non  ba  centro,  possiamo  supporre  H=so,  Paio;  e 
le  equazioni  (5)  danno 


Q Q*' 

zssr KT* 

Ora  possiamo  determinare  a e a'  in  modo  che  y e 1 abbiano  quelle  grandezze 
che  vorremo  ; dunque , nelle  paraboloidi  , i diametri  sono  paralelli  alla  linea 
delle  x;  e,  viceversa,  ogni  retta  che  ha  questa  direttorie  i un  diametro. 

Piani  e diametri  principali. 

60.  Abbiamo  chiamato  (n.°  5o  ) piano  principale  nn  piano  diametrale  perpen- 
dicolare alle  sue  corde  coniugate,  cioè  alle  corde  paralelle  che  esso  taglia  per 
metà.  Per  conseguenza,  per  avere  tatti  i piani  principali  di  una  superficie  del 
tecond’  ordine,  basta  stabilire  le  equazioni  che  esprimono  questa  condizione.  l'i- 
no al  presente  non  abbiamo  fatto  alcuna  ipotesi  sopra  la  direzione  delle  coor- 
dinate nell’equazione  (A);  ed  è permesso  di  supporle  rettangolari.  Allora  perchè 
il  piano  diametrale  sia  perpendicolare  alle  corde  coniugate,  bisogna  ( Fedi  A riti - 
caziore  dzll’  Algide*  all*  geometria  ) stabilire  fra  i coefficienti  dell’  equazioni 
(1)  e (4)  del  n.®  53  le  relazioni 

A5-t-Bò'-+-B'  ss(A',-t-B'5-t-B"ò')d  } , 

A'ò'-t-Bà-t-B''  = (A"-t-B’J-+-B"5')ì'  ) * ‘ ' ' 1 ' 

Esse  faranno  conoscere  5 e 3',  e quindi  i piani  principali.  ■* 

Per  avere  calcoli  simmetrici,  facciamo  A,,-+-B,d-t-B,,d' se X : invece  di  due  in- 
cognite ne  avremo  tre,  3,  d’,  1,  che  saranno  determinale  dalle  equazioui 

Ad-t-Bi'-t-B'  =s  XJ  1 
A^ò'-v-Bd-v-B"  sa  Xdf  \ (a). 

A"-t-B'J-+.B"ò'=X  S 

Le  due  prime  danno 

.1  — Q— AQB'-t-BB"  „ _ (X — A)B"-t-BB’ 

('— A)(X— A')— B»  * 0 “ (x_ A)(X-A')— B»  ’ 
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valori  che  saranno  reali  se  ).  non  è immaginario.  Sostituendoli  nella  terza  equa- 
zione, eseguita  ogni  riduzione,  e facendo 

K t=  AB"»-t-A'B'M-A"B1— A A'À"— aBB'B'' 

viene 

ì*— (A4-A'4-A")X,+(àA'-4-AA"-t-A'A"-B1— B^-B^X-t-R  = o ...  (3). 

Tale  è l’equazione  che  bisogna  risolvere  per  conoscere  i valori  di  X,  e quindi 
quelli  di  3 e ò'. 

Ci.  Questa  equazione  essendo  di  grado  impari  ha  almeno  una  radice  reale.  Ma 
perchè  questa  radice  determini  veramente  un  piano  principale,  non  bisogna  che 
questo  piano  vada  a tagliare  gli  assi  coordinati  a distanze  infinite.  Cominciamo 
a considerare  le  superficie  che  hanno  un  centro.  Allora  questa  difficoltà  noti 
può  esistere;  poiché  in  queste  superficie,  tutti  i piaui  diametrali  passano  pel 
centro:  cosi,  esse  hanno  almeno  un  piano  principale.  Sarebbe  difficile  giudicare 
dall’  equazione  (3)|  se  esse  ne  hanno  più  ; ma  a ciò  si  arriva  per  mezzo  delle 
seguenti  considerazioni. 

Prendiamo  le  x e le  r nel  piano  principale  la  di  cui  esistenza  è dimostrata, 
e le  a sul  diametro  perpeudicolare.  L’equazione  della  superficie  non  conterrà  nè 
i termini  del  primo  grado,  poiché  1’  origine  è al  centro,  nè  i rettangoli  xz  e yz, 
poiché  essa  deve  dare  per  s valori  eguali  e con  segni  contrari.  Di  più,  possiamo 
dirigere  le  x e le  y in  tal  modo  che  queste  coordinate  siano  perpendicolari  fra 
loro,  e facciano  sparire  ancora  il  rettangolo  xy  ; dunque  1’ equazione  della  su- 
perfìcie sarà  della  forma 

PjrM-FrM-P"**=sH  ....  (f|). 

Essa  è simile  all’  equazione  (E)  del  n.”  /fi  ; ma  le  coordinate  attuali  sono  ret- 
tangolari. 

Da  questa  equazione  , si  vede  sul  momento  che  i piani  delle  xz  e delle  yz 
sono  ancora  piani  principali.  Cosi , la  superficie  ne  ba  almeno  tre  ; c per  conse- 
guenza l’equaziouc  (3),  che  deve  darR  tutti,  ha  le  sue  Ire  radici  reali.  Da  un'al- 
tra parte  siccome  questa  equazione  non  può  avere  più  di  tre  radici,  si  concludo 
in  generale  che  le  superficie  dotate  di  centro  hanno  tre  piani  principali,  e non 
ne  hanno  di  più. 

6a.  La  ricerca  dei  diametri  principali  ha  un’intima  connessione  con  quella 
dei  piani  principali.  Prima  di  tutto  è evidente  che  nell’  equazione  di  sopra  le 
linee  delle  x,  delle  y , e delle  *,  sono  diametri  principali:  poiché  ciascuna  passa 
pel  centro  di  un  seguito  di  sezioni  alle  quali  essa  è perpendicolare.  Dico  di  più 
che  questi  diametri  principali  sono,  in  generale,  i soli  che  vi  siano  nella  super- 
ficie. Supponiamo  che  si  sia  preso  nn  tal  diametro  per  linea  delle  s,  e che  si  di- 
riga, nel  piano  diametrale  perpendicolare  , le  x e le  y seguendo  degli  assi  ret- 
tangolari che  facciano  sparire  xy.  Bisognerà  che  facendo  nell' equazione 

della  superficie,  ne  risulti  nna  curva  che  abbia  1’  origine  per  centro  : ora  ciò  esi- 
ge che  non  vi  sia,  dopo  questa  sostituzione , verun  termine  al  primo  grado;  per 
conseguenza  l'equazione  della  superficie  non  deve  contenere  alcuno  dei  termini 
in  x,y,  xz,  yz.  Essa  non  deve  neppure  contenere  il  termine  in  s,  poiché 
1'  origine  è al  centro,  nè  il  prodotto  xy,  poiché  si  è fatto  sparire;  dunque  essa 
ha  ancora  la  forma  precedente  ({).  Risulta  da  ciò  che  il  piano  delle  xy  è un 
piano  principale  : vale  a dire  che  a ciascun  diametro  principale  corrispoude  un 
piano  principale;  c,  in  generale,  siccome  non  vi  sono,  che  tre  piani  principali, 
egualmente  non  vi  sono  che  tre  assi  o diametri  principali. 
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Quella  conclusione  però  soffre  eccezione,  come  pure  quella  del  numero  prece- 
dente, a motivo  dei  casi  d’indeterminazione  che  possono  offrire  le  equazioni  (i) 
o (a).  Questi  casi  non  hanno  luogo  come  lo  vedremo  nel  seguilo  di  quest’  opera 
che  per  le  superfìcie  di  rivoluzione. 

Si  osservi  ancora  che  i tre  piani  principali  sono  coniugati  e rettangolari  fra 
loro,  e che  le  loro  intersezioni  determinano  i diametri  principali,  che  essi  me- 
desimi  sono  coniugali  e rettangolari.  Questo  è ciò  che  vien  provato  dall’equa- 
zione (4). 

63.  Considerando  sempre  le  superficie  che  hanno  un  centro,  facciamo  conoscere 
come  si  ottengano  le  lunghezze  degli  assi,  vale  a dire  le  porzioni  degli  assi  che 
sono  compresi  nella  superfìcie.  Supponiamo  che  le  coordinate  siano  rettangolari 
o che  l’ origine  sia  situata  al  centro,  prenderemo 

Ax3-t-A,j',-t-A"zl-4-aB*/-t-aB'ars-t-2B''iyt-+-G=o  ....  (G) 

per  I’  equazione  della  superficie,  e 

jr  = '”z,  yzsi't  . . 4 . (5), 

per  quelle  di  un  asse.  È evidente  che  J e i*  debbono  essere  determinale  con 
T analisi  del  n.°  Co.  Indicando  con  A il  semi-asse  , e con  *,  /,  a,  le  coordinate 
del  punto  dov’  esso  incontra  la  superficie , ai  ha 

Aa= * M-/*-!-*1  = (dM-S'M-i)*». 

Ma,  da  un’altra  parte,  eliminando  x ed  y dall’equazione  (G),  per  mezzo  del- 
le equazioni  (5),  viene 

( AJl-4-A'ò,1-+A,*-i-aPò3,-i-aB'4-t-aB,'J')z*-i-G  sa  o 
o per  conseguenza 

. 1 — 1 )G 

~ AdM-Afd^H-A"4-aBdó'-+-aB'ò-+-aB’'i'  * 

Ora  , se  si  aggiungano  le  equazioni  (z)  del  n.“  Co,  dopo  aver  moltiplicalo  la 
prima  per  3 c la  seconda  per  5',  viene 

Ao1-+-A'<j'1-t-A"-+-aBd5'-t-aB'd-+-aB"(i' =(d*-H5'M- QX  ; 

dunque 

A*  ss  -r—  • » (6). 

64.  Se  G è nullo,  X non  Tessendo,  si  ha  Asso:  questo  è ciò  che  deve  aver 
luogo  quando  l’ equazione  (G)  rappresenta  un  punto,  un  cono,  una  retta,  due 
piani  che  si  tagliano,  o un  piano  unico. 

Se,  calcolando  X , si  trova  Xao,  e che  G non  sia  nullo , ne  risulta  A ss  co  : 
questo  caso  ha  luogo  per  i cilindri  ellittici,  o iperbolici,  e ancora  per  due  piani 
paralelli. 

Se  nel  medesimo  tempo  si  ha  Gso  e iso,  1 è indeterminato.  Ciò  deve 
succedere  quando  si  hanno  due  piani  che  si  tagliano,  un  piano  unico,  0 una  rotta. 

G5.  Lasciamo  da  parte  questi  casi  particolari  , c supponiamo  che  li  sia  divisa 
1*  equazione  (G)  pel  termine  costante,  dopo  averlo  passato  nel  secondo  membro; 
in  guisa  che  si  abbia,  per  la  superficie, 

A*3-t-A'r3't-aV"*1-t-aBx/-t  aB'a:i-+-B',jzaci  ....  (&). 
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V equazione  (3),  che  dà  > , non  cannerà  , poiché  està  non  contiene  G , e ù 
ayrà  semplicemente 


d-T: 


(7)i 


relazione  degna  di  osservazione,  la  quale  prora  che  dividendo  I*  uoità  per  le  ra- 
dici dell’  equazione  (3),  ai  hanno  i quadrati  dei  semi-asti  dilla  superfìcie. 

66.  Supponiamo  che  la  superfìcie  sia  riportata  ai  suoi  assi.  Poiché  essi  forma- 
no un  sistema  di  diametri  coniugati  (n.*  62) , possiamo  dare  ancora  all’ equa- 
zione la  forma 

per  l'ellissoide; 

per  l'iperboloide  a una  nappa; 


*» 

o* 


— =s  — 1 per  l’iperboloide  a due  nappe. 


( Vedi  SuFElPICtB  dotate  di  cestro). 

Cercando  le  distanze  dal  centro  ai  punti  ore  queste  tre  superfìcie  incontrano  i 

loro  assi,  ti  trova  a,  6,  c,  per  la  prima;  a,  b,  c ^ — 1,  perla  seconda;  a ^ — 1 

b\f  — 1 , c,  per  la  terza:  dunque,  secondo  il  genere  della  superficie,  l’equazione 
(3)  deve  avere  per  radici 

rii  11  1 si  i 

a5’  À»’  é»{  0 p*’  i»’  ~ c»  ’ 0 

Per  conseguenza , determinando , per  mezzo  delle  regole  di  Dsscaztzs  , il  nu- 
mero delle  radici  positive  o negative  dell'  equazione  (3),  sapremo  quale  superfìcie 
rappresenta  l'equazione  (G).  Si  osservi  che  in  virtù  della  relazione  (7),  le  radici 
dell' equazione  (3),  possono  è vero  essere  negative,  ma  non  immaginarie. 

67.  Partiamo  adesso  delle  superfìcie  che  non  hanno  centro.  Per  quello  che  pre- 
cede (n.*  61),  possiamo  sempre  trovare  tre  piani  perpendicolari  fra  loro  che 
cangino  l’equazione  (G)  in  uo’  altra  senza  rettangoli.  Questa  trasformazione  si 
eseguirebbe,  sostituendo  a x,  jr,  z,  valori  tali  come  «tx-ba^-H*"*.  Ora  facendo 
le  medesime  sostituzioni  nell'equazione  generale  (A),  è evidente  che  i rettangoli 
spariscono  ancora,  poiché  essi  avranno  i medesimi  moltiplicatori;  arriveremo  per- 
ciò ad  un'equazione  della  forma 

Px*-t-P'j^-t-P"zI — aQx=aQ'/— aQ’'*4-F  =0. 

Sei  caso  in  cui  la  superfìcie  non  ha  centro,  bisogna  che  uno  dei  quadrati  spa- 
risca ( Vedi  Escmbraziose  delle  superficie  cohtbsutb  bel  secosd'  ordine)  ; e al- 
lora, spostando  l'origine  ( Vedi  Ebussebaziohe  suddetta),  l’equazione  di  sopra 
si  cangia  nella  segucutc 

PyM-P"»*s=aaQx, 

la  quale  é , in  coordinale  ortogonali,  simile  all'  equazione  (F)  del  numero  citalo, 
e che  com'  essa  rappresenta  tutte  le  superficie  prive  di  centro. 
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Da  quota  medesima  equazione  , li  vede  che  i piani  attuali  delle  xy  e delle 
xz  tono  piani  principali,  e che  la  linea  delle  x è un  asse  della  superfìcie.  Que- 
st'asse è il  solo  che  esista  nella  superfìcie.  Infatti  , i diametri  delle  paraboloidi 
essendo  paralelli  fra  loro  , se  ci  fosse  un  allr'asse,  esso  dovrebbe  essere  paralelto 
alla  linea  delle  x , e contenere  i centri  delle  sezioni  perpendicolari  : ora  è eviden- 
te che  queste  sezioni  hanno  i loro  centri  sopra  1'  asse  attuale  delle  x. 

Egualmente,  i piani  delle  xy  e delle  xz  sono,  in  generale,  i soli  piani  prin- 
cipali della  superfìcie.  Osserviamo  prima  di  tutto  che  i piani  diametrali  essendo 
paralelli  alla  linea  delle  x (n.°  56),  le  corde  perpendicolari  ad  un  piaoo  prin- 
cipale debbono  essere  paralelle  al  piano  attuale  delle  yz.  Supponiamo  quindi  che 
si  facciano,  nella  superfìcie,  delle  sezioni  paralelle  a questo  piano,  c che  si  con- 
ducano, in  queste  sezioni,  delle  corde  paralelle;  siccome  queste  sezioni  (almeno 
quando  P'  è diversa  da  P")  sono  ellissi  o iperbole  che  hanno  i loro  centri  sopra 
la  liuea  delle  x,  e i loro  assi  paralelli  alle  y e alle  z,  egli  è evidente  che  un 
piaoo  non  può  tagliare  le  corde  paralelle  perpendicolarmente  nei  loro  mezzi, 
quando  esse  non  siano  paralelle  alle  y o alle  z.  Ora,  nel  primo  caso,  il  piano' 
principale  coinciderebbe  con  quello  delle  xz;  e nel  secondo  con  quello  delle  xy. 

Se  si  avesse  P"  = P' , le  sezioni  paralelle  al  piano  delle  yz  sarebbero  circoli, 
e allora  qualunque  piano  condotto  per  P asse  delle  x potrebbe  esser  preso  per 
piano  principale. 

Casi  nei  quali  vi  sono  un'  infinità  di  piani  principali.  Condizioni 
perchè  la  superficie  sia  di  rivoluzione. 


68.  Abbiamo  detto  (n.°  6a)  che  una  superficie  del  second’ordine  ha  alcune 
volte  più  di  tre  piani  principali , a motivo  dell’  indeterminazione  che  può  aver 
luogo  nelle  equazioni  (a)  del  (n.°  6o).  Questo  caso  non  può  succedere,  che  quando 
un  valori  di  à,  ricavato  dall’ equazione  (3),  renda  indeterminata  almeno  una 
delle  quantità  3 e S’.  Supponiamo  che  lo  sia  S : avremo  nel  medesimo  tempo  le 
due  equazioni 

0-A')B'-+-BB"=:o  , l 

( ì — A )(  1 — A'  )— B1  = o. 

BB'» 

Dall’ una  ai  ricava  \xzV — ; e questo  valore  essendo  sostituito  nell’altra, 

I 

viene 


(a'_  a- 


BB'\ 
B'  ) 


BB" 

B' 


-t-B1  =so. 


ovvero,  sotto  un’altra  forma, 

BB'  _ BB" 


(a)-. 


prima  equazione  di  condizione. 

Se  mettiamo  il  primo  valore  \ nelle  tre  equazioni  (a) , e che  si  eseguiscano  le 
riduzioni  che  risultano  dall’ equazione  (a),  vedremo  che  la  seconda  equazione 
Diz.  di  Mat.  Voi.  111.  !\% 
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diventa  identica  colla  prima,  il  che  è conforme  alle  teorie  dell’algebra.  Non  vi 
faranno  perciò  più  di  due  equazioni  , le  quali  fono 

p/na 

B'.j  -t-B"ò'-t-  (i), 

15 

RB" 

B'-;-+-B"o’'-^-sr+A"-A'  = o (a). 


Perchè  esse  non  siano  contradittorie,  bisogna  che  ti  abbia 


BB" 

A" A'  

^ B' 


B'B" 

B ’ 


ovvero 


B'B" 

B 


(*) 


seconda  equazione  di  condizione 

Quando  le  relazioni  (a)  e (A)  avranno  luogo,  è evidente  che  vi  sari  indeter- 
minazione, poiché  3 e «'  non  saranno  sottoposte  che  alla  sola  equazione  (i),  tro- 
vata di  sopra. 

Possiamo  riprendere  i ragionamenti  precedenti,  supponendo  che  3'  sia  indeter- 
minata. Allora  porremo 

(X-A)B"-+-BB'  = o,  (X-A)(X-A')_B»:=o. 


La  prima  di  queste  dqe  eguaglianze  di  il  valore  1 = A — , il  quale  in 

virtù  delta  relazione  (n),  £ eguale  al  valore  X,  trovato  di  sopra.  * 

1 In  luogo  di  continuare  i calcoli  , basterà  di  cangiare  pertntto  , in  quelli  che 
precedono,  3 in  i' , A in  A',  B'  in  B"  , e viceversa.  Siccome  cosi  si  riproduce 
l'equazione  (i),  si  conclude  che  essa  contiene  tutti  i casi  d’ indeterminaziono 
che  possono  incontrarsi  nella  ricerca  dei  piani  principali.  Quanto  alle  equazioni 
(a)  e (b) , la  prima  resta  la  medesima,  e la  seconda  diventa 


A— 


BB'  _ B'B" 

Wr~K  B 


(e). 


Ma  questa  potendo  dedurti  dall’  equazioni  («)  e (è)  non  esprime  veruna  nuo- 
va condizione.  Mandando  via  i denominatori  , le  condizioni  (a),  (è),  (e)  possono 
scriversi  cosi  : 


( A — A')B'B"-t-B(B"1 — B'1)  =*  q (a'), 

(A'-A")BB'-v-B"(B'>-B*)=o (è'j, 

(à"-A)BB"-+-B'(B»-B"1)=:o  ......  (c). 

Gp,  Per  l’analisi  precedente,  quando  queste  condizioni  sono  adempite,  p valori 
di  d ed',  per  le  corde  paralelle  che  sono  perpendicolari  ai  loro  piani  diametrali 
coniugali,  non  tono  più  soggetti  che  alla  sola  equazione  (i).  Ora  possiamo  dare 
a quest'equazione  la  forma 


B 

B"  J + 


B' 


d'-t-s: 


(3)i 
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e allora  ai  conclude  (Pedi  Applicazioue  drll'algerra  alla  geometria  o.°  i *5) 
che  le  corde  sono  perpendicolari  alla  reità  che  ha  per  equazioni 

B B 

*=  -g^-  *.  r = jp * (4)- 


•jo.  Le  condizioni  che  rendono  3 e S'  indeterminate  sono  ancora  quelle  che 
debbono  ater  luogo  quando  la  superficie  è di  risoluzione;  e 1’  equazioni  (4),  cho 
abbiamo  trovate,  sono  quelle  dell'asse  di  rivoluzione,  o almeno  di  una  paralella 
a quest' asse.  Questo  è quello  cbe  possiamo  dimostrare  in  più  maniere:  sebbene 
la  seguente  sembri  la  più  semplice. 

Prendiamo  delle  coordinate  rettangolari , e si  prenda  la  linea  delle  x paralella 
alla  retta  delle  equazioni  (4).  Dna  corda  qualunque  perpendicolare  a questa  retta 
avrà  per  equazioni  x=p  e y — 3'E-t-// 1 cerchiamo  il  piano  diametrale  coniugalo. 
Basta  di  fare  5 =30  nell'equazione  generale  (4)  del  n.°  53;  e con  ciò  essa  diventa 

Qualunque  sia  3',  essa  deve  rappresentare  un  piano  principale,  cioè  un  piano 
perpendicolare  alle  sue  corde  coniugate  : dunque  dobbiamo  avere  ( Vedi  Appli- 
caziobe  dall'  algebra  alla  geometria  n.*  1 3tj  ) 


Bì,-t-B'  = o,  A'3'-*-B"ae(A"+B"3')J'. 

Siccome  3'  deve  rimanere  iodeterminata  , da  ciò  si  conclude  Bxso,  B'  = oT 
B"=o,  A'  = A ,r ; e per  conseguenza  l’equazione  della  superficie  dev'essere 

Ax2-+-A,(jfa-H*aH-aCx-t-aC,jM-aC,,*-+-F  = o. 


Adesso  è evidente  che  facendo  delle  sezioni  paralelle  al  piano  delle  yt , si  ot- 
tengono dei  circoli  cbe  hanno  i loro  centri  sopra  una  medesima  perpendicolare 
a questo  piano,  per  conseguenza  la  superfìcie  è di  rivoluzione  intorno  di  una  pa- 
ralella all'asse  delle  x,  e questo  è ciò  cbe  bisognava  dimostrare. 

Il  caso  in  cui  A'  sia  zero  pare  faccia  eccezione  e ciò.  Ma  allorquando,  all'ar- 
ticolo Superficie  Curve  stabiliremo  sopra  le  medesime  la  conclusione  generale, 
lo  comprenderemo  , osservando  cbe  allora  la  soperficie  è un  cilindro  parabolico 
che  può  considerarsi  come  prodotto  dalla  rotazione  di  una  parabola  intorno  ad 
un  asse  paralello  al  suo  piano,  e situato  ad  una  distanza  infinita  dal  auo  vertice. 
•ji.  Esaminiamo  adesso  alcuni  casi  particolari 

1.°  Sia  B = o.  La  condizione  (br)  si  riduce  a B,aB"=o,  eguaglianza  im- 
possibile se  B'  e B"  sono  differenti  da  zero  ; dunqne  allorquando  un*  equazione 
del  secondo  grado  fra  tre  coordinate  rettangolari  non  ba  perduto  che  un  solo 
rettangolo,  essa  non  può  rappresentare  una  superficie  di  rivoluzione. 

a.°  Siano  B=;o,  B'  = o.  Le  equazioni  (t/)  e (br)  compariscono  verificate  : ma 
B 

se  si  elimina  fra  loro  il  rapporto  g;,  si  trova  una  condizione  necessaria  ancora 
a adempirti.  L'eguaglianze  (a')  e (bf)  danno 


B _ (A'-A)B" 
B'  — B"1— B,J~ 


jp(A."— A'H-  B"  ( g tì  —i^=o. 


Facciamo 


Br  = o:  allora  gj 


A'— A 


; e quindi,  mettendo  questo  valore  nel- 
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l'ultima  eguaglianza,  si  trova  facilmente  la  condizione 
B"a  = (A"— A)(A'~A) (<f). 

Quando  ella  è adempita,  V equazioni  (4)  della  paralella  all’ asse  di  rivoluzio- 
ne  diventano 

A'— A 

* =o  » y 

3.o  Supponiamo  inoltre  B"  = o.  La  relazione  (d)  esige  che  li  abbia  A"  = A 
o K'  =A.  Vale  a dire  che  i coefficienti  dei  due  quadrati  debbono  essere  eguali. 
Egli  è evidente  infatti , che  la  superficie  è allora  di  rivoluzione  intorno  una  pa- 
ralella ad  uno  degli  assi  delle  coordinate.  _ 

Paura  (ETÀ  DEI  DIAMETBI  COHICGATI. 

Nelle  superficie  del  second’  ordine  che  hanno  un  centro , s diametri  coniu- 
gali godono  di  un  gran  numero  di  proprietà  che  meritano  una  particolare  atten- 
zione. La  perfetta  analogia  di  alcune  fra  loro  èon  quelle  che  si  conoscevano  di- 
già per  l’ellisse  e l’iperbota,  bastava  per  farle  scoprire:  ma  ve  ne  sono  altre  ì 
cui  cminziali  erano  interamente  nuovi  quando  sono  comparsi,  e dei  quali  siamo 
debitori  ai  Signori  J.  Binar,  Petit  et  Chasles.  I limili  di  questo  Dizionario 
non  permettono  di  esporli  tutti,  ci  limiteremo  perciò  a quelli  che  mentano  piu 

degli  altri  di  essere  osservali.  . . „ 

La  definizione  medesima  dei  diametri  coniugati  (n.°  5i  ) esige  che  1 equazione 
della  superficie  non  contenga  ciascuna  variabile  che  al  quadrato,  quando  vengono 
scelti  questi  diametri  per  assi  delle  coordinale.  Così,  prendendo  l’equazione  della 
superficie  riferita  ai  suoi  assi,  effettuando  la  necessaria  trasformazione  per  can- 
giare la  direzione  delle  coordinate  senza  spostare  l'origine,  e stabilendo  le  con- 
dizioni che  fanno  sparire  i rettangoli,  avremo  tutte  le  relazioni  che  esistono  fra 

i diametri  coniugati  e gli  assi.  ....  . ,,  • ■ 

Non  parleremo  che  dell’  ellissoide  ; ma  sarà  facile  di  Importare  alle  iperbo- 
loidi le  differenti  proposizioni  che  stabiliremo.  Batterà  a ciò  il  prendere  negati- 
vamente i quadrali  degli  assi  immaginari  e dei  diametri  immaginari;  mentre 
tutte  le  dimostrazioni  sussisteranno  ancora  facendo  da  pertutto  questi  cangia. 

ra  ^3  Si  abbia  1’  equazione  dell’  ellissoide  riferita  ai  suoi  assi  ( V edi  Ellissoide  ) 


L'origine  dovendo  rimanere  al  centro,  prenderemo  le  formule  ( Vtdi  Tba- 
SFOBHAZIOSE  delle  cooedihate) 

x — y.  *,+|3  //+•/ 

y=-'J  r *,  ; 

nelle  quali  xnyt,  z,,  rappresentano  le  nuove  coordinate;  e « , </ , a" ; /3 , fS , 
tjr . ^ y ^ y>  ^ | coseni  degli  angoli  formati  con  gli  assi  primitivi,  dalle  linee 
delle  xn  delle  y,,  e delle 

sostituendo  questi  valori  nell'equazione  (/>),  viene  un’equazione  della  forma 
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e,  perchè  ia  superfìcie  sia  riferita  ai  diametri  coniugati,  bisognerà  fare 
B = o,  B'sso,  B"  = o. 

Nel  medesimo  tempo  è facile  di  vedere,  che  se  si  chiamano  a',  b' , e',  le  se- 
mi-lunghezze di  questi  diametri  , si  arra 


A'  = 


i 

~v* 


A", 


dimodoché  1'  equazione  dell’  ellissoide  diventerà 


r? 


v 

c'1 


(p,)‘ 


74-  Le  proprietà  dei  diametri  coniugati , sono  contenute  nelle  relazioni  che 
esistono  fra  le  quindici  quantità  o,  6,  c,  d , b' , d , a,  d , a",  fi,  fi' , fi", 
/•?'/• 

Riuniamo  qui  tutte  queste  relazioni , che  sono  in  numero  di  nove. 

In  primo  luogo  , i coseni  a,  a',  a",  p . . . . sono  sempre  soggetti  alle  tre 
condizioni 


I SH+fil+ymi  [ (.) 

7*+>'*+-/"*=ìi  ; 


Inseguito,  te  si  sviluppano  i calcoli  per  avere  la  quantità  rappresentate  da 
A,  A',  A";  B,  B',  B",  avremo  per  ciò  che  precede. 


Ecco  tutte  le  relazioni  delle  quali  si  tratta.  Ma  si  presenta  un’importante  os- 
servazione: e questa  è che  le  equazioni  (a)  e (3)  non  sono  altra  cosa  che  1’  equa- 
zioni (a)  e (b)  dimostrate  all’articolo  Tassroamzioas  dei. La  cooudikszk,  nelle 
quali  si  sarebbe  sostituito. 

«,  «"  *,  V,  b",  C,  </, 

di’  ddr  A' fi  A'fi'  Affi" 


a a 

a 


11 

a 


c 
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Da  ciò  segue  che  l' equazioni  (c)  , (rf),  (e)  ilei  medesimo  articolo  citato  qui 
sopra,  debbono  egualmente  aver  luogo,  dopo  che  ci  avremo  falli  questi  cangia- 
menti ; vale  a dire  che  si  ha 

= a»  \ 

i/V'+ì'y/wv^ì1  > (4), 

a'*i"  * -j-i'aSr'M-c' V'*  = «*  ) 

a'»aa'-t-y»3(5'-t-c'17'/  = o A 


7"  = o 

• • (5), 

** 

■e 

II 

O 

)■ 

iV 

bc 

itr.jr  .tetri. 
v/  / — VP  / — 

UJ 

ac 

w- 

- Il 

•T"' 

oV_  | 

* 

► (6), 

l 

b'j 

uv- 

ab 

tp)  — 

C J 

f 

oV 

bc 

1 

H, 

5 

II 

ni**! 

|“U> 

| 

a'J 

ac 

(*7"  - 

- ya"  ) — 

vp'  | 

T | 

[ (6) , 

’jé 

tìp" 

ab 

<7*  - 

«r  ) => 

c 1 

a'b' 

bc 

ù.  ^ 

a 

j 

a’  H 
ac 

cV  | 

4 1 

l (G) , 

l 

a'b' 

cV' 

| 

ab 

(*£'  — 

p*'  ) sa 

~o~  > 

) = r . . . (G). 

È stato  permesso  di  non  prendere,  nell’  equazioni  (6),  che  i sreni  superiori. 
Ciò  equivale  a dare  ad  alcuni  coseni,  per  esempio  ad  a,  a',  ct/r,  certi  segni 
piuttosto  che  gli  opposti;  ovvero  ancora,  il  che  è la  medesima  cosa,  a prendere 
le  x positive  io  un  senso  piuttosto  che  in  un  senso  contrario.  Ora,  è evidente 
che  questa  restrizione  non  può  escludere  verun  sistema  di  diametri  coniugati. 

75.  Teorema  I.  La  tomaia  del  quadrati  dei  diametri  coniugati  di  un  ellis- 
soide i costante  ed  eguale  alla  somma  dei  quadrati  degli  assi. 
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Infatti , »e  ti  aggiungono  1’  «quattoni  (4) , Tiene  , avendo  riguardo  alle  rela- 
zioni (■), 

o'»-+-4'a-+-c'»  a a*-+-4M-c*. 

Corollario.  Se  etiitono , nell'ellissoide  , diametri  coniugati  eguali  , indicando 
uno  di  loro  per  aa',  avremo 

a'—  ^Jax-+-bx- t-c» 

Il  luogo  dell’estremità  di  tutti  i diametri  che  hanno  questa  lunghezza  è l’ in- 
tersezione dell'ellissoide  e della  sfera  concentrica  descritta  col  raggio  a'  : ora,  pro- 
veremo che  ciascuno  di  questi  diametri  appartiene  ad  un  sistema  di  tre  diame- 
tri coniugati  eguali.  Infatti , se  prendiamo  uno  di  questi  diametri  con  due  dia- 
metri coniugati  qualunque  ab'  e a e'  dell’ ellisse  situata  nel  piano  diametrale  co- 
niugato del  primo , ti  avranno  tre  diametri  coniugati  dell' ellissoide;  dunque 

«l*-+^M-c,a;=sa1-*-iM-c1 , e per  conseguenza  4',-+-c,1=  — (a^-t-òM-e*) . Da  ciò 

segue  che  scegliendo  per  b'  e <f  i semi-diametri  coniugati  eguali  della  sezione 
diametrale,  avremo 

ò'  = c'  = iy°M~**~t~c*  : 

vale  a dire  che  allora  a',  b',  c' , sono  tre  diametri  coniugali  eguali, riportandoci 
la  superficie,  la  sua  equazione  sarebbe  la  seguente. 

che  è simile  a quella  della  sfera:  ma  qui  le  coordinate  non  sono  rettangolari. 

76.  Tsoasisa  II.  La  somma  dei  quadrati  delle  projetioni  di  tre  diametri 
conjugati  di  un'  ellissoide , sopra  una  retta  fissa , i costante. 

Si  chiami  D la  retta  fissa,  e 3,  3',  3",  gli  angoli  che  essa  fa  eoa  gli  assi  ret- 
tangolari delle  x,y , z.  Si  moltiplichino  1’  equazioni  (4)  respetti  vamente  per 
3*,  3'*,  3"a,  e 1*  equazioni  (5)  respettivamente  per  a SS',  2 35",  a S’S"  , quindi  si 
aggiungano  tutte  insieme  : viene 

+cft(yì-b/ò'-+-’/,'t")**=a*S*-t-b*3'*+c*3"». 

Ma  per  una  formula  conosciuta,  ([Pedi  Applicaziobb  dell’  Algebra  alla  Geo- 
metria n.°  ia4  ) le  quantità  che  moltiplicano  a'1,  b'x,  dx  nel  primo  membro,  sono 
i quadrati  dei  coseni  degli  angoli  formati  dai  semi-diametri  al,  b' , d , con  la  li- 
nea D;  dunque 

a'1cosVD)^4'»cos*(4'D>+c'*cos*(c'D)=«»5»+4»3'1-4-cV'*. 

In  questa  eguaglianza,  il  primo  membro  è la  somma  dei  quadrati  delle  pro- 
iezioni di  a'  , V , c'  , sopra  la  linea  D ; e il  seconda  è la  somma  dei  quadrati 
delle  projezioni  di  a,  4,  c,  sopra  la  medesima  linea  : cosi  il  teorema  enunziato 
rimane  dimostrato. 

Corollari.  Supponiamo  che  la  retta  D sia  stata  condotta  pel  centro  , che 
p,  p\  p''<  siano  le  projezioni  di  al,  V,  c' , sopra  questa  retta  , e che  9,  <f ,9", 
siano  le  perpendicolari  abbassate  dall’  estremità  di  al,  V , c' , sopra  questa  me- 
desima retta:  è evidente  che  si  avrà 

^ a -I-ì'a-s-c'»  = /jH-p'My,J+9a- t-9'*-t-9"*. 
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Io  virtù  dei  teoremi  I e II  , le  due  somme  o,1l+ì,a*K,a  e />2-f-//a~t-p,,a  sono 
costanti;  qualunque  sia  la  posizione  dei  diametri  coniugati;  dunque  la  somma 
lo  è ancora.  Le  perpendicolari  q,  <f , possono  considerarsi  come  le 

projezioni  di  a'  A',  c',  sopra  un  piano  qualunque  ; e p,  p',  p'1,  come  le  perpen- 
dicolari abbassate,  dall’  estremiti  di  questi  diametri,  sopra  un  piano  diametrale: 
dunque  nell’  ellissoide , 

i.°  La  somma  dei  quadrali  delle  perpendicolari  abbassate  sopra  un  diametro 
fìsso,  dall’  estremiti  di  tre  diametri  coniugati,  è costante. 

a.o  La  somma  dei  quadrati  delle  projezioni  di  tre  diametri  coniugati,  sopra  un 
piano  fisso,  è costante. 

3.°  La  somma  dei  quadrati  delle  perpendicolari  abbassate  sopra  un  piano  dia- 
metrale, dall’  estremili  di  tre  diametri  coniugati,  è costante. 

77.  Teorema  IH.  La  somma  dei  quadrati  delle  facce  del  paralellepìpedo 
costruito  sopra  i diametri  coniugati  di  un'  ellissoide  è costante. 

Nella  dimostrazione  di  questo  teorema  e dei  seguenti,  indicheremo  con  x'j'z', 
x",  se"',  le  coordinate  rettangolari  dell’  estremiti  dei  tre-se- 

mi-diametri  a',  A',  </,  ; con  F,  G,  H,  i paralellogrammi  formali  da  V e <?  , da 
a’  t d,  da  d e b' . Rappresenteremo  ancora  con  f,f  le  projezioni  di  F 

sopra  i piani  delle  7*,  delle  x%  e delle  xy ; con  g,  g1 , g" , quelle  di  G;  e con 
li , A'  A",  quelle  di  H. 

Premesso  ciò,  sia  OBEC  ( Tav.  XCVUI  , fig.  5)  il  paralellogrammo  formato 
con  i'ec',e  OB'C'  la  proiezione  del  triangolo  OBC  sul  piano  delle  yx  : per 
mezzo  della  figura,  con  faciliti  troveremo, 

/=  aOB'C'  = y"'z'"-y"i"— 

Ma  si  ha 


sd  =s.  a'z  , 

Vt 

II' 

» 

s'  = oV, 

x'r  =.  b'  fi  , 

y"=b'? , 

*"=A'/3", 

=*<?yr  > 

» 

if 

dunque  f =sb' tflfl fi"),  ovvero,  in  virtù  della  prima  equazione  (6) 


Si  troverebbe  similmente,  per  le  projezioni  f ed  f" , 

/'=a^«V,  f"=sa±a's!'. 

Ora,  si  sa  ( Vedi  Paoiazioai ),  che  il  quadrato  di  un’area  piana  è eguale  alla 
somma  dei  quadrali  delle  sue  projezioni  sopra  tre  piani  rettangolari;  dunque 
F *=/M-/'1-+-/"1,  ovvero 


a* 


«*A» 

c* 


Egualmente,  considerando  i paralellogrammi  G ed  H,  dobbiamo  avere 


hxnx  aa-s 

Ga  = A'»5»  -+-  -j-  b'*?' » 

a*  " Aa 


-J. 

r*  0 r*  9 


1,2 C'V+VC’V24-  -Jr  ^r- 
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Dunque  , aggiungendo  le  tre  ultime  equazioni  , e riduccndo  per  mezzo  del- 
r eguaglianze  (4),  ai  ottiene 

Fa-t-Ga-t-H2  = iaea-Hiaca-4-«  aAa 1 
e da  ciò  risulta  il  teorema  cnunzialo. 

j8.  Teoaeua  IV.  Se  si  proiettano  sopra  un  piano  fisso  le  facce  del  paralet- 
iepipeJo  costruito  sopra  tre  diametri  coniugali  dell'  ellissoide,  la  somma  dei 
tjuadrati  delle  proiezioni  sarà  costante. 

Siano  F',  G',  il',  le  proiezioni  dei  paralellogrammì  F,  G,  H,  sopra  un  piano 
fisso,  e 3 , ó' , ó"  , i. coseni  degli  angoli  di  questo  piano  con  i piani  delle  yz  , 
delle  xz  e delle  xy.  Rammenteremo  che,  per  proiettare  un'area  piana  sopra  un 
piano  dato,  possiamo  proiettarla  prima  sopra  tre  piani  rettangolari,  e proiettare 
quindi  le  tre  projezioui  sul  piano  dato  (Pedi  l'aoJEZioae  ).  Segue  ila  ciò,  che 
avremo 


. ..  , ... ...  bei  , nei'  , , abV  , ,, 

F —f  j-yf’i  -S-f  <t  '= a i+  — — uaH a'j  , 

u b c 


G'  szgì-ttfJGt-s'V'  = --  b'p-y-  --  b'V  -+-  --  b"p" , 

u b c 


A 


H'a=M-4-Vd'-+-/l"»’"=  -ì  et.  -L  </>/+--  c /"  . 

a b c 

Elevando  al  quadrato,  aggiungendo,  e riduccndo  con  l'aiu|o  delle  equazioni 
(4)  e (5).  viene 

F,a-f-G,a4-  H,a = Ulc*3 a-t- uacatì,a-t- aa4aò" a , 


risiili  amento  che  contiene  il  teorema  da  dimostrare. 

79.  Teobems  V.  Il  volume  del  paralellepipedo  costruito  sopra  tre  diametri 
coniugati  di  un'  ellissoide , è costante  ed  eguale  al  paralellepipedo  costruito 
con  gli  assi.  -> 

Questo  paralellepipedo  , che  chiameremo  V , è eguale  a sei  volte  la  piramide 
triangolare  , formata  con  i semi-diametri  a!  , bf  , c’.  Siano  OF,  OG , OH  ( Tav. 
XCVI1I,  fig.  6)  questi  semi-diametri,  le  di  cui  estremili  F,  G,  II,  hanno  |>er 
coordinate  x1 , y1 , z'  , cc.  Cerchiamo  in  primo  luogo  il  volume  della  piramide 
OFGH  in  funzione  di  queste  coordinate.  A quest’ effetto  , si  abbassino  le  per- 
pendicolari FP,  GQ,  UH,  sul  piauo  delle  xy,  e si  compiscano  le  costruzioni  in- 
dicale sopra  la  figura.  Allora  facendo  attenzione  ai  quattro  solidi  FQKUFG, 
OPQGFO,  OPKHFO , (JQRHGO;  vedremo  clic  la  piramide  OFGH  è eguale  alla 
somma  dei  due  primi  , meno  quella  dei  due  ultimi.  Questi  quattro  solidi  si  pos- 
sono considerare  come  prismi  triangolari  troncali,  e per  conseguenza,  si  ha 

PQRHFG  = f I’QR  ,(z'-t-z"- t-z'") , OPQGFO  = i OPQ . (z'-t-z"), 

OPRUFO  sa  JOPR  .(z'-hz'") , OQRIIGO  = F OQR  . (z"-+-z"') ; 

dunque,  per  la  piramide  OFGH,  si  ha 

OFGH  = i PQR  .(z'-t-z"-t-z"'H-  J OPQ . (z'-t-z")  — * OPR  . (z'-*-z") 

— JOQR  .(z"-t-z'"). 


S=  ì z'(PQR-t-OPQ-OPR)  -t-  è z"( PQ H- t-OI’Q — OQ R ) 

-H  z"'(PQR-OPR-OQR). 

Vii.  di  Alai.  Voi  III  4 5 
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Il  »olo  emme  dell»  figura  baita  per  indicare  le  rùlntirmi,  e 

OFGU  = * t'  • OQR-t-  i *"  • OPR-i  . OPQ. 

Ma  facilmente  dalla  figura  rediamo,  che 


OQR  = ì [X1"/"  -*V = i • 

opu  = i *')—• *"'/"]  ■*  i )> 

opq  = i ' *"r"l*=  *(/*"-*>"  )• 

Sminuendo  questi  valori  in  OFGH  , c moltiplicando  per  6 per  avere  V , fatto 
tutti  i calcoli,  si  trova 

V — x'/'i'" xri"y"'-+-z'xny"'— yx"t'"-^-/t"x,'r — s!j"x'". 

Finalmente,  invece  di  a\/,  *' sostituendoci  i valori  trovati  (n.e  77  ), 

\iene 


V = a' Ve’  ( S'/a"-y c,'jS"-7|S'a"  ) , 


e,  a molivo  dell*  ultima  equazione  (6), 

\=zalct 

risultamento  conforme  all'  enunciato. 

80.  Nelle  paraboloidi,  tutti  i diametri  sono  paralelli  fra  loro;  per  conseguenza, 
non  bisogna  cercare  in  queste  superficie  un  sistema  di  Ire  diametri  coniugali. 
D'altra  parte,  se  ve  ne  esistessero,  si  potrebbe  mettere  1' equazione  di  queste 
superficie  sotto  la  forma 

Pxa-t-P,/a-+-P"za=H; 

e,  mediante  ciò,  esse  aTrebbero  un  centro,  il  che  è impossibile:  Ma  possiamo 
trovare  un' infiniti!  di  piani  diametrali  coniugati  due  a due,  vale  a dire  tali  che 
le  corde  divise  in  parti  eguali  da  uno  di  loro  siano  paralelle  all*  altro.  Infatti 
per  quello  che  abbiamo  detto,  n>.  e 4 7,  esistono  un'infiuità  di  siatemi  di  coor- 
dinale che  possono  dare  un'  equazione  della  forma 

p'j4+P"s»=saQx 

ed  allora  è evidente,  che  i piani  delle  xy  e delle  xt  sono  piani  diametrali  co- 
niugali, e che  la  linea  delle  x è un  diametro. 

Chiunque  volesse  conoscere  le  ingegnose  ricerche  del  Signore  Chsslrs  sopra 
le  superfìcie  «lei  second* ordine,  ricerche  che  ci  hanno  somministrato  molte  nuore 
proposizioni,  le  quali  meritano  una  particolare  attenzione  a motivo  della  loro 
gran  generalità,  deve  consultare  la  Correspondance  sur  P Èro  le  Polytechniqu e 
de  Al.  Hachbtte,  les  Annales  de  M.  Grbgonne  , et  la  Correspondance  mathé • 
matique  et  physique  de  M.  Quetelet. 

Per  completare  poi  tutto  ciò,  che  ha  relazione  con  la  parola  diametro , si  po- 
tranno consultare  in  questo  Dissonano  gli  articoli  Normale,  Piano,  Superfìcie, 
Tangente  ec.  Quanto  ancora  le  opere  Monge  Application  de  V analyse  à la  Gèo* 
mctrie  ; Le  Ror  Analyse  appliquee  à la  Geometrie  des  trois  dimcnsions , Pa- 
ris, i834  ; Le  Febure  de  Foorcy  , Lecons  de  Geometrie  amilytiqut , Paris, 
i838  ; ec.  ec. 

DIÀMETRO  dei  pianeti  ( Astron.).  I diametri  dei  pianeti  sono  o reali  o appa- 
renti. Il  diametro  apparente  di  un  pianeta  è l'angolo  sotto  il  quale  esso  appa- 
risce agli  osserratori  prcudeudu  per  raggio  la  dislauza  del  pianeta  dalla  terra; 
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Tale  a dire  condncendo  dall' occhio  dei  raggi  visuali  a due  punii  opposti  del  di- 
sco di  un  pianeta:  l'angolo  formato  da  questi  raggi,  e di  cui  il  diametro  del 
pianeta  è la  corda,  forma  ciò  che  dicesi  il  diametro  apparente.  Quest’angolo  es- 
sendo piccolissimo  , si  può  considerare  la  corda  come  confusa  con  l'arco  o come 
formante  la  sua  misura.  Così  i diametri  apparenti  di  uno  stesso  pianeta  sono  in 
ragione  inversa  delle  sue  distanze  dalla  terra  , poiché  è evidente  che  questi  dia- 
metri debbono  comparire  tanto  piò  grandi  quanto  sono  più  piccole  le  distanze. 

il  diametro  reale  di  un  pianeta  è la  sua  vera  grandezza  misurata  per  mezzo 
di  una  grandezza  nota,  come  il  metro,  o paragonala  col  diametro  della  terra. 

I diametri  apparenti  servono  a trovare  i diametri  reali,  quando  sono  note  le 
distanze;  il  che  faremo  vedere  alla  parola  Distauza. 

La  distanza  dei  pianeti  dalla  terra  variando  ad  ogni  istante  in  conseguenza  dei 
movimenti  proprj  di  questi  corpi  , variano  pure  i loro  diametri  apparenti  , ma 
queste  variazioni  hanno  luogo  dentro  certi  limili  di  cui  ecco  il  medio  : ^ 


Diametri  medj  apparenti 


Sole  . . 

Mercurio 

Venere 

Marte. 

Giove. 

Saturno 

Urano 

Luna  . 


3a*  a" 

* J,8 

*7. 9 
8,9} 
39 
18 


I diametri  reali,  prendendo  per  unità  quello  della  terra,  tono  i seguenti: 
Diametri  reali 


Sole  . . . . • . t . if>9,r)3oo 

Mercurio . . o,3g44 

Venere 0.97  3o 

Marte o,555G 

Giove ; ri,5Gi6 

Saturno ...  9, Goni 

Urano ■ '4,a63o  ' 

Luna 0,2739 


Basta  dunque  moltiplicare  questi  numeri  pel  valore  del  diametro  del  fa  terra 
espresso  in  leghe  o in  metri,  per  conoscere  i diametri  dei  pianeti  espressi  in  mi- 
sure simili.  Il  diametro  della  terra  preso  all’  equatore  è di  12754863  metri. 

DIAZ  (Essanoele);  dotlo'gesuita  e missionario  portoghese,  nato  nel  i5go  ad  Al- 
palham.  Coltivò  eon  successo  le  matematiche,  ed  ebbe  luogo  di  osservare  a Co- 
< hin  la  cometa  del  1618,  nella  quale  occasione  scrisse  la  seguente  opera  : Tra- 
ce ntns  contro  eoi  qui  pulant  cometas  esse  sublunare s e;  elqmenthres.  Moil  il 
i3  Novembre  i63o  perle  fatiche  sofferte  in  un  viaggio  da  lui  intrapreso  per  pe- 
netrare nel  regno  del  Tibet.  f . 

)>1CEMBRE.  Questo  mese  ritiene  tuttora  il  nome  che  aveva  nel  calendario  allu- 
no e nell’antico  calendario  romano,  nei  quali  era  il  decimo,  come  abbastanza 
indica  il  auo  nome,  cioè  I’  ultimo  dell’anno.  Allorché  il  numero  dei  mesi  In  por- 
talo a dodici , esso  conservò  il  nome  che  gli  era  stato  assegnalo,  quantunque  io 
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ordine  divenisse  il  dodicesimo.  Il  solstizio  d*  inverno  ha  luogo  verso  il  ai  di 
questo  mese  : il  sole  entra  allora  nel  Capricorno. 

Il  mese  «li  Dicembre  era  anticamente  consacrato  a Saturno  c comprendeva  trrn- 
tacinque  giorni  nel  calendario  albano , Romolo  lo  ridusse  a trenta  e Munta  a/ven- 
linove.  Giulio  Cesare  gli  restituì  il  giorno  clic  gli  aveva  tolto  Numa,  e Augusto 
vi  aggiunse  di  più  un  altro  giorno  che  ancora  conserva.  Commodo,  che  secondato 
dai  suoi  adulatori,  cercò  di  variare  i nomi  di  alcuni  mesi,  diede  a questo  mese 
il  nome  di  Ammonio , in  onore  della  sua  concubina  Marzia  , che  si  dilettava  di 
andar  vestita  in  abito  di  amatone.  Si  consulti  Pilisco,  Lexicon  antiquitaturn  ro - 
tuonar  nm , Venezia  , 1719,  3 voi.  in  fot.;  Court  de  Gebelin  , Allegorie s oricn - 
tales , Parigi,  1773,  in-4  ; Brady,  Clavis  Calendario Grevio  , Thesaurus  unti- 
ti aitai  tim  rotnanarum. 

DICOTOMIA  (Astron.  ).  Di  questa  parola  , che  deriva  dalle  voci  greche  We,  due 
volte  e tomo;,  parte , si  servono  gli  astronomi  per  esprimere  quella  fase  della  luna 
nella  quale  essa  è divisa  in  due  parti  eguali  , o in  cui  non  si  vede  illuminata 
che  l'esatta  metà  «lei  suo  disco. 

Il  momento  «Iella  dicotomia  della  luna  è stalo  impiegato  per  determinare  la 
distanza  delusole  dalla  terra  da  Aristarco  di  Samo,  circa  260  anni  prima  «lellVra 
volgare:  questo  metodo,  estremamente  ingegnoso,  ma  poco  suscettibile  di  esat- 
tezza per  la  difficoltà  di  cogliere  I*  istante  in  cui  la  luce  è terminata  da  una  li- 
nea retta,  si  trova  descritto  nell'  Astronomia  di  Lalande.  Si  veda  pure  il  Trai - 
tato  di  Astronomia  di  Delambrc  , cap.  af». 

DICOUEMAHE  (Giacomo  Francesco) , professore  di  fisica  e di  storia  naturale  al- 
Pllavre,  nato  in  questa  città  il  7 Marzo  1733.  L'indole  di  questo  Dizionario 
non  ci  permette  di  entrare  a parlare  delle  importanti  scoperte  da  lui  fatte  nella 
storia  naturale:  diremo  soltanto  che  tale  scienza  non  occupava  sola  tutto  il  suo 
tempo,  e che  si  applicò  ancora  alla  geografia,  all'astronomia  e alla  nautica.  Ri- 
finito da  un  lavoro  troppo  assiduo,  Dicquemare  mori  il  29  Mano  1789.  Tra  le 
sue  opere  non  citeretno  che  le  seguenti  : Idée  generale  de  t' astronomie,  Parigi, 
1769,  in-8;  quest'opera  è stata  ristampata  con  parecchie  aggiunte  e correzioni 
col  titolo  di  Connaissance  de  /’ astronomie  mise  à la  portee  de  tout  le  mon - 
«/e,  Parigi»  1771,  in-8;  ivi  , 1828,  in-8;  II  Description  da  cosmop/ane  inventi 
et  c&nstruit  par  Vabbc  Dicquemare  et  dédié  à /' abbi  Nollet,  Parigi,  in-f.  Tale 
strumento  di  geografia  c di  cosmografia  , composto  di  due  piastre  di  cui  Puna 
gira  concentricamente  all'altra  e che  ha  venti  pollici  di  diametro,  serve  a risol- 
vere quasi  tutti  i problemi  di  astronomia  nautica  ma  con  poca  precisione. 

DIFETTIVO  (Aritm.).  Un  numero  difettivo  è la  medesima  cosa  che  un  numero 
deficiente.  Vedi  questa  parola. 

DIFETTIVO.  (Geom.).  Il  Newton  ha  «lato  il  nome  tViperbole  difettive  alle  curve 
del  Icrz' ordine,  le  quali  non  hanno  che  un  solo  asintoto.  Vedi  ìperbola. 

DIFFERENZA  (Aritm.,  e Alg.).  Eccesso  di  grandezza  di  una  quantità  sopra  di 
un'  iilra,  ossia  quello  che  rimane  quando  si  sottrae  una  quantità  da  uu' altra 
quantità.  Per  esempio,  la  differenza  fra  8 e 5 è 3 ; e in  generale  la  differenza  fra 
a eb  è a — b,  quantità  che  può  esser  positiva  o negativa  secondo  che  b -<o  o bz>a. 
Vedi  Algebra. 

Calcolo  dkllf.  differenze.  Uno  dei  rami  fondamentali  della  scienza  generale 
«lei  numeri.  Vedi  Matematiche. 

1.  Il  calcolo  «Ielle  «liffcrenze  consideralo  in  lutla  la  so  a generalità,  cioè  ab- 
bracciando il  calrolp  lUlJercu/jalc , ha  per  oggetto  le  leggi  della  variazione  delie 


quantità.  r . „ 

Per  variazione,  ,s' intende  I' aumento  o la  diminuzione  di  grandezza  che  prova 
una  funzione  qualunque  composta  di  quantità  variabili»  allorquando  >i  aumentano 
u si  diminuiscono  queste  variabili. 
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2.  Per  fissare  l’idee,  consideriamo  ciò  che  diventa  U funiione  semplice  ax , 
facendo  crescere  x di  una  quantità  qualunque  m;  si  ba  allora 

< a(x-t-m)  ovvero  ax-y-am , 

così  la  funiione  ax  ha  ricevuto  un  accrescimento  am  in  seguito  dell’ aumenta- 
zione provata  da  x.  Se  al  contrario  si  fosse  diminuito  x della  medesima  quantità 
m , ax  sarebbe  diventata 

a(x—m)  ovvero  ax — am, 

e per  conseguenza  la  funzione  ax  avrebbe  provato  una  diminuzione  am,  corri- 
spondente alla  diminnzione  m di  x.  Ora  questa  variazione  am,  in  più  o in  meno, 
è ciò  che  in  generale  si  chiama  differenza  della  funzione  nx. 

3.  Si  abbia  egualmente  a-t-ix1  per  un’  altra  funzione  della  variabile  x;  indi- 
candola con  y , avremo  P espressione 

y = n-t-ix* 

*• 

ed  è evidente  che  facendo  variare  x , y proverà  una  variazione  corrispon- 
dente. Indichiamo  con  y'  ciò  che  diventa  y quando  si  aumenta  x di  una  quan- 
tità n,  avremo 

y'  ~ o-+-4  ( x-t-n  )»', 

ma  la  variazione  subita  da  y per  divenire  y1 , o / — y , è 
[a-t-4(  x-t-n  )*]  — [a-t-ix1]  , 

vale  a dire 

a-y-òx%-y-ìinx-+6n1 — a—  bx*=e  zbnx-y-bn1. 

Cosi  aiitr-t-ix*  è l’accrescimento  o la  differenza  della  funzione  y. 

4.  In  generale,  fx  essendo  una  funzione  qualunque  di  x,  se  indichiamo  con 
lx  l’ accrescimento  che  si  fa  subire  alla  variabile  x e con  ifx  l’ acrescimenlo 
che  ne  risulta  per  la  funzione  jx , avremo 

Ì5fx  = ?(x-t-dx)-^x, 

e,  se  invece  di  far  variare  x in  più,  ti  fosse  fatto  variare  in  meno,  avremmo 
avuto 

\yx  = fX — y(x— ix). 

5.  tjX  essendo  una  funzione  qualunque  della  sola  variabile  X , se  l’ indichiamo 

con  y avremo  1’  espressione  ! 

y = fx, 

e potremo  allora  considerare  y come  un’  altra  variabile , ma  le  di  cui  variazioni 
dipendono  da  quelle  di  x.  Si  dice  allora  che  y è una  variabile  dipendente , nel 
mentre  che  si  chiama  x una  variabile  indipendente. 

6.  Gli  accrescimenti  che  si  fanno  subire  alle  variabili  possono  considerarsi  come 
quantità  reali  o ideali,  vale  a dire,  come  quantità  finite  ovvero  infinitamente 
piccole;  nel  primo  caso  il  calcolo  delle  differenze  prende  il  nome  di  Calcolo 
delle  DiFFEac.vza  finite,  e nel  secondo,  quello  di  Calcolo  DiFFERtaziaLE.  Espor- 
remo in  questo  ponto  le  leggi  generali  di  questi  calcoli,  e le  loro  più  tmpor 
tanti  applicazioni,  quindi  getteremo  un  colpo  d'occhio  sopra  l'istoria  della  loro 
inlrodutione  nella  scienza  e sopra  le  diverse  considerazioni  metafisiche  alle  quali 
essi  hanno  dato  luogo. 

7.  Calcolo  delle  differenze  fixite.  La  differenza  di  una  funzione  essendo 
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la  variazione  che  prova,  allorché  ai  fanno  crescere  o diminuire  le  quantità  va- 
riabili che  essa  contiene,  la  regola  generale  per  trovare  questa  differenza  é per- 
ciò ili  sottrarre  la  funzione  primitiva  dalla  funzione  variata,  ed  è con  questo 
metodo  che  abbiamo  trovato  di  sopra 


ovvero. 


A?x  — f ( x-t-Ax  ) — <f x , 
Ayx  = fx— f (x — Ax) , 


prendendo  l’accrescimento  negativo. 

Risulta  da  questa  costruzione,  che  per  ottenere  la  differenza  di  una  quantità 
composta,  tale  coinè  A-+-Bx , nella  quale  A e B sono  quantità  costanti  ed  x una 
quantità  variabile  , basta  far  variare  il  termine  che  contiene  x,  vale  a dire,  che 
si  ha 

A ( A-t-Bx  ) = B A x , 

poiché  la  quantità  A non  ricevendo  veruno  accrescimento,  sparisce  quando  si 
sottrae  la  funzione  primitiva  della  funzione  variala;  infatti  si  ha 


A(  A-t-Bx  ) = ( A-t-R  ( x-t-Ax)  )— ( A-t-Bx  ) 
x=  A-t-Bx-t-BAx — A — Bx 
= BAx. 


Si  avrebbe  per  la  medesima  ragione 

A[A-t-Bx-t-CjJ  = BAx-t-CAy , 


e rasi  in  seguito  in  tutti  i casi  simili. 

È facile  vedere  che  in  generale  la  differenza  di  un  segnilo  di  termini  tale 
come 

? x+  ee. , 

l'y  , indicando  delle  funzioni  qualunque  delle  variabili  x,  y , a,  si  trora 
prendendo  la  difTereuza  di  ciascun  termine,  ossia  ai  ha 

A[ ®x-+-//-fq>"*-t-  ec.]  = Afx-t-A?'_y-t-A?"s-t-  ee. 

8.  AfX  indicando  sempre  1‘  accrescimento  o la  diminuzione  provala  da  fx, 
quando  si  aumenta  o ti  diminuisce  la  variabile  x della  quantità  Ax,  possiamo 
considerare  questa  quantità  A?x  come  una  nuova  funzione  di  x,  che  può  ammet- 
tere ancora  un’  accrescimento  o una  diminuzione  corrispondente  a quello  della 
variabile  x.  Cosi  , sapponendo  ancora  che  x cresca  della  medesima  quantità  A* 
si  avrebbe  dopo  1'  accrescimento 

Ay  ( x-t-Ax  ) , 

e la  variazione  corrispondente  della  funzione  Ayx,  o la  differenza  di  questa  fun- 
zione sarebbe 

A ( A fX  ) = Ay  ( x-f-Ax  ) - Ajx. 


La  differenza  di  A»x  o A(Avx),  ti  esprime  per  A*fX,  ed  é ciò  che  si  chiama 
la  differenza  seconda  della  funzione  <px. 

y Si  ba  dunque  per  la  differenza  seconda  di  yx,  1’ espressione 

A»;>x  =;  A?  ( x-t-Ax  ) — Ayx. 
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Sostituendo  il  valore  di  A»x  o 7 ( x-t-Ax ) — fx , quest'espressione  diviene 
=s  A7  ( x-+-Ax  ) — 7 ( x-t-Ax  )-+-f  x , 

ma  abbiamo  ancora  dall'  espressione  generale  del  n.°  4 . 

A7  ( x-t-Ax  ) = 7 ( x-t-2  Ax  ) — 7 ( x-t-Ax  ). 

Adunque  la  differenza  seconda  è 

A*fX=  7 ( x-t-aAx  )— 27  { x-t-Ax  )-+-7X. 

10.  Considerando  di  nuovo  A^x,  come  una  nuova  funzione  di  x,  la  sua  dif- 
ferenza A(A*7x)  o A’?x  sari  la  differenza  terza  di  7X,  e per  quello  che  pre- 
cede avremo 

A37X  = A *7  ( x-t-Ax  ) — A*7X.  t 

Ma  dal  n.°  9 si  ha 

A*7  ( x-+-Ax  ) = 7 ( x-+-3Ax)— 27  ( x-t-aAx  H-7  ( x-t-Ax  ) , 

A*  x =3  7 (x-t-aAx)— 27  ( x-t-Ax  J-t-fx , 
cosi,  sostilnendo,  troveremo 

Asyx=7(x-4-3Ax)— 37  ( x-t-aAx)-f-37(x-+-Ax)— 7X. 

11.  Seguitando  il  medesimo  metodo  si  troverebbe,  per  la  differenza  quarta 
di  7X  I’  espressione. 

A*7X=  7 (x-+-4Ax)— 4?  (x-t-3Ax b-t-67  ( x-t-2 Ar  ) 

—47  ( x-t-Ax)-+-7x 

12.  T)a  quello  che  precede,  osservando  che  i coefficienti  numerici  di  questi 
sviluppi  sono  i medesimi  che  quelli  del  binomio  del  Newton,  possiamo  conclu- 
dere per  analogia  , che  la  differenza  m“m“  della  funzione  7X  deve  avere  per 
espressione  generale. 

Am7x=  7(x-+-mAx)  —«17  (z+(m — i)Ax)  4- 
mim — 1) 

— — - — 7(x+(m— a)Ax)  — di ( — t)mqx, 

l'ultimo  termine  7X  avendo  il  segno  -+■  quando  m è pari  , e il  segno  — quan- 
do è impari. 

Rovesciando  quest'espressione  possiamo  darle  la  forma  piti  comoda 
Am?x  = (-i)’"  £ 7X — rn7(x-+-Ax)H — — ^ 7 (x-+-2 Ax) 


— . 7 (x-+-3Ax) 

1.2.3 


m ( m — i)(m — 2X01— 3)- 

1 . a .3 .4 


7 (x-t-4Ax) 
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i3.  Per  dare  una  dimostrazione  generale  di  questa  legge,  basta  provare  cbc 
essa  è vera  per  la  differenza  dell’  ordine  m-+-i  ; supponendola  vera  per  la  diffe- 
renia  dell’ordine  m ; mentre  è evidente  che  poiché  essa  si  verifica  facendo 
m=  4,  ne  risulterà  che  essa  è egualmente  vera  per  m = 5,  e quindi  per  tutti 
i valori  interi  di  m. 

Ora,  indicando,  per  abbreviare  con  i l'accrescimento  Ax  della  variabile  x, 
questa  legge  è 


Am?**=(—  i)m£  tpx—my  (x-»-i)-t-  f (x-t-u' ) — cc.  . . J . . . (q). 

Prendendo  la  differcrvta  dai  due  membri  di  quest’  eguaglianza,  ti  ha 

A( A"  yx)as  (—  t )"*  ^ y (x-t-i  ) — m y (x-t-ai  H*  ' ' ? (x-*-3i  ) — cc.  . . . . J 

— ( — • )m£  — m f ( x-t-i)  -+-  - f (x-t -ai.)  — ec J 

Ovvero,  effettuando  l’addizione  dei  coefficienti  delle  medesime  funzioni , 


Am+,yx=( — i)’"*1.  | <?x— (m-t-i).  y (x-t-i)  -t-  ^ m-f-W  j”— — j . f(x-hai)  - 

_ / mjm-0  + + 

Vi. a i(a.3  / 


"t —3- 

■ (3.3 

' m(m — t)(m — a)  m(m—  i)(m  — aX'«— 3) 


. / m(m— im— a , ■)  »t— agni— 3)  \ , . 1 

■*•(  ■ . a . 3 ' TTT-M ) - q»  (jr-+-4‘  ) . . .cc.J 

il  ebe  riducesi  a 

A-n+iyj.  = (— i)”1  tf . r (m-t-i) . f(x-t-(  )+-  — e (x-t-3l  ) — 

L 1.2 


("-^^T(x+3.-)^ec.]....(4), 


Mentre,  servendoci  per  abbreviare  della  notazione  delle  faltorielle,  si  ha  in 
generale  , p essendo  un  numero  intero  qualunque 

m(m  — i)(m  — a) (»»—/>-+-  ■)  snfl-' 

■ . a . 3. 4 p ,w~‘ 


m(m  — a X"a — a) (m—  p) 

i .a. 3. 4 (/>-t-i)  "TFRT 
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Mj  riilucenJo  al  medesimo  denominatore, 

m H~>  m P'"'!-1  _ »,/■+ i|-i 

s««'  + ~ h ,Wi|i 

— p)mPÌ  1 

(m-t-i) . m?l~' 

~ ,PT'i' 

l/’+'l' 

«pressione  che,  facendo  successivamente  p~o , p=xi , p=a,  ec. , dà  i coeffi- 
cienti di  (4),  cioè: 

(m-+-i)m  — i) 

(m-t-i) , , 5 , ec.  . . • . 

i .a  i .a. 3 

Ora,  l'espressione  (è)  è ciò  che  diventa  (a),  quando  facciamo  msm+:  ; cosi 
basta  che  la  legge  (a)  sia  vera  per  nn  valore  qualunque  di  in , perchè  essa  sia 
vera  in  generale. 

■ 4-  Allorquando  l’accrescimento  della  variabile  è negativo,  la  legge  di  sopra 
diveota 

mlm — i) 

Amfx:=<jx — m ,y(x — s)-t* — - — - — y(x — ai)—  cc.  . . . 
il  che  si  deduce  senza  difficoltà. 

s5.  Fa:  e fx  essendo  due  funzioni  differenti  di  una  medesima  variabile  x,  la 
differenza  del  suo  prodotto,  o 

A(Fx./x) 

si  troverà  facilmente  da  quello  che  precede  , poiché  dalla  concezione  generale 
delle  differenze,  si  ha 

A;F x .fx  ) sa  F (x-t-Ax)  .y(x-+- Ax) — Fx  fx , 
ora 

F(x+ Ax)  =s  Fx-t- A Fx , 

/(X-t-Ax)  =/x-t-A/x 

e per  conseguenza 

F(x-t-Ax).yi(x*+-Ax)  = Fx  ffx+fx.  AFx-t-Fx.  A/x+AFx.  A/x, 

dunque 

A(Fx  .fx)  = Fx . kfx+kfx . AFx-h/x . AKx. 

La  differenza  seconda  del  medesimo  prodotto  si  otterrebbe  nella  medesima 
maniera.  Questa  differenza  è 

A’fFx  .fx)  =s  Fx . A’y'x+aAFx . A/x-t-A'Fx  .fx 

-t-aAFx . Ayx-s-aA^Fx . A/x 
-t-A»Fx.Ayx. 

Diz.  di  Mal.  Voi.  III.  k\ 
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In  generale,  p , essendo  un  indice  qualunque,  si  ha 

&P{Yx  .fx)r=z  KrA^/x-bpAFx  [àP-1/ x-t-A Pfx\ 

-+-  • AJFx  [A',-1/x-mA'’-;/'x-+-A7x| 


-+- P<P  ^ — . \'Vx[\r-yx-+-'i\’,-yx+i\r-'fx-*-tLrfx\ 

-+-  « (c)  , 

Quella  legge  che,  nei  casi  degli  accrescimenti  negativi,  diventa 
Af(Fx  ./x)  = Fx±Pfx-+-pàFxl\P-'fx-  A rfx] 

-+-  P-^~ } . A*Fxf  AP-*/a:— 2AP-/*^-A)7*l 

-HP(P~')^~^  A’Fxf \r  yx— 3AP->/*-H3AP-'/*4-^/r  J 

H-  ec 

è la  legge  fondamentale  della  teoria  delle  differenze.  La  sua  dimostrazione  ge- 
nerate può  eseguirsi  col  metodo  che  abbiamo  adoperalo  al  n.°  sa. 

16.  In  questo  punto  dobbiamo  fare  osservare  che  il  calcolo  delle  differenze  non 
li  a solamente  per  scopo  di  trovare  le  differenze  delle  quantità  date,  ma  che  esso 
deve  ancora  poter  risalire  da  queste  differenze  alle  funzioni  dalle  quali  esse  de. 
rivano,  quando  le  prime  solamente  sono  conosciute.  Questa  distinzione  divide 
questo  calcolo  in  due  rami  il  primo  dei  quali  considera  le  differenze  dirette  , 
o le  differenze  propriamente  dette,  c il  secondo  le  differenze  inverse , ossia  le 
somme. 

Così,  A*x  essendo  la  differenza  diretta  di  yx,  reciprocamente  vx  è la  diffe- 
renza inversa  o la  somma  di  A^x. 

S'indicano  le  differenze  inverse  con  la  caratteristica  X;  dimodoché  per  esprì- 
mere che  tfX  è la  somma  di  Ayx  : si  scrive 

?xs=I[Afx] 

17.  Siccome  vi  sono  differenze  di  più  ordini  , vi  sono  egualmente  somme  di 
più  ordini,  per  esempio 

Z* [A»?x] 

indica  la  somma  seconda  di  Aayx.  In  generale  £m  è la  caratteristica  della  som- 
ma dell'  ordine  rn. 

18.  Per  risalire  da  una  differenza  qualunque  alla  funzione  primitiva,  è evi- 
dente che  bisogna  prendere  la  somma  del  medesimo  ordine,  e che  si  ha 

£m[A,”yxJ  = fx 

19.  Una  funzione  qualunque  di  una  variabile  essendo  data  , se  si  considera 
questa  funzione  come  la  differenza  di  un'  altra  funzione  incognita  , il  problema 
di  trovare  quest' ultima  è dunque  lo  scopo  del  calcolo  delle  differenze  inverse . 
Così  F.r  essendo  la  funzione  data  , trovare  la  somma  di  Fx  o XFx,  equivale  a 
trovare  mi' altra  fujizione  /'x  tale  clic,  si  abbia 

Fx  = A fx 
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Se  sempre  è facile  di  trovare  le  differente  ili  una  quantità  data,  noi)  segue 
il  medesimo  delle  somme-,  ma  non  è questo  il  luogo  per  occuparci  di  questo  pro- 
blema, che  forma  lo  scopo  generale  del  calcolo  delle  differenze  inverse  , ossia 
del  Calcolo  Integrale, 

ao.  Si  considerano  ancora  le  somme  come  differenze  di  un  ordine  negativo 
vale  a dire  che  si  ammette  la  medesima  siguificazioue  alle  caratteristiche  XP  e 
b~P , in  questa  maniera 

e d-fpx 

sono  espressioni  identiche 

Se  nelle  leggi  (a)  e (*),  si  fa  1’  indice  negativo,  esse  si  applicano  immediata- 
mente alle  somme.  La  prima  non  considerando  che  gli  accrescimenti  negativi, 
che  è il  caso  più  semplice,  diventa 


2"*-.x=ox-t-m}(x— s)-+-  ^i-'n4~‘)  y (x — ai) - 


m(m-4-i)(»i-4-a)  , 

* —-3 ?(*— SiM-ee (d). 


e la  seconda 


= Fx  Z"/x— mdFx[l-+yx— I™/x  ] 

m(m-t-ì)  _ 

H ^ . d1Fx[r"+a/x-aZ’»+</x-t- 

e c.  . . . ] 

ai.  Con  alcuni  esempi  faremo  conoscere  l’applicaiioti*  di  queste  formule.  In- 
dicando i sempre  l’accrescimento  della  variabile  x,  proponiamoci  di  trovare  le 
differenze  successive  della  quantità  x". 

La  prima  differenza,  o àx"  sarà 


sviluppando  il  binomio  (x-t-i)‘ 

"("-0 


dx"  = (x-*-i)"— x", 


dx-xxnx— i nJ?—'Lx.-H*+  <?-•)(« -2)  J;> 

«•a  i.a.3  ^ ’ ' ’ 

Per  ottenere  la  differenza  seconda,  poiché  per  la  legge  (a),  si  ha 


•jx— »f(x-t-j)-+-p(x-+-ai) 

facendo  vx=ax",  otterremo 

A*x”  = x"— alx-t-ije-t-fx-Hai)'’ , 
ovvero,  sviluppando  i binomi, 
dax"=jx" 


— ax”— anx"-'i  — j HÌ2 — te. 


n ( n r \ 

•+-x"-t-anx«-,i-*-4  -J -x"-»j*-t-  ee. 

1 . a 
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e riducendo 
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A’x"  ss  n(n — i)x"-*iM*6 


n(n — i)(n— 2) 
1.2.3 


V-+-  ne. 


Si  troverebbe  egualmente  per  la  terza  differenza 

A*x”  = n(n — i )(n— a)i"",(,+A*"',i,+B*,"4i‘+ec. 


indicando  , per  abbreviare  , con  A , B , C ec.,  i coefficienti  delle  potenze  i 4 , 
i*  , i*  ec. 

In  generale,  la  differenza  m‘im‘  avrà  la  forma 

4"i"  = a(n — i)(n— 2)  ....  '"*»’"  •+• 

ec. 


Allorquando  l'eiponente  n è intero  e positivo,  il  numero  dei  termini  di  A"x", 
diminuendo  di  un'unità,  quando  m aumenta  di  un'unità,  si  vede  con  facilità  che 
nel  caso  di  m = n,  si  ha 

A'"x’,  = n(n— i)(ij— a)  ....  « . im 

e che  questa  differenza  non  contiene  più  la  variabile  x. 

Segue  da  quest'  osservazione,  che  le  differenze  di  un  ordine  superiore  ad  m 
sono  zero,  e che  in  generale  si  ha 

Amx"  = o , 

tutte  le  volte  che  m è maggiore  di  n. 

Dando  dei  valori  particolari  ad  n,  avremo 

Ax1  ss  axi-t-s* 

Aax*  =s  3 ì 
A*x*  — o 
ec.  ec. 

Ax 3 ss 3x3i-(-3xiM-i  3 

A1*3  ss  $11+61* 

A,x*=a6i1 
A*x3=so 
ec.  ec. 

23.  Proponiamoci  adesso  di  trovare  le  differenze  successive  della  fatloriella 
x~l*  prendendo  per  accrescimento  della  variabile  1’  accrescimento  1 della  fallo- 
riella,  avremo 

Ax"’>  = (x-+-i)mli  — xmI‘' 

Ura , dalla  natura  delle  fattorielle 

(x-|-i)ml<  ss  (x-t-i)’"-'  I* . (x+mi) 
x"*l*'=sx.(*-H')’"->ll 

Cosi,  fatendo  la  sottrazione 

* J , * U. 

(x-t-i)"*l*  — ss  (x-M')’"->Ii  [x-t-mi — x ] , 
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Axm  ' ss 

Prendendo  le  differenze  ad  accrescimenti  negativi  , queit’  espressione  di  tenia 
più  semplice,  mentre  allora  si  ha 

Ajrml,'=s*’*l<—  (X— »)"•!*' 

as(x+(<n-i)j).*"->!*_(*_,-)x»-i|> 

=s  mi  . 

La  differenza  seconda  essendo 

4*x"’I,=A(»n» . x**- *I*J 
asmi.  dx",-,l‘ 

si  ottiene  immediatamente,  in  virtù  della  precedente  espressione, 

4»a •"!■'  — m(m  — i )i% . xm~ 1 1*. 

Continuando  nella  medesima  maniera  con  faciliti  vedremo,  che  in  generale 

li  ha 

4"j”i‘ ==m(m  — i)  ....  (m — n-+-i) . i* . xm-"l< 

Se  invece  della  semplice  fatloriella  xm!'  prendiamo  il  binomio  (a-+-x)’"!‘,  avre- 
mo, considerando  sempre  gli  accrescimenti  come  negativi, 

A(a-i-x)"'l‘  =(a-hx)ml‘  — (a-hx — i)wl‘ 

= (a-hx-h(m-~  i )/ ìfo-t-x)1""1 1‘ 

— (a-hx — 

= mi  (u-t'X)",_,li 

e , quindi 

4"(a-t-x)"'l‘  = m(m— i )(m -a)  ....  (m—  n-+-i).  j*(a-+-x)m-’!*' . 

Abbiamo  fatto  uso  di  queste  differenze  all’articolo  Co*Frrcie»Ti  sanrrBauiKiTr. 

Queste  sono  le  formule  più  essenziali  che  si  possono  stabilire  sopra  le  differen- 
ic  ; siccome  però  il  signor  La  Croi*  nel  suo  Calcolo  differenziale  e integrale  in 
quarto,  Parigi,  1810*19,  Torno  III,  nel  trattare  questa  teoria  l'ha  applicata  allo 
sviluppo  in  serie,  e specialmente  alle  serie  numeriche  , e Pha  trattata  con  una 
generalità  che  merita  una  particolare  osservazione  ; cosi  abbiamo  creduto  di  fare 
cosa  utile  e nel  medesimo  tempo  piacevole  ai  nostri  lettori  di  riportare  quasi 
per  intero  la  detta  teoria  e le  sue  applicazioni  , sebbene  alcune  delle  formule 
che  si  troveranno  siano  identiche  con  quelle  che  abbiamo  trovate  fino  a questo 
punto. 

s*3.  ftel  calcolo  differenziale,  come  vedremo,  non  si  considerano  le  differente 
fra  i valori  di  una  medesima  funzione,  che  per  dedurre  dal  loro  sviluppo  nuove 
funzioui  derivate  dalla  prima,  e che  ne  sono  i coejfìcienti  differenziali.  Questa 
ricerca  non  dipende  che  dalla  forma  generale  dell’  espressioni  delle  differenze  0 
accrescimenti,  e non  sopra  i loro  valori  numerici;  ma  résumé  di  questi  valori 
ha  provalo  che  , in  un  gran  numero  di  casi,  essi  seguono  leggi  piii  semplici  di 
quelle  delle  quantità  da  cui  essi  derivano,  o almeuo  essi  formano  spesso  serie 
decrescenti  le  quali  con  maggior  facilità  si  prestano  all'approssi inazioni,  c alle  quali 
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è per  consegnenx.1  utile  di  riferire  le  quantità  primitive.  Ed  è nel  considerarlo 
sotto  questa  forma,  che  i primi  geometri  si  sono  occupati  del  calcolo  delle  dif- 
ferenze, propriamente  detto. 

Lo  scopo  de!  calcolo  diretto  alle  differenze  i dunque  quello  di  determinare 
gli  accrescimenti  in  loro  medesimi , deducendoli  non  solamente  dall'  espres- 
sione analitica  delle  funzioni , ma  ancora  dai  loro  valori  numerici  o parti- 
colari , quando  l'  espressione  analitica  manca  o fosse  troppo  complicata. 

*4.  Esaminando  come  ti  formauo  le  serie  con  i quadrati  e i cubi  dei  termini 
del  seguito  naturate  dei  numeri,  si  cade  di  già  sopra  proprietà  delle  differente, 
che  meritano  di  essere  os>ervate  per  la  loro  utilità , come  lo  prova  la  spiegazione 
delle  tavole  qui  sotto  descritte. 


QUADRATI 

DIFFERENZE 
PAI  MI! 

DIFFERENZE 

SECONDE 

COBI 

DIFFEREN. 

PRIME 

DIFFEREN. 

SECONDE 

dippebenJ 

TERZE 

I 

1 

I 

4 

3 

19 

9 

5 

2 

i a 

l6 

mm 

2 

■ 

uà 

■8 

6 

a5 

2 

24 

6 

36 

H 

2 

B2S 

9' 

3o 

6 

49 

19 

a 

343 

■ 

36 

6 

€C. 

ec. 

ec. 

n 

ec. 

ec. 

Non  abbiamo  fatto  entrare  in  queste  tavole  il  seguito  naturale  dei  numeri  i , 
a,  3,  4,  ec. , perchè  U differente  dall’uno  all’ altro  è sempre  eguale  all' unità, 
ma  accanto  ai  quadrali  abbiamo  situato,  io  una  seconda  colonna,  la  differenza 
fra  ciascuno  di  questi  numeri  e quello  che  lo  precede  ; poi  in  una  terza  colonna, 
la  differenza  fra  ciascuno  dei  numeri  tirila  seconda  e quello  che  lo  precede^ 
quest’  ultime  si  chiamano  differenze  seconde , poiché  sono  le  differenze  delle 
differente  prime. 

Queste  , formando  una  progressione  per  differenze,  presentano  di  già  una  legge 
più  semplice  di  quella  che  esiste  nei  numeri  della  prima  colonna,  e 1’  altre  es- 
sendo costanti,  offrono  ancora  una  maggior  semplicità.  Una  conseguenza  molto 
importante  che  ti  offre  subito,  è,  che  possiamo,  per  mezzo  dei  soli  numeri  1,3, 
a , situati  respettivamente  alla  testa  delie  tre  colonne  della  prima  tavola,  formai  e, 
con  semplici  addizioni  , la  colonna  «lei  quadrati  ; poiché  aggiungendo  a a 3 avremo 
5 , poi  a a 5 avremo  q , e formeremo  cosi  la  seconda  colonua  ; aggiungendo  quindi 
3 con  i avremo  \ -,  5 con  4 avremo  9;  e così  degli  altri  quadrati. 

Le  prima  colonna  della  seconda  tavola  contiene  i cubi;  la  seconda,  le  loro 
prime  dsffetenze-,  la  terza,  le  loro  seconde  differenze,  le  quali  (ormano  una  pro- 
fessione per  differenze  ; e finalmente  nella  quarta  colonna  sono  le  differente 
delle  differenze  seconde , ossia  te  differenze  terze,  che  sono  coslautemcntc  eguali 
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a 6.  In  quella  tavola,  per  meno  dei  quattro  numeri  i,  7,  ta  e 6,  lituati  re- 
«petlivamente  in  testa  delle  diverte  colonne  delta  tavola , potremo  formare  tutte 
queste  colonne , cominciando  da  quella  detta  delira  , e aggiungendo  ciascuno 
dei  numeri  di  una  medesima  colonna  con  quello  che  si  trova  una  linea  più 
alta,  nella  colonna  a sinistra. 

Questa  regola,  che  fino  a questo  punto  non  è stabilita  che  sopra  una  semplice 
induzione,  e per  due  serie  di  numeri  solamente,  sarà  quanto  prima  dimostrata 
ed  estesa  ad  un  numero  infinito  di  funzioni,  per  le  quali  si  ottengono  ancora 
determinazioni  rigorose. 

Da  un'  altra  parte , si  prendano  in  una  tavola  di  logaritmi  le  differenze 
fra  i termini  consecutivi,  troveremo  dei  numeri  che  anderemo  assai  inegualmente, 
se  operiamo  in  principio  della  tavola,  ove  la  funzione  varia  molto;  ma  passando 
alle  differenze  seconde,  terze,  et:.,  arriveremo  a numeri  che  diventeranno  molto 
piccoli,  e finiranno  per  restare  i medesimi,  io  un  intervallo  più  o meno  grande. 
1 logaritmi  seguiranno  dunque  sensibilmente,  io  quest’ intervallo,  una  legge  ana- 
loga a quella  che  abbiamo  fatto  osservare  di  sopra,  rapporto  ai  quadrati  e ai 
cubi , e della  quale  possiamo  far  uso  per  rendere  più  semplice  la  costruzione  di 
questa  tavola. 

afi.  Quando  abbiamo  veduto  il  partilo  che  possiamo  tirare  dal  considerare  le 
differenze  successive,  spinte  fino  all’ordine  in  cui  esse  sono  costanti,  tanto  rigo- 
rosamente quanto  approssimativamente,  pare  molto  semplice  che  debba  cadere  in 
niente  di  cercare  l’espressione  generale  delle  loro  relazioni.  Sia  perciò 

u,  a,,  11»,  a,  , u»,  . . . .a„, 

una  serie  di  valori  consecutivi  che  riceva  una  quantità,  in  virtù  delle  variazio- 
ni ebe  essa  prova  da  se  medesima,  o per  l’effetto  di  quelle  che  succedono  ad  un'al- 
tra quantità  dalla  quale  essa  dipende  ; le  cifre  inferiori  sono  qui  indici  che  fanno 
conoscere  il  posto  che  occupa  ciascun  valore  nella  serie  , indicando  il  numero  di 
quelli  che  lo  precedono,  dimodoché  il  primo  u , si  considera  corrispondere  all’in- 
dice o.  Si  fa  quindi 


u.-u 

=sda  , 

ua— u, 

= da, , ì 

Bj— a» 

= du»,  l . . 

(0. 

1 

= du_,  J 

servendoci  , come  l’abbiamo  fatto  (n.®  \ ) , della  caratteristica  A per  indicare 
1'  operazione  di  prendere  la  differenza  fra  due  valori  consecutivi  di  una  mede- 
sima quantità. 

Quando  questa  quantità  varia  per  gradi  eguali , le  differenze  da,  da,,  da»,  ec. 
sono  tutte  eguali  ; ma  se  il  contrario  ha  luogo  , si  fa,  per  analogia 


da, 

— àu 

= d.du 

= , 

Au%  - 

—da, 

= A . ÀM, 

= daa, , 

= d.da„_» 

= A1"»-»  s 

d’a, 

-dJa 

= d . d*u 

= AJa  , 

d’a» 

— d*n, 

= A.Aaa, 

=d»«„ 

d1"»-» 

* 1 * * 
-A*a„. 

.,  = d.d»«v,=sA3«i,_» 
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aG.  Per  mezzo  'Ielle  regole  esposte  ( n.°  7.)  e dell'  equazioni  (1),  «i  ottengono 

per  i valori  a,,  a»,  t/} , a„,  Geli’  espressioni  le  quali  non  dipendono  che 

<1, il  «dorè  primordiale  a e dalle  *ue  differenze  ancceuÌTe  A u,  A*u,  A*u,  ec.  mentre, 
poiché 

Am,  sa  A (u-t-Aa)  = Aa-t-A^a , 

ne  resulta 

u*  = u,-t-Au,  = a-t-Au-t- A(a-t-Au) 

= u-t-aAu-t-A'a 

Finalmente 

«3  sas  a*-*-  Aua  = u-t-2Au-+-Ala-+-A(u-+-2Au-t-A1u) 

= u-+-3Au-t-3A*u-+-A®a. 

La  forma  di  quest’  espressioni,  i di  coi  coefficienti  numerici  sono  i medesimi 
di  quelli  del  quadrato  e del  cubo  di  un  binomio,  fa  presentire  che 


n n{n — 1)  n(n— i)(n — a),, 

u„=u+  — Au  H A.*a-t- 5 — • A’a-t-eo. 

> 1.3  1 .a . 3 


facilmente  possiamo  assicurarcene,  sviluppando  l’espressione 

",ai  = «a-+-4“/.s 

la  quale  dà 


n.  n(n-i  ) , tt(n—  i)(n— a) 

1 . a .3 

n(n— 1 ) 


, ss  u-t-  — Au+  — — — A*a*+-  — — ^AlL ' A5u-+-  ec. 

a " ' s . a s . a . 3 


Au-t- 


A*u  • 


r . a 


A’u-t-  ec. 


(r*-+-i)  . (n-4-i)n  (n-t-iWn— 1)  . , 

ss  u-t-  - Au-t— - -i»«+  i-!— -Asa-f-  ec. 


il  che  prora  per  conseguenza  che,  se  la  legge  supposta  ha  luogo  per  Vindice  n, 
essa  arrà  egualmente  luogo  per  l’indice  n-t-i  : cosi  questa  legge  essendo  stala 
osservata  sopra  gl’indici  1,  2,  3,  si  estenderà  necessariamente  a tutti  quelli  che 
seguono. 

27.  È facile  vedere,  dalla  concatenazione  che  esista  nell’ equazioni  (1),  (a)  e (3) 
che  la  differenza  prima  dipende  da  due  valori  consecutivi  ; la  differenza  seconda 
da  3;  la  differenza  terza,  da  4,  e cosi  di  seguito,  e che  possiamo  esprimere  im- 
mediatamente ciascuna  di  queste  differenze  con  i valori  da  cui  essa  dipende, 
senza  passare  per  le  differenze  degli  ordini  inferiori  : lo  formule  necessarie  a ciò 
si  costruiranno  facilmente  come  segue. 

Avendo  in  principio 

A u=zu, — a e A3a  = Aa,— Au  , 

osserveremo  che  An,  deve  comporsi  con  a,  ed  u%  come  Au  si  compone  con  a ed 
a,,  vale  a dire  che  basta  di  aumentare  di  un’unità  gl’indici,  per  passare  a 
Au,  = a» — u, , ed  otterremo 

A*  = Uz— u) 
ss  u% — aa,-+-u  ; 
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poi  , siccome  aumentando  di  un'unità  gl’  indici , in  quest'ultimo  risullamento, 
si  torma  A *ul9  verrà 

A *u  =Aa«,  — A 2 u =s  «s — aiij+tt,— (na — 2 u^u) 
sii3 — 3«a+3w, — u 

Quest'  espressioni  hanno  ancora  i medesimi  coefficienti  delle  potenze  del  bino- 
mio , ma  suppongono  che  i due  termini  siauo  separali  dal  seguo  — : avremo  dun- 
que , per  analogia  , 


n(n— * ) 


n(n  — i)(/i— a) 
1.2.3 


3-+-  ec. , 


e ci  assicureremo  che  la  medesima  legge  ha  luogo  per  l'ordine  n-h i , conside- 
rando che 

A***«  =s  àaul — A"«  ss = 


n n(/i— 1)‘ 

un-\ 1 

I 1.2 


n 

7“- 


n(n — i);/i — 2) 
1.2.3 

n(n—  i) 


■ . a 


n-t-l  (n-4-i)n 


(in-i)n(n— i) 


a8.  Avanti  di  progredire  più  oltre,  faremo  osservare  che  ('espressioni  di  u„ 
c di  A’Vs  pouono  «criversi  come  segue  : 

u„=:(i-t-Au)"  , A*« ~(u — i)" 

purché  ci  si  rammenti  di  cangiare  , nello  «viluppo  della  prima  di  quest’  equa- 
zioni, gli  esponenti  delle  potenze  di  A«  in  esponenti  della  caratteristica  A,  e 
nella  seconda  , gli  esponenti  delle  potenze  di  u in  iodici  di  questa  lettera.  Il 
primo  termine  i è compreso  nella  legge  della  prima  formula,  perché  può  consi- 
derarsi come  rappresentante  (A«)°  , che  si  cangia  iu  A“« , simbolo  equivalente  ad 
u.  Egualmente  , considerando,  nella  seconda  formula  , che  i rappresenta  «*  , il 
quale  deve  cangiarsi  in  u„,si  comprendono  tutti  i termini  dell’  enunziata  Irgge. 

Tali  sono  i primi  segni  di  un’  analogia  estesissima,  che  le  differenze  hanno  con 
le  potenze. 

Alcuni  geometri  presentano  sotto  la  forma 
u„=(i-+-A)"«, 

la  prima  delle  due  precedenti  equazioni;  e dopo  Io  sviluppo  non  dobbiamo  che 
caugiare  il  significato  della  lettera  A,  la  quale,  trattata  in  principio  come  una 
quantità,  diventa  in  seguito  una  caratteristica  d’operazione. 

L’espressione  A "u  offre  ancora  una  conseguenza  che  non  bisogna  tralasciare, 
e questa  è che  una  ferie  che  ha  delle  differente  costami  in  un  ordine  </ua- 
tum/ue , i ricorrente , poiché  la  condizione  \”u  — o,  rispondendo  all' equazione 

n nln — t) 

—“a-i-l «,-a ±n  = o, 

» i . a 

Dit.  di  Hat.  h'ol  IH  .',5 
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fa  vedere  che  un  termine  qualunque  i/„  si  esprime  coti  n termini  che  lo  prece- 
dono, u fletti  da  coefficienti  costanti;  bisogna  però  stare  attenti,  poiché  l’inversa 
di  questa  proposizione  non  è vera:  le  serie  ricorrenti  non  hanno  sempre  diffe- 
rente costanti. 

29.  Sono  le  polente  intere  e positive  e le  funzioni  rationali  e intere  di  una 
variabile  indipendente,  che  godono  di  questa  proprietà. 

Infatti,  sin  u—xm , e supponiamo  che  * aumenti  sempre  della  medesima  quan- 
tità A;  si  trova  (n.°  21). 

. mlm  — 1)  _ ... 

A u = (x-a-A)  m — *"  = m*"— 1 A -4-  — * '* A*-t-  ec.' 

' ' 1.2 

fisultaraenlo  della  forma 

Au  = mAx",-,-4-AA,x'”-1-4-BA,x,“-,-f-  ec. 

Seguendo  le  regole  del  11. * a5,  la  differenza  seconda  sarà 
4 *u  = A(m/ixm_'-4- AA1xm~1-4-BA3xm"3-4-  ec.  ) asa 
4 . mhx*‘~'-i-\ . A*1*1" -*-+-4  . BAx”*-*  -A-  ec.  = 
mA4  . A/iJ4 . xm-1-+-B/rsA . xm~l  -4-  ec.  ; 

e componendo  A.*"*-',  4 .i*"*,  4 ,x"*"5,  ec. , sul  modello  di  A.*"*,  otterre- 
mo un  riaullamento  della  forma 

4 tu=m(m — i)A1*m-*-4-A'A5*"^-,-t-B7i,arm-,-t-  ec. 

Senza  che  vi  sia  bisogno  di  andare  al  di  là  di  questi  sviluppi , la  legge  del  pri- 
mo termine  è evidente,  e ti  vede  che  1*  espressione  di  A"u  deve  cominciare  per 

m(m—i){m — 2) (m — n-4-i)x’”~"A". 

Si  vide  al  citalo  n.®  ai  che  la  differenza  m‘ìma  di  u era  costante,  e che  per- 
ciò le  differente  degli  ordini  superiori  erano  nulle. 

3o  £ facile  di  concludere  da  ciò  che  qualunque  funzione  razionale  e intera 
di  x,  ha  sempre  delle  differenze  costanti  , cioè  quelle  il  di  cui  ordine  è in- 
dicato dalla  più  alta  potenza  di  x.  Infatti  questa  funzione  essendo  della  forma 

A* 1 -A-Bx  1 ' -t-Cx  i -4-  ec. , 

«tremo 

4"  ( A* * -4- B* -t-C* ^ -4-  ec.)  = A4*.  **  -4-BA"  . x*^  -A-CA"  .x?  -4-eo.; 

e se  a indica  il  più  alto  esponente  di  x,  verrà  pel  caso  in  cui  zi  =3 a, 

a 

4*.**s3x(a — 1)  ....  Aa  .z^s so,  A .Z^  =0,  ec; 

« 

donde  segue  che  la  differenza  dell’ordine  a della  funzione  proposta  è costante. 

3i.  I calcoli  indicali  nel  u.°  29  fanno  già  vedere  che  lo  sviluppo  di  4*.  x™, 
il  quale  comincia  per  la  potenza  n dell’  accrescimento  A , deve  contenere  lutto 
le  altre,  tino  a quella  il  di  cui  esponente  è m inclusivamenle;  ma  l’espressione 
di  A "si , trovala  nel  u.®  27,  dà  subito  il  termine  generale  di  questo  sviluppo, 
intatti,  la  serie  dei  valori 

«=•*'”,  «,  *=(x-4-A)'*  , II.J,  =;(x-4-aA)m  , . . . u„zz.(x+nh)"‘. 
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con  il  are  a 

A"  . xm=z  [x-t-n/r]1" — — [x-+-(n — — —— [x-+-(n — j )/;]m 
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ec; 

I • 2 • O 

e se  indichiamo  con  i l'esponente  di  A nel  termine  generale  dello  sviluppo  della 
formula  qui  sopra,  Cespreuione  di  questo  termine  sarà  evidentemente 



i . a . 3 ....  i 

Quello  che  di  già  sappiamo  sopra  la  forma  della  differenza  cercata , ci  condu- 
ce alla  seguente  conseguenza  che  merita  osservazione,  che  la  funzione 


n(n— i)(n— a)/ 


é nulla  fintantoché  i <n,  poiché  in  A"  . xm  non  potrebbe  esservi  alcuna  potenza 
di  h inferiore  al  grado  n. 

Vediamo,  quindi,  che  il  coefficiente 

• 

m(m  — i){m — a) (m— r’-t-i) 

■ . a . 3 ....  i 

sparirebbe  quando  i=m-+-s,  e che  perciò  la  più  alta  potenza  di  A non  può  su- 
perare il  grado  m. 

Osserveremo  ancora  che  A”‘.xm  essendo  Thdipeudenle  da  x,  rimane  sempre 
eguale  a 

m[m — i)(/n — a) i . hm  , 

qualunque  sia  X;  ma  se  facciamo  n=.m  e x = o , nella  serie  dei  valori  n,  r/t, 
«j,  ec. , troveremo  , 


"*  •+■  (w— a)  ”*  — ee.]  A"; 

donde  segue  che 


■"(*—) 


m m(m — i) 


— aj  — ec.  = 


i.3  . . 


3a.  Segue  dalla  proposizione  «limoilr.it*  nel  n.°  3o  , che  il  processo  indicato 
nel  ii.°  2{ , per  formare  le  tavole  dei  quadrati  e dei  cnbi,  si  estende  a tulle  le 
funzioni  algebriche  razionali  e intere,  e può  essere  utile  |*er  abbreviare  i calcoli 
nella  risoluzione  dell' equazioni  numeriche,  nella  quale  «posso  abbiamo  da  for- 
luaie  i valori  successivi  che  prende  il  primo  membro  dell' equazione,  quando  si 
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sostituiscano  in  luogo  dell'  incognita  numeri  in  progressione  per  differenza.  Si 
vede  subito,  da  ciò  che  precedo,  che  la  funxionc  che  compone  il  primo  membra 
dell' equazione  ha  delle  diflcrenze  costanti,  quando  si  arriva  all’ ordine  indicato 
dall' esponente  del  suo  grado,  e che  per  mezzo  dei  primi  valori  di  questa  fun- 
zione e delle  sue  differenze,  fino  alt' ordine  del  quale  si  tratta  , si  forma  facil- 
mente la  serie  dei  suoi  valori. 

fcii  abbia,  per  esempio,  l'equazione 

x*-hpx*-h(?i:-hr  = o ; 

se  si  rappresenta  il  primo  membro  per  uf  e che  si  cangi  x in  x-4-r,  troveienio 
facilmente 

Am  = 3x%-H3-t-2/>)*4- 1 -h/H-y 
A 2m=  6x  H>  t-2 p 

A *«i  = 6 

Partendo  da  x^lo\  avremo  . 

w=r,  A«=  i*+*fH*y  , A’m  = 6-f*2/i,  A3u  = 6 
È inutile  di  osservare  che  le  differenze  Am,  A*m,  Asm,  ai  dedurrebbero  imnie- 
dilaniente  dai  quattro  primi  valori  della  funzione  proposta  (n.°  a\  ). 

La  tavola  dei  valori  di  u corrispondenti  ai  valori  positivi  x = i,  = a,  = 3,  er., 
si  formerà  egualmente  di  quella  dei  rubi  (n.#  24).  Prendendo  per  esempio 
x3  -5xa-fi».r — 1 = o,  formeremo  subito  la  parie  compresa  al  di  sotto  «Ielle  lince 
grasse,  nella  qui  sotto  tavola 
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Per  ottenere  i valori  di  u corrispondenti  ai  valori  negativi  «li  x=:  — r, 
= — a,  ==  — 3,  ec. , bisogna  continuare  la  tavola  risalendo,  il  che  cangia  Pad. 


Digitìzed  by  Google 


D I F 357 

dizioni  in  sottrazioni.,  vale  a dire  rhe  la  differenza  terza  dev’essere  sottratta  da 
ciascuna  differenza  seconda  , questa  dalla  differenza  prima  che  è sopra  la  mede- 
sima linea  , e questa  differenza  dal  valore  di  u che  è accanto;  ben' inteso  che 
effettuando  queste  operazioni,  bisogna  aver  riguardo  al  segno  proprio  delle  quan- 
tità che  s' impiegano. 

Possiamo  formare  in  una  tavola  a parte  , la  serie  dei  valori  di  u corrispon- 
denti ai  valori  negativi  di  x.  Per  eseguir  ciò,  è sufficiente  di  calcolare  nella 
prima  tavola,  i diversi  numeri  che  appartengono  alla  linea  x = o , per  formare 
la  prima  linea  di  una  nuova  tavola  , e operare  quindi  le  sottrazioni  come  ab- 
bi amo  detto  di  sopra.  Ed  è in  questa  guisa  che  abbiamo  costruito  la  seconda  ta- 
vola qui  sotto 


X 

u 
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Si  potrebbero  immaginare  altre  deposizioni,  forse  più  comode,  ma  queste  par- 
ticolarità di  pratica  non  po»s<*no  appartenere  alla  natura  di  quot'  opera  ;£quello 
che  precede  basta  per  provare  come,  con  le  differenze,  si  possa  continuare,  tanto 
indietro  quanto  avanti,  un  seguito  di  numeri  la  di  cui  legge  sia  data. 

33.  U calcolo  approssimativo  è soprattutto  laborioso,  rapporto  alle  funzioni 
trascendenti  , e mollo  si  guadagna  a servirsi  in  questi  calcoli  delle  differenze, 
cosa,  che  potremo  concepire  con  maggior  facilità  mediante  il  seguente  esempio, 
preso  dai  logaritmi. 

Sia  m =/x , donde  «,  =:/(x -+-/<),  «*=/(•*-+- a/<),  "»  = /(•* H-3 h)\  le  formule  del 
n.°  2j  daranno 

A/x  = /(.r  t h)  — Ar  =/  ^ 1-4-  - j 


/ « «*  «*  \ , r.  .. 

— II  I h — — — ec.  I ( / edi  I.OGXKI  mi  ) , 

\ x ax1  3x-  / 

AVx  = /(x-t-a/j)  — a/(x-*-A)-+-/x 

= /(,^.^)_a/(,  + Ì) 

/ /<a  a/i5  v 

=-  ) ’ 
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A i/.r  — t (rJ  3 A)  - 3/ (x-t-2/i)+Zl(x+h)  —/i 

Spingeremo  queste  serie  in  avanti,  secondo  la  grandezza  del  numero  a-,  e fino 
a tanto  che  P ultima  differenza  sia  tanto  piccola  per  esser  trascurata  sema  er- 
rore sensibile. 

Se  si  avesse*  per  esempio,  x = i oooo  e ftzsz i,  verrebbe 

u x / ioooo  , A u=  0,0000$  34272  ;68f»3 , 

Aan  = — 0,00000  ooo^3  Sfilo jG  , 

A3  u = o,  ooooo  ooooo  008G8 ; 

e se  non  si  volessero  avere  gli  ultimi  risullamenti  che  con  io  cifre  solamente, 
si  potrebbero  impunemente  trascurare  le  differenze  del  quarf  ordine,  mentre  sa- 
rebbe necessario  che  esse  fossero  ripetute  un  gran  numero  di  volte,  per  influire 
sopra  la  terza  differenza.  Formeremo  dunque  successivamente,  come  nel  n.°  24 
le  colonne  delle  differenze  terze,  seconde,  prime,  donde  dedurremo  i logaritmi 
dei  numeri 

ioooi  , 10002,  iooo3,  ec. , 

partendo  da  quello  di  ioooo,  che  è eguale  a 

4,ooooo  ooooo  ooooo. 

Bisognerebbe  fare  il  calcolo  con  i5  decimali,  per  riconoscere  quando  Paccn- 
mulazione  delle  quantità  trascurale  potrebbe  cominciare  tad  influire  sopra  Pulii- 
ma  cifra  che  ci  proponiamo  di  conservare,  del  che  ci  assicureremo  per  mezzo  di 
alcuni  logaritmi  calcolati  rigorosamente  a intervalli  lontani  ; mentre  allorquando, 
io  seguilo  delle  successive  addizioni,  saremo  arrivati  a questi  logaritmi,  bisognerà 
che  il  metodo  delle  differenze  gli  dia  tali  come  essi  sono  stali  dedotti  a priori , 
almeno  nelle  prime  dieci  cifre  decimali,  se  vogliamo  arrestarci  a questo  numero. 
Quando  V ultima  di  queste  cifre  cesserà  di  essere  esatta,  calcoleremo  a priori  le 
differenze  Am,  Aaa,  A 3«,  e ci  serviremo  dei  nuovi  valori  come  dei  precedenti* 

La  formula 


un  a:  mH lu- 1 ^ A 2u-h  ec.  (li.0  :ìG) 

1 i . a 

dà  ancora  il  mezzo  di  valutare  direttamente  l'errore  che  produce,  sopra  un 
valore  situato  in  quel  posto  che  vorremo,  la  soppressione  «Ielle  differenze  di  un 
ordine  dato.  Nell' esempio  di  sopra,  facendo  n ==:  5o,  e Calcolando  per  questo  va- 
lore quello  del  termine 


It(#i — iK»!  — a)(»i  — 3) 

i .2.3.4 
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— j-  — ec.)  , troveremo  che  esso  non  influisce  an- 
cora sopra  il  decimo  decimale  del  logaritmo  ioo5o;  a più  forte  ragione  segui- 
rebbe il  medesimo  per  le  differente  drgli  ordini  superiori. 

3^.  Ecco  altre  espressioni  più  convergenti  delle  differenze  prime  e seconde 
della  funzione  logaritmica.  La  serie  ottenuta  ( Vedi  Lobaarrai). 

/(«+*)  = /n-f-aM  | — V-H  ^ ( -1—)  ' + ec.  } , 

v ' J an-t-i  3 \ an-fs/  5\an-t-s/  ) 

dii , cangiando  n in  x e * in  A 

à/x==aM  { dsr t (^à)H  ( Jzi  ) * ** ec- 1 ; 

poi  aggiungendo  insieme  le  due  equazioni 

i A A»  A5  A4  1 

/(x+A)=/JC+  M j - - — + j-,  - _ -r-  ec.  | , 

„ I A A1  As  A4  \ 

l(x-A)^/*-M{r-t-—  + 3^,+  ^ + «•  J • 


ne  risulta 


v ( h%  /i4  h 9 ) 

l (x+A) -+- 1 (x-A)  = afx-aM  | — —,  + G-~,  -4-  ec.  j. 

cangiando  x— A in  x,  e sentendo  per  conseguenza  X-+-A  per  x , e X-+-2/4  per 
x-t-A,  verri 


I (x-f-aA)  — a/ (x-t-A)-t-fx  = 

a.  i ** 

— 2 M { . f- -*- 

\ a (x-t-A)1  \ (x-t-A)  4 G( 


A» 


i(x-r-A)* 

ora  il  primo  membro  essendo  equivalente  a «a — 2u,-t-si,  di  A*«  : si  ha  dunque 

A4  1 A» 


Wxm — a SI  ( — 

1 a(x-v-A)1 


4(x-+-A) 1 6(x-t-A* 


«I 


Quando  a?  è un  poco  graude  rapporto  ad  h , basta  tener  conto  dei  due  primi 
termini  dell1  espressione  di  i/x.  Infatti,  quando  xx  louoo  e /i  = i , il  secondo 

. uM  / A \s 

termine,  cioè,  — - — ^ solamente  o,dbooo  ooooo  ooo3G  , e la  seguente 

avrebbe  22  zeri  fra  la  virgola  c la  prima  cifra  significativa.  Riguardo  a ^ *fx  si 

si  riduce  a 


può  limitarsi  al  primo  termine;  poiché  il  secondo  — . ^ 


2 t x -f*  /<  j 4 ’ 
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0,00000  oouoo  ooooo  0217.  Spgue  da  ciò  che  indicando  con  N un  numero  al  di 
sopra  di  10000,  si  ha  con  moltissima  esattezza 


1,5  ” (spr+s-N<irF)’ 


AVN  = _ 


M 

(»■+■•  e ’ 


quanto  alla  differenza  terza,  ti  avrebbe  il  primo  termine  del  »no  valore,  diffe- 

aM 

renziando  AVN  c facendo  d N=  r , il  che  darebbe—- -.  Si  vede  con  ciò  che 

(N  + 1)1 

il  valore  4*/ M diverrà  ben  tosto  assai  picroio  per  potersi  trascurare;  e dopo 
quello  che  abbiamo  detto  , la  costruzione  di  una  tavola  di  logaritmi  diventerà 
la  cosa  più  facile.  Del  rimanente  se  si  volessero  maggiori  particolarità  sopra  que- 
sto soggetto,  bisognerà  consultare  una  memoria  del  signor  Delambre,  stampata 
fra  quelle  dell' Accademia  di  Torino,  anni  tjqo-rjt  , dalla  quale  il  Sig.  La  Croix 
ha  ricavato  rio  che  precede,  e dalla  quale  egli  estrae  ancora  ciò  che  spetta  allo 
differenze  delle  funiioni  circolari. 

35.  Le  differenze  della  funzione  ar  hanno  tutte  una  medesima  forma,  degna 
di  osservazione  per  la  sua  semplicità.  Si  trova  successivamente 
4 . (1-r  — fl-rr/l  — ar  _ ar  JaA — ,)  ? 

41,«T=  [a1'  — 1}4  . a*—  a*  {a/l  — I )a , 

donde  in  generale, 

4".«r' =a',(a,' — i)". 

Otterremo  ancora  semplicemente  lo  sviluppo  di  bn.ary,y  essendo  una  fun- 
zione qualunque  di  x;  avremo  subito  l’equazione 

4 . a^y—  (/-t-4j')n-rT*  — ya * = o'[(a*  — i )/-+-a*  A/J , 
e facendo  (ah— i)y-i-a,lày=y' , verrà 

4* . ary  =4  . ary'  i)y -t-a1’ &yr[  ; 

poi  ponendo  ((/'  — i)yT ~ ytr , se  ne  riceverà 

4 ia-ry  = 4oJy',^=la'[(a,' — i]yJ'-^-a/‘iy"}  , 

■ ' f*  ••  ec.; 

mandando  via  quindi  yr , yr,t  ec. , dopo  aver  fatto,  per  maggior  semplicità, 
ti  troverà 

4*.  0^/  = aJ[(a— t)V-+*a(*— > 

A3 . ary  z=.  a'  [(  z — ■ )3/-t-3(  a — i)*s  Aj— t-3(z—  i ) z*4J/  ■i-x’H'jr]  , 
e in  generale  , 

A"  . <fr/=*:aJ'[(2 — ij'y-s-—  (z—  !)"-•;  4_gH ^ ■—  (z—  t)*~V4V  • • ■ a"A"j| 

3G.  Le  formule  trigonometriche  conosciute 

senA— senB=  a seri  — (A— B)  cos  — (A-t-B), 

a a 

cns  A -cos  B =;  — a seu  — (A  — B)  sen  — (A-t-II) , 
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datino 


A *t*n  x ss  seti  (x-4-/i)—  icn  x = 2 ifn  — h co*  — (2X4-/1) , 


.161 


A co»  x = coi  (x-t-A)  — cos  x =a  — a sen  A sen  — (ax-t-A)  ; 

donde  >rgue 

A1  sto  x = a sen  A £ co»  (ax+3A)—  cos  — (ax-t-A)  j 


1 —4  ( sen  ~ A ^ sen  (ax-t-aA)  a — 4 ^ sen  ^-A^*  seti  (x-t-A). 


Proseguendo  cosi  , arriveremo  alle 

formule  generali 

A*'  aenxea  a4*  | 

f 1 1 

tco  — h 
\ a 

\4»  I 

) sen—  (ax-Hs'A), 

A,l+I  sen  x a a,itl  ^ 

-r*) 

+ f I , 

1 coi  — [ax4-(4«*+- 1 V*  I » 

A4*’4-2  sen  x=j  — a4'4'2^ 

sen  —A 
a . 

V <»'  fa  I 

\ sen  - [ax-+-(4*'-+-a)A| 

A4* N sen  x ss  —a4'  ^ 

sen  —A 
a ; 

}*  * cos  [ax-t-(4»-+-3)A] , 

racchiuse  nelle  due  seguenti 

* 

A2”  stnj  = ±al*  ^ 

sen  — A 
a 1 

s3«  I 

J «e  n — • (ax-i-2/i  A) , 

A2’’4’'  sen  x=-Jr  a2"4"'  ^ 

sen  — A 
a 

vinti  f 

) co*-—  [ax-+-(2n-+-i)A] 

nelle  quali  bisogna  prendere  il  segoo  -t-  quando  n è un  oumero  pari  , e il  se- 
guo — nel  caso  contrario. 

37.  Le  formule  trovate  qui  sopra  sono  di  già  comodissime;  ma  il  signor  Le- 
gendre  è giunto  a qualche  cosa  di  più  semplice  ancora,  esprimendo  le  diffe- 
renze dell’ordine  n con  quelle  dell'ordine  n — 1 e dell'ordine  a— a , per  mezzo 
di  questa  equazione: 


A"senx=s  — ^ ateo —A  ^ j A"-1  sen  x-t-A"-2  sen  x j . 

Per  provarne  la  verità,  comi  .ceremo  da  fare  n =a ai—  1 nell’espressione  di 
A1"  seu  x del  precedente  numero  ; e verrà 


A4,-2senxsa — ^asen-^-A  ^ sen  fx-+-(ai— r)AJ  . . . (1); 

poi  prendendo  le  differenze  prima,  seconda,  terza  e quarta  di  quest’equazione 
Dii.  di  Mal.  rol.  III.  46 
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osservando  die  il  fattore  ^ asen  — A ^ è collante  (n.®  a5),  avremo 


A4*”1  sen  x =:  — j 

^ asen  ~h 

V 4/— 2 

I A sen  [x-t-(as  — i)AJ  . . 

• • <»>, 

A4*  sen  r=  — | 

2 sen  — /< 

\ a > 

L 4/-» 

1 A*sen[x-t-(2i— i)A]  . . 

• • (3) > 

A4'»  sen  x — — | 

1 1 7 ' 

a sen  — h 
v a , 

V •*’-* 

1 A3  sen  [x-t-(ai—  s)AJ  . . 

• • (4), 

A4,Msenx=a  — ^ 

' 1 / > 

2 sen  — n 

t a ) 

. *■-» 

| A4  sen  [x-t-(ai  — i)A]  . . 

. . (5). 

Moltiplicando  adesso  per — ^asen  -A^  , la  somma  dell' equazioni  (t)  e (a). 

facendo  per  abbreviare,  x-*-(a i — t)/i  = x',  avremo 


— ^asen  ^-A^  | A4*'-1  jen  x-t-A4''1  seti  x j = ^ asen  —A  (ieri  x'-+-Asen x') 
ora 

»en  sen  x'  = sen  (x'-l-A)  = aen  (x-t-aM  ) , ' 
e 

^ aien-^-A  ^ sen  (x-t-ai'A)  = A4' sen  x : 

dunque 


A4/sen  x = — ^ asen  —A  ^ (A4*-1  aen  x-+-A“"a  aen  x). 

Se  ai  traila  nella  medeaima  maniera  I’ espressioni  di  A*,",senx  e di  A*' sen  .r, 
si  troverà  che  la  loro  somma  moltiplicata  per  — ^ asen  —A  ^ è eguale  a 


A,i+I  aenx  (n.*  36);  seguir»  Io  stesso  dell1  espressioni  di  A 41  sen  x e di  A44*'1  senx, 
rapporto  a A^^sen  x , finalmente  di  quelle  di  A4,f'aenx  c di  A4,+asen  x,  rappor- 
to a d4'^senx.  In  tutti  questi  calcoli , bisogna  prendere  ciascuna  differenza,  col 
segno  da  cui  essa  è affette;  e siccome  i quattro  risultamene  indicati  compren- 
dono le  diverse  variazioni  che  possono  esserci  in  questi  segni,  l’equazione  posta 
al  principio  di  quest'articolo  si  trova  dimostrata  per  tutti  i casi, 

38.  L’espressione  generale  v,-f k, s «,+la-t-A‘v  dà 

sen  (x-t-aA)  = sen  (x-t-A)-t-[sen(xH-A) — senxj—  sen  (x-t-A)  ^ 2 sen  —A  ^ 

allorché  vi  si  mette  per  A1  senx  il  suo  Talore  del  n.°  36.  Questa  formula  è 
molto  speditiva  per  calcolare  delle  tavole  di  seni;  mentre  facendo  successiva- 
mente x = o°,  x=i°,  x = a®  , ec.  e prendendo  A = i®,  avremo 
sen  a“  = sen  s°-l-(  sen  i°— sen  o°) — sen  i°(asen  30')*  , 
sen  3®  = sen  2®-t-(sen  a®—  sen  i®)  — sen  a®(a  sen  3o')a, 
sen  i)°=sen  3”+(  sen  3“  - sen  2°)—  sen  3°(a  yen  3i/}2 , 
ec.. 
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e non  vi  sarà  bisogno  «li  calcolare  con  la  serie 

» 

seux  = x — x ■+-  ~ T7T  — (Vedi  S*i*o), 

' 1.1.3  '-»345 

che  il  seno  di  3o'  e quello  di  i.°,  per  i quali  questa  serie  è convergentissima.  Se 
si  formano  inseguito  i prodotti  dei  nove  primi  numeri  pel  termine  costante 
( a sen  3c/)*«  non  rimarrà  da  eseguire  che  semplici  addizioni  e sottrazioni.  Caro- 
lando con  tredici  decimali,  V errore,  secondo  il  signor  Delambre,  non  sarebbe  che 
di  0,00000  ooooo  06,  sopra  il  seno  di  Go°.  Passato  questo  termine  , i seni  si  ot- 
terranno per  mezzo  della  formula 

sen  (6o°-+-A)  = sen  (6o° — A)-+-  sen  A ; 
e si  avranno  i seguenti  seni,  per  verificarsi  nell'intervallo: 


■=•=  T n/5  -v  •. 


sen  3o°=  --  , 
u 


sen  Co* 


jen  45°=  ’ sen54®=  , 

Scrivendo,  x—  1',  x — io'',  in  luogo  di  x nella  formula 

sen (x+»4)  = len  (i+l)+[ len (x+4)-  Kn a] - kii  {i+4)  ^ 2 jen  —Il  ^ , 
e facendo  i=ir,  A = 10"  , avremo  queste  due  equazioni 

sen(x-H  1'  ) = sen x-t- seti  [sena — sen(x — 1'  )] — srnx(2sen  3o")*s 
sen(x-f-io"}=sen  x-t-sen  [ sen  x — seu  (x — io,')J — sen  x(2sen  5"  )l, 

le  quali  serviranno  a calcolare  i seni , di  minuto  in  minuto  , e di  dieci  secondi 
in  dieci  secondi,  quando  avremo  ottenuto,  per  meno  della  serie  riportala  di  so- 
pra ; i valori  di  sen  i ' e di  sen3o",  quelli  di  sen  io"  e di  sen  5". 

L'equazione  della  quale  abbiamo  fatto  uso  può  cangiarsi  nella  seguente  : 

sen  x= sen  (x-t-A)— [sen  (X-+-2A)— sen  (x-t-/r)J — sen  (x-t-A)  ^ 2 sen  -i-A  j , 

e per  mezzo  della  sostituzione  di  x — 2 A in  luogo  di  x essa  diventa 

sen(x — 'ih)— sto  (x— A) — [sen x— sen  (x— A)J— sen  (x — h)  ^asen— -h  ^ ; 

ir»  questo  stato  essa  darebbe  successivamente  i seni  , partendo  dall'arco  di  qo°  e 
andando  verso  o®. 

39.  La  maniera  d' impiegare  la  formula 

A“scnx= — ^ 2sen  -■  li  ^ j A"-’  setV x-t-4"-1  sen x j 

non  è difficile  a trovarsi.  Partendo  subito  da  o®,  per  passare  a un  arco  piccolis- 
simo, che  supporiemo  rappresentato  da  A,  ('espressioni  di  4 sen  x e di  A'sen  .r 
daranno  subito  * 

A sen  u°  = 2 sen  —A  cos  — A , 

2 2 


A’  sen  o”»  — ^ 2 sen  —A  ^ mi  A . 
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Que>U  due  differenze  «rendo  calcolate  avremo  «en  A e ten  ih  ; poi  formando  i 
prodotti  dei  nove  primi  numeri  pel  fattore  costante  ^ a ten  ~h  te  ne  rica- 
veranno dall"  equazioni- 

A*  sen  o®  <=  — ^ 2 sen  —A  ^ j Asen  o®-+-A1seno®  j , 

A‘seno®=! — ^ a sen  yA  ^ j A*  sen  o*-t-AJ  sen  o®  ) , 


ee. , 

con  semplici  addizioni  e sottrazioni,  i valori  dello  differenze  successive  di  seno*, 
|ier  mezzo  delle  quali  formeremo  quelle  di  sen  SA,  sen4A,  ec.  (n*  24). 

Con  simili  processi  sono  state  in  Francia  calcolate,  ncll’ufizio  del  catasto  , le 
gran  tavole  dei  seni  naturali  con  a5  decimali  per  le  roooo*""*  parti  del  quarto 
■li  circolo,  le  quali  però  non  sono  state  stampate,  ma  due  copie  ben  collazionale 
sono  state  depositale  all'osservatorio  di  Parigi,  negli  archivi  dell'  ufizio  dello 
longitudini. 

l.e  tangenti  si  deducono  tanto  facilmente  dai  seni  e dai  coseni,  che  inolile  è 
il  ricorrere  ad  altre  formule  ; di  piti  le  loro  differenze  non  si  presentano  sotto 
una  forma  comoda,  e poi  quando  si  hanno  fino  a 4 5*,  ai  ottengono  quelle  degli 
archi  seguenti  per  mezzo  dell'  equazione 

tzng^  =3  tang  A-(-lang  ^ 4^* — ^ • 


l 


l,e  secanti  si  deducono  senta  pena  dalla  formula 

acc  A=  tang  ^ 4^*  — ^ ) — l*ng  *• 


4o.  Ora  p isseremo  al  calcolo  dei  logaritmi  dei  seni  ; cominceremo  daU’osservare 

che  la  formula  sen  — a= s • — dà  lutti  quelli  dei  seni  degli  archi  raiunri 

a eoa a 

a 

ili  45®,  per  mezzo  di  quelli  degli  archi  compresi  fra  4^®  « 0°*-  I>er  ottenere  que- 
st'ultimi  di  grado  in  grado,  il  signor  Delambre  propose  la  serie 


„ ( sen  (x-t-A)—  sen  x ir  sen  (x-t-A) — sen  x k 

en(x-+-A)  = / senx-t-aM  J 7 77 1-  T I — |*-t-ec.  } 

l sen  (x-t  A)-t- sen  x a I-  sen  (x-t-A  )~r-  sen  x J J 

he  si  deduce  dalla  serie  ( T'rdi  LocaaiTMi) 

l(n- i s)  = la+aM  I — i—  -+-  ( — — V ^ V «*•  } s 

1 ' ( 2/1-t-*  ~ \a n-t-zj  5 \an+i/  J 


facendo  n = sen  x , e n-t-*=:sen  (x-t-A),  donde  risulla  z = sen(x-+-A) — sen  .r. 
Metleudo  4senx  invere  di  z,  a iremo 


I sen  (x-t-A)=  /sen  r+aM 


1 4 sen  x 

( a seiix-t-Ase»  x 


1 V-tec  * 

i \2  sen  x t-A  sen  x/  \ 
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Se  prendiamo  e avremo  per  il  ieno  di  46*  una  »erie  conver- 

grntifiima,  e ohe  lo  diverik  sempre  più  a misura  che  si  avanzerà  verso  90°,  per- 
chè la  differenza  Asenx  va  sempre  diminuendo:  quanto  al  seno  di  45°  , il  suo 

logaritmo  è y I y ■ . 

Non  possiamo  passare  sotto  silenzio  una  serie  semplicissima,  propria  a da^e  il 
logaritmo  del  coseno  quando  l'arco  è piccolissimo  , e che  il  signor  Delarubre  è 
stalo  il  primo  a fare  osservare.  Si  sa  che 

/(1 — x*)  = = — M y x4-4-  y x*4-  ec.  ^ {Pedi  Log  abiti#!  ). 


Se  si  cangia  x in  seno:,  avremo  1—  xa  = cosax,  /(i — x%)  diventerà  /co s*x,  o 
a /coso:,  e si  otterrà  per  conseguenza 


/ cosx  = 


■— M(r 


sena.r-+-  -7-  sen*x-+-  — scn'x-*-  ec. 

. 4 6 


}• 


Riprendiamo  adesso  la  nostra  formula  , le  differenze  successive  di  /sena:  , de- 
dotte dalla  formula  di  qui  sopra,  noti  si  presentano  sono  una  forma  assai  como- 
da per  usarsi  nella  pratica  ; ma  quando  non  sarà  necessario  di  calcolare  rbe  dei 
valori  compresi  in  un  piccolo  intervallo,  potremo  limitarci  al  primo,  o tutto  al 
più  , ai  due  primi  termini  di  questa  differenza , cotfclusa  dallo  sviluppo  di 
/sen(x-t-A)  per  mezzo  del  teorema  del  Taylor,  termini  che  saranno 


poiché 


M^cotXy  — ^ i-t-col’X  ^ — J, 


di  sen  x 

r°S  T M , 

■ — . _ — - p—  (*of  X 

dx 

sen  x 

d*l  sen  x 

- M ‘ 

di r» 

icn1* 

= — M 


senIx-f-cos*x 

seu*x 


- M (i-t-  col‘x  ). 


Quando  non  ci  proponiamo  di  verificare  che  delle  tavole  di  già  calcolate,  o di 
correggerle,  possiamo  dare  all' espressione  di  / sen  (x-t-/i)  un*  forma  che  permetta 
d'impiegare,  invece  dei  seui  naturali,  i logaritmi  contenuti  nelle  tavole.  Infatti, 


tang  — (x  t-/i— x) 
sen  (x-t-/i)  — sen  x a 


aen  (x-t-/i)-t-»eii  x 

tilil 

as 

lì». 


tangy  (x-i  /i-t-xj 


tang  - 


™ tang  '—he ot  ( c V-  —A)  ; 


ta-ig 


( *4'') 
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/ SCO  (x-f-Zr)  = / sCll  X-+- 


aM  h / h \ 

— ' *an?  ~ Cot  y x-4-  7~  ) 

aM  r h / /i  \ |* 

r['a»g7coi(  j 

iJlr  h /.  h \-is 


1 termini  «li  questa  formula  essendo  frazioni  assai  piccole,  per  metterle  in  nu- 
meri, ci  serviremo  «lei  logaritmi  delle  tangenti  e delle  cotangenti,  dati  dalle  ta- 
vole proposte,  poiché  l’errore  che  potrebbe  trovarsi  negli  ultimi  decimali  Ji  que- 
sti logaritmi  non  sarà  di  veruna  conseguenza  rapporto  ai  rìsullamcnti.  Fa)  è in 
questa  guisa  che  il  signor  Delainbrc  ha  rilevalo  diverse  inesattezze  nelle  grandi 
tavole  del  Wlarq. 

4«  . La  formula 


*(*—  i) 


ntn — i)(n — 2)  „ , 

H A3«-t-  ec.  (n.°  ad) 


1 . 2 . 3 


ha  la  proprietà  di  legare  algebricamente,  con  1*  indice  del  posto  ebe  essi  occupa- 
no, i differenti  termini  di  Una  serie  di  numeri  dati, 

«s  “«»  “a> 

senza  conoscere  la  funzione  dalla  quale  provengono  questi  valori. 

Infatti  se  in  quest*  espressione,  ove  le  differenze  Ars,  A3//,  ec.  sono  numeri  co- 
nosciuti, si  considera  n come  una  variabile  indeterminata,  e che  per  conseguenza 
si  sostituisca  in  luogo  di  x , avremo  una  funzione  che  goderà  della  proprietà  di 
prendere  successivamente  n-t-i  valori  u , ut  , u%  , . * . . u„,  allorché  vi  *i  farà 
X = o , =1,.  . . . = /i,  e che  di  più  darà  tanti  valori  quanti  vorremo  sottopo- 
sti alla  medesima  legge,  dando  ad  x valori  differenti  da  quelli  che  abbiamo  in- 
dicali. 

Siano  per  esempio,  i numeri 

3 . 7 . '9; 

prendendo  le  loro  differenze  successive,  si  trova 

u=s3,  Au  =z  4 * Aau=.8 

c ne  risulta 

3-+-4x“F4x(jr — 1)  = 3-4-4  xa, 

espressione,  che  quando  facciamo  x = o,  — f , =2,  rende  i tre  numeri  dati  , e 
dalla  quale  se  ne  ricaverebbero  un'infinità  di  altri  legali  ai  primi  per  mezzo  di 
una  medesima  legge  algebrica.  Vediamo  ancora  che  mediante  quest*  operazione,  i 
numeri  dati  sono  compresi  in  una  serie  le  di  cui  differenze  seconde  souo  co- 
stanti, e il  di  cui  termine  generale  è 3-+-4xa. 

42.  Ciò  conduce  naturalmente  all*  interpolazione,  che  consiste  a inserire  fra 
i termini  dì  una  serie,  nuovi  termini  soggetti  alla  medesima  legge  dei  primi. 
Iuseriic  dei  me«lj  fra  due  lei  mini  di  mia  piogtcssioue  per  differenze  , o di  una 
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progressione  per  quozienti , equivale  a calcolare  «lei  termini  clic  risponderebbero 
a valori  frazionari  dell1  indice,  ciò  significai  interpolare. 

Nella  progressione  per  differenze 

a , a-+-  d , a+2  <5  . . . . a-h  (/t — i ) 7 , 

3 

il  termine  medio  fra  a-f-d  e a+ao  , corrisponderebbe  ad  n = — - c sarebbe  |>cr 


conseguenza 

3 * 

a -1-  — - o 
2 

Nella  progressione  per  quozienti 

i , a,  a9,  a»,  a‘,  . . . . n" , 

ore  gli  esponenti  tengono  il  luogo  dell' indice,  »’  imeni  ebbero  due  medj  fra 

i a 

a9  e «*,  facendo  successivamente  n = 3-t-  — , =3  t-  — , il  che  darebbe  in  i[ue- 
st' intervallo  i termini 


3,  3-H 


,3+f  fl4 


formando  una  nuova  progressione  la  di  rui  ragione  sarebbe  a* 

La  medesima  operazione  si  effettuerebbe  per  l’espressione  di  u ^ formala  nella 
medesima  maniera,  se  quest'espressione  potesse  considerarsi  rome.il  termine  ge- 
nerale della  serie,  alla  quale  appartengono  i numeri  dati,  ma  questo  è ciò  clic 
non  ha  luogo,  che  con  restrizioni  che  presentemente  faremo  conoscere.  Il  proble- 
ma generale  di  trovare  una  funzione  di  x che  divenga  successivamente  cia- 
scuno degli  n-Hi  numeri  dati , allorché  per  x vi  mettiamo  i valori  o,  i,  a,  3.../I, 
è indeterminato  di  sua  natura;  mentre  possiamo  soddisfare  a queste  condizioni 
con  funzioni  mollo  differenti  fra  loro,  purché  esse  contengano  un  sufficiente  nu - 
mero  di  costanti  arbitrarie  per  verificare  1'  equazioni  clic  ne  risultano. 

Ciò  equivale  a determinare  P equazione  di  una  curva,  per  mezzo  della  sola 
condizione  di  passare  per  un  numero  h-+-i  di  punii  dati  , il  che  non  potrebbe 
effettuarsi  completamente,  se  nou  che  nel  caso  in  cui  l’equazione  sia  data  di 
specie,  poiché  possiamo  trovare  delle  curve  differentissime  che  si  taglino  in  tanti 
punti  quanti  vorremo;  tali  sarebbero  le  curve  FGU  e CDK  (Tnv.  XCVIlI,a/?£.  12), 
le  quali  non  avrebbero  di  comune  che  i punti  dati  M,  M,  , Ma , M3  , et:.,  e che 
d'altra  parte  differirebbero  mollo  nell' intervallo  da  uno  di  quesli  punti  al  se* 
guente. 

Se  sviluppiamo  secondo  le  poterne  di  x V espressione 


u 


x 

u- f-  — Ah  -+- 

1 


1 .2 


A a« 


essa  prendo  a la  forma 


X[X  -l)(x-2) 

1.2.3 


A ?u  -+-  et-.. 


I 


ux  :=uu-+-  zx-\-*x*-+-'t  X 3 -f-  VX»  , 

c i coefficienti  2 , jS  , y , . • • . v , non  dipenderanno  clic  «la I le  differenze  date 
Ah  , A aH,  ....  A"h.  Si  vede  allora  clic  hx  è P ordinala  di  una  curva  de!  ge- 
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nere  parabolico  soggetta  a passare  per  n-hi  punti  dati;  ma  senta  uscire  ancora 
■la  questo  genere  di  curve  , li  sarebbe  potuto  variare  la  forma  dell’espressione 
di  op- 
ponendo per  esempio,  «^asu-t-Ax-f-Bx*,  e determinando  i coefficienti  u.  A, 
e 11  perché  ur  divenga  3,  7,  19,  quando  x=ao,  =ai,  =3,  si  troverebbe 


formula  differentissima  da  quella  che  abbiamo  ottenuto  nel  precedente  numero, 
con  le  medesime  condizioni.  > 

Se  la  curva  parabolica  corrispondente  all’espressione  generale  di  ur  riportata 
di  sopra  non  è la  sola  che  possa  passare  per  gli  n-t-i  punti  dati,  essa  è almeno 
la  più  semplice,  e la  teoria  dell' osculazioni  (Vedi  Osculazione)  fa  conoscere 
else  simili  curve  possono,  in  un  piccolo  spazio,  approssimarsi  sensibilmente  ad 
una  curva  qualunque  , specialmente  quando  non  si  trovano  punti  singolari  in 
questo  spazio;  e ciò  perchè  eccettuato  dei  casi  particolari,  una  funzione  che  noss 
diviene  infinita  quando  la  sua  variabile  è nulla,  può  svilupparsi  seguendo  le  po- 
tenze intere  e positive  di  questa  variabile,  in  una  serie  che  saris  convergente,  se 
la  variabile  non  prende  che  un  valore  piccolissimo,  e perciò  in  quest’  intervallo, 
una  tale  funzione  segue  sensibilmente  la  legge  delle  funzioni  razionali  e intere 
che  hanno  delle  differenze  costanti  (n.®  3o). 

43.  La  formula  precedente  suppone  che  la  differenza  dei  valori  dati  di  x sia 
1’  unità  , e che  essi  comincino  da  zero;  si  cangiano  facilmente  queste  circostanze, 
osservando  che  se 

“=/(°)s  ",=/(«- 4-A)  ....  u,=/(u-t-nA), 

e che  ti  faccia 


ne  risulterà 


o-+-nA=x , 


donde 


a = 


Au 


(x—a)  /x  — a \ A’u 

A V A 1 ) 1 . a 


-+-  ec. , 


espressione  nella  quale  il  primo  valore  u risponde  a x=a,  e gli  altri  seguono  a 
intervalli  indicali  da  A 
Ponendo  per  abbreviare , 

x — a — //  e «, — u=A'u, 


avremo  questa  formula  generalissima  e semplicissima 

.,  A'  A'(A'-A) 

A u =s  — Au-t-  -1 — r— - A’u 
A 1 . a A* 


A'(A'-A)(A'-2A) 
1 . a . 3 P 


Ama- 


che farà  conoscere  Ij  differenza  A '«  fra  u,  ed  u,  per  un  intervallo  A'. 

44.  Prima  di  andare  piu  avanti,  ue  faremo  riconoscere  I’  uso  per  mezzo  di  un 
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«empio  ricevalo  dalle  tavole  dei  logaritmi.  Supponiamo  che  li  voglia  ottenere  il 
logaritmo  ordinario  di  3, i^i59aG536 , per  meno  di  una  tavola  contenente  i lo- 
garitmi da  i fino  a 1000 , con  dieci  decimali , considereremo  i logaritmi  conte- 
nuti in  questa  tavola  come  i valori  dati  dalla  funzione  u, , i numeri  come  quelli 
di  ir,  e formeremo  la  seguente  tavola 


| SUMERI 

LOGARITMI  ,1 

DB 

DI  WEB.  3* 

differ.3* 

DB 

m 

°t  4969*9848*' 

m 

0,  ^983io5f)38 

13809057 

I 

0,4996870836 

1 3765388 

— 43769 

n 

0,5010593633 

13731796 

— 43493 

-t-  377 

Ai 

0,5034271300 

13678578 

— 48318 

■+■  *74 

— 3 

dalla  quale  si  rileva  che  le  differenze  vanno  decrescendo,  il  che  rende  conver- 
gente l'espressione  di  A'u ; e siccome  prendendo  alcuni  logaritmi  consecutivi  di 
più,  si  troverebbe  ancora  — 3 per  la  quarta  differenza,  ne  segue  che  in  que- 
sto intervallo  l'espressione  di  A'u  deve  rigorosamente  terminare  ai  quarto  termiue, 
quando  non  prendiamo  che  io  cifre  decimali. 

Dalla  tavola  di  sopra  si  ha 

“=  0,^909296481, 

A u =-4-o,  0013809057  , A*u r=s  —0,0000043769, 

AJu  = -+-o,  0000000277  , A'u  = — o,  000000000 3 

e siccome 

Asso, 01  , A'  = o,  0018926536, 

otterremo 

ss  o,  i59i653G , — , sa  — — 3= — 0,42036732 

A aA  a/i  a 


/•'— 3/1  _ A* 
3A  50  3A' 


SS!  — 0,61357831  , 


//— 3A 
4A  ' 


: ^ — 1-ss  — 0,71018366. 

4A  4 


Con  questi  valori  sarà  facilissimo  di  mettere  in  numeri  la  formula 

A u ss  — Au  -t-  — 1 A*u 

A A . 3 A 


A'(A'— A)  (A'-aA) 
A .ah. Vi 


A»u 


la  quale  darà , 
e per  conseguenza 
Dii  di  Mal.  l'ol. 


//(//— AX//-2A)(/i'— 3/i) 

+ ÀV^OÀ^A 4“ 

A'«=  0,0002202245 , 

/3, 1 4 12926536=  0,49714987*6. 

III. 


47 
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45.  li'  origine  degl’indici , cioè  l’ indice  o , può  situarti  ore  si  vuole  : cosi  al- 
lorquando gl' indici  < 

o,  1,  2,  3,  ...  n, 
corrispondono  alla  serie  dei  valori 

u , «„  ua,  us, «„ 

se  ti  diminuiscono  lutti  gl'indici  di  m unità,  essi  diventeranno 

— m , — (m — 1),  ....  — a,  — 1,  o,  1,  a,  . . . . n — m 
e i valori  corrispondenti  si  scriveranno  cosi  : — 

B-ms  • • • • u_, , u,  u, , ua y ....  u„_„  . 

Gl’indici  minori  di  m diventeranno  negativi,  ma  l'ordine  di  successione  de- 
gli n non  essendo  turbato,  la  formula  del  n.°  36  avrà  ancora  luogo,  cangiandovi 

Au , A *u,  A3u,  ec.  , in  Au_m,  A*u_m,  A 3u_„,  ec., 
e n in  n-4-m , purché  l'indice  sia  contato  a partire  dallo  zero  attuale. 

L'origine  degl'indici  sarebbe  situato  simmetricamente,  se  essa  fosse  alla  metà 
dell’  intervallo  abbraccialo  dalla  riunione  dei  dati  valori  ; ma  bisogna  allora  di- 
stinguere il  caso  in  cui  il  numero  di  questi  valori  è impari  da  quello  nel  quale 
esso  è pari.  Rei  primo  caso,  l'origine  degli  indici  cade  sopra  la  quantità  media, 
da  ciascuna  parte  della  quale  si  riuniscono  simmetricamente  gli  altri  valori  e le 
loro  differenze,  quando  si  scrivono  come  nella  tavola  seguente,  ove  ciascuna  dif- 
ferenza è situata  al  di  sotto  e fra  le  quantità  da  cui  essa  deriva. 

Gl’  indici  essendo 

— 4,  — S,  — a,  — 1,  o,-t-  r,-t-a,-t-3,-+-4,  ec., 

i valori  di  u„  e le  loro  differenze  saranno  indicate  da 

ec.  u_4  a.,  u_,  u u,  u%  i,  u,  ec. 

Atf_s  Au.j  Au_a  Au_,  A u Au,  Aua  A ua 

A*m_4  A*u_5  A*h_»  A*u_,  A 3u  A 3u,  A*«a 

A*u_4  A’u_,  A3u_a  A‘u_,  A3u  A’u, 

A*u_4  A*u_s  A‘u_a  A 4u_,  d’u 

A5u_4  A‘u_,  A‘u_a  A5«_, 

A‘u_4  A‘u-s  A *u_a 

A7u_4  A’u., 

A*u_4. 

Cominciamo  dal  non  considerare  che  i tre  valori  u — 1,  «,a,,  e arrestiamoci  in 
conseguenza  alle  seconde  differenze  che  supporremo  costanti.  Prendendo  le  quan- 
tità h t V a cominciare  da  u,  la  formula  del  n.°  43  darà,  a motivo  di  h sei,  e 
di  A3u==  A*u_,, 

/,'  A Vf//— 1)  Aa 

11  ~ u- 1-  — Au  -t-  AJu_, 

1 i.a 


ma 


Au A1  u_, 


t 


/»'» 

-t-  — A*u_,  ; 


> ,,  a Au — A*m„  . A«-1-Au— A3u_, 

Au A1  u_|  =s — L. 

a 3 3 

A'/-t-Aw_, 
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dunque 


, ht  (lu+4u_,)  //» 

u,  = u- 1-  — — — A3u  .. 

I a i .a 


Supponiamo  inseguito  cinque  valori,  u_, , u_t , u,  u,  , u„  ciò  ci  condurrà  alle 
differente  quarte,  che  bisognerà  trattare  come  costanti  ; ponendo 

A4u  = A*u  ss  A4u_»  ; 

avremo 

A'  //( A'-i) 

a = ai AaH A*u 

i i . a 

jaj-aj-a 

i .a. 3 

A'( A'  — , ,(A' — 1)( A' — 3)  .. 

^ 77Tm 4“- 

Mettendo  in  quest’  espressione  A*a_j— Asa_j,  in  luogo  di  A*u  ; A*«_| — A*«_„ 
io  luogo  di  A*«,  coiuincererao  dal  trovare 

A»  , . , A'» 

a, =u-t-  — ( Au-t-  Au_,  ) -+■  — A»*_, 


f ' ^ 3 '■  | A’u_,-t-  ( A5u.I-+-A4ii_4-t-  à*u_»)  | 

Quello  che  è fra  le  grappe,  nell’ ultima  linea,  può  scriversi  cosi: 

/ h'— a \ A' — a / A'— 3 \ 

(.  -y)  A»».,  + -y  ( .-H  _ ) 

A'-+-i 


A'-a  A'-4-v 

5 -4S“-«--3 r -1 


«-*-»  ( , //«—a  4 | 

A“-M 


4'+i  aA5u_i-+-adsu_1— aA'u.j-t-A'A'u., 

. 4 


A -t-i  I 

“ 3 \ 

e da  ciò  si  conclude 


A’-t-i  I A3u.|-t-Asu_1  J A'(A'-+-i) 


*f  3.4 


A*o_,; 


^ A' (Aa-t- Au_,)  h'{hf — i)(A'-m)  (A5H_,-t-A,u_1) 

— 1 a i.a.3  a 

H.H  4’b_,  h-  Stetti»*, 

•a  i.a.3.4 

E senta  dubbio  lo  Stirliog  per  metto  di  un’indutione  presso  a poco  simile  ha 
trovato  la  seguente  formula, 
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A'  (Au-t-A«_i)  A'(A'3— i)  (A -(-&V  ,) 

i a ”**  i .a  . 3 a 


A'(A«— i)(A'»— 4) 

* t.a.3.4.5  a 

A'(V*—  iKA'»— 4XA'»-9)  (A’u_,-+- A’u_i) 
+ T77 3741767^  : a 


h'x  „ A'»(V*-i) 

Al«_|H r— ~ A’u., 

1 .a  I.a.3-4 


^.  A'y'»-,KA»-4)  A,u_8 

■ . a .3 . 4 .5 .6 

A'l(Ar* — «X*'* — 4X*'1— -9)  A, 

1 . a . 3 . 4 ■ 5 . 6 .7.8  * 

■+•  ec. , 

che  egli  non  ha  dimostrata,  ma  che  sarà  fatto  in  una  maniera  generalissima  e sem- 
plicissima, all'  articolo  Funzioni  c.enzbatbici. 

Lo  Stirling  ha  fatto,  per  abbreviare, 

A u -+- A 1 = B , A 1u_,=4, 

Alu_,-+-A5«_a  = C,  A,u_1~c , 

A1b.,+A‘«-j=sI>,  A‘u_3— (/, 

A’«_s-+-A,u_4  = E , A’u.,  = e , 

ec. , 


aCA'-v-cA'*  A'*— 1 

-t-  — . - ■—  — 

1 . a 3-4 

3DA'-t-«iA'»  A'*— 1 A'»-4 

1.2  # 3.4  ‘ 5.6 

4E//+eii'*  //*- 1 //*— 4 //a-9 

1.2  3*4  Sa  6 7.8 

ec. 

46.  Allorquando  il  numero  delle  quantità  date  è pari  , si  pone  1’  origine  de- 
gl’ indici  nel  mezzo  dell' intervallo  ohe  separa  le  due  quantità  medie  ; e per  evi- 
tare gl’indici  frazionari,  si  mette  fra  questi  numeri  una  dilTerenza  di  due  unità, 
come  si  vede  dalla  prima  linea  della  seguente  tavola 


ec.  —7, 

-5, 

-3, 

— • 7 

0.  "t*I> 

-t-3, 

+5, 

-4-7,  ec. , 

CC.M_, 

«-S 

“-t 

«1 

“s 

//,  ec. , 

A u. 

-7  Av_ 

-s  A“-s 

Au_(  Au 

1 Ar/j 

Au. 

Aatf_7 

A*U_4 

A3!/. 

s A3u_, 

A *«, 

A *«» 

A3//. 

.7  A*tt. 

-a  . 

A3u_j  A5u_| 

! A’"l 

A*U_7 

A‘u. 

-5  A‘u_3 

A‘«_i 

aV 

•t 

Ash_4  A‘«_ 

3 

Ae«_ 

7 A‘w.4 

A 


Digitized  by  Google 


* 


DI  P 373 

Lo  Slirl'mg  dà,  per  questo  caso,  la  formula 
(«,-t— u_i)  A'1  — i (A*«_,-s-61u_,) 

u ss • H j-  ■ 

a a. 4 3 

(V»_iXA'*-9)  (A*«_  ,+A‘a.,) 

‘h  a. 4. 6. 8 ‘ a 

(A'»-i)(A'*— 9)(A'»-a5)  (A"  u_,  -4-  A*  ) , 

1 • - ■ T*  cc. 

2.4 .6 .8 . 10. ia  a 

tf  CfC-tWA"-») 

-^7a“-+  -7T5”  - J77i^n;-a“-* 

3.4-6.8.10.13. 14 

che  abbrevia,  ponendo 

A«.|  = 0, 

A1o_l-+-A1u_,=  B , A*u_s  = A, 

A‘«-j-l-A‘a_s  = C,  A 5u_,=c, 

A‘u_s-*-A*ti_i  = D,  A’o.  1 =<f, 

ee., 

donde  segue 

A-t-oAf 


3B-+-AA'  A'»-i 

a 4-6 

5C-t-cAf  A'1— ^ A,J— 9 
a ^.6  8 . 10 

yD-s-dA»  A'»—,  A'»-9  A'»-a5 

a 4.6  8.10  la . >4 

-t-  ec. 

Questa  formula  si  deduce  da  quella  del  numero  precedente,  osservando  che  le 
prime  differenze  sono  in  numero  pari , nella  tavola  della  pagina  370,  e che  il 
loro  termine  generale  è rappresentato  da  A nx;  si  cangerà  dunque  h'  in  A'-v-i 
nell’  espressione  di  u,  del  numero  citato,  poi  ne  sottrarremo  il  primo  valore; 
i valori  dine  le  loro  differenze  non  dipendendo  da  A',  non  variano;  non  avremo 
perciò  che  da  differenziare  1 loro  coefficienti  , come  qui  sotto  lo  facciamo  per  un 
termine  di  ciascuna  delle  due  serie  che  compongono  il  valore  di  ux.  Nella  prima, 

A'  (A'»-iXA'»— 4) 

a ‘ i.a.3.4.5  ’ 

che  equivale  a 

« (A' — a)  ( A'— , )A'(A'-+- 1 XA'-t-a) 
a s. a. 3.4.5  ’ 

diventa 

. (A'-l)A'(A'+iXA'4-aXA'-+-3l 
a i.a.3.4.5  ’ 


l 
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sottraendo  ila  questo  valore  il  precedente,  si  troverà 
i (A'_i)A'(A'-+-i)(A'-t-3) 


<A'-i)A'(A'-t-i)(A'-*-a) 


, .2.3.4 


Nella  seconda  serie,  il  coefficiente 

A,l(A'1— i)(A'*— 4)  (A'-aXA'-i)A' . A'(A'-t-iXA'-+-a) 


1.  a. 3. 4. 5. 6 


1 .a. 3. 4. 5. 6 


si  cangia  in 


(A'  — 1 (A'(A'-+- 1 )(  A'-t- 1)(  A'-t-a  )(A'-*-3) 


1. a. 3. 4. 5.6 

e la  differenza  di  questo  valore  al  precedente  è 
(A* — 1 }A'(  A'+ 1 ){A'-t-a) 


|(A'-t-i)(A'-f-3)-(A'-a)A'  | 


1. a. 3. 4. 5. 6 

_ r (A'— i)A'(A'-t-i)(A'-+-a)!aA'-t-i) 

_ *"  ’ 1 .a. 3. 4. 5 ‘ 

Operando  egualmente  sopra  gli  altri  coefficienti,  si  troverà 

(4«-+-Au_i)  A'(A'-t-i)  (A*u_,-+-A’«_.) 

A«  _ =:  ■ *4*  • — 

2 *.a  2 

( (A'—  ilA'tA'-HlfA'-r-a)  (A8  A*u_,)  ^ 

i.a.3.4  a 

. (aA'-t-i)  A »«_,  (aA'-t-iKA'-t-ilA*  A* 

1 a i.a.3  a 

. (aA'-+-i)(V+a)(A'+,)A'(A,-l)  A‘«-,  . __ 

* T7T374T5 ~T“  + ec‘ 

Quest' espressione  è quella  di  una  prima  differenza;  ma  passeremo  all'  espres- 
sione di  ux,  diminuendo  di  un’  uuità  gli  esponenti  delle  caratteristiche  A,  poi- 
ché ciò  equivale  a prendere  le  prime  differenze  per  delle  quantità  primitive,  le 
differenze  seconde  per  delle  differenze  prime,  e cosi  di  seguito;  e siccome  la 
formula  dalla  quale  abbiamo  comincialo  suppone  cbe  i valori  dati  siano  in  nu- 
mero impari , le  loro  differenze , prese  adesso  per  i valori  dati , sono  necessaria- 
mente in  numero  pari , come  si  può  vedere  nella  seconda  linea  della  tavola 
del  n.°  45;  ma  per  situare  l'origine  degl'  indici  fra  le  due  quantità  medie  che 
qui  sono  indicate  da  u_t  e n,  e fare  in  modo  cbe  la  differenza  di  quest'indici 

sia  di  due  unità,  bisogna  scrivere  . _ * , invece  di  A,  e quindi  sostituire  in- 


vece dei  valori, 
i valori 


. «—Si  U_j , w_a , u_, , u,  u |,  iil(  u,, 
■ «-T>  «-S»  «-Si  »_1,  u,  , I/,,  l/s,  , 


X 
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Effettuando  accuratamente  queste  trasformazioni , ricatteremo  sopra  1' espres- 
sione di  ux  relativa  al  esso  in  cui  il  numero  delle  quantità  date  è pari. 

47.  Fin  qui  abbiamo  supposto  che  le  differenze  dei  valori  della  variabile  in- 
dipendente x fossero  eguali  fra  loro;  questa  circostanza  non  incontrandosi  sem- 
pre , conviene  costruire  una  formula  che  non  sia  soggetta  a quest'ipotesi.  Si 
giunge  egualmente  a ciò  prendendo  ancora  per  termine  generale  della  serie  delle 
qua  otiti  date,  una  funzione  razionale  e intera  della  variabile  x. 

Questa  funzione,  scritta  sotto  la  forma 

uMc=t  A-t-Rr-t-CxM-Dx3-!-  .....  -hPx", 
e diventando  successivamente 

“n  »st “a. 

quando  diamo  ad  x i valori 

a , a, , fl„  ......  a„ 

dà  per  determinare  i coefficienti  A , B , C , D , ec. , I’  equazioni 
u=  A-t-Bo-4-Co*-l-DaJ-+-  ec.  , 

ul=:A+Ba,-t-Cfli+DoI-4-  ec. . 

«Js:A+Bfla+Cfla-t-Dfla,+*  ec., 
a s 

a3s  A-fBflj+Cfla+Dca*t-  ec. , 
ec. 

il  di  cui  numero,  n-4-i , i eguale  a quello  dei  coefficienti  A , B , . . . P.  Se  si 
sottrae  successivamente  la  prima  dalla  seconda,  questa  dalla  terza,  è cosi  di  se- 
guito, si  giunge  a risultamenti  respettivamenle  divisibili  per  a,— a,  o,— o, , 
e, — a%  , ec. , donde  si  ricava 


— — — = B*+-C(o,-t-a)-t-D(a1-t-aI<H-oI)-t-  ec., 
a 

— 1 =B-+-C(o,-+-a|)-+-D(a,-+-0,oa-4-o1)-t-  ec., 

«»— «1 

? = B-+-C(os-t-Oj)-t-D  (a,-+-0,a,-t-a,)  -t-  ec. , 

o,-oB 

ec. 

Per  rammentare  l'analogia  che  i primi  membri  di  quest’ equazioui  hanno  cou 
le  differenze,  faremo  come  il  Laplace , 


“-i=?  =iu, 

a.— a a*— fls 


Z'ÌUt  , 


“3— “a 
o,—  o. 


= 5o»,  ec., 


ed  allora  avremo 


fcs  B+Cfa^l+DIa^s+o1)  + ec., 
do,  £sB-+-C(fl,-t-fla)-!-D(d,-Hi,Uiì4-fla)  -t-  ec. , 

M sa 

>)«,  = B-t-Dfoj-t-oJ-t-Dfoj-t-OjOi-t-o,)  •+•  ec. , 
ec. 
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Sottraendo  ancora  citte  mia  ili  quest’  equazioni  da  quella  che  la  segue,  i risut- 
taraenti  diventeranno  respetlivamente  divisibili  per  a,— a,  a,— a,,  ec.;  e facen- 
do, secondo  lo  spirito  della  notazione  stabilita  di  sopra, 


5o, — 
a, — a 


= S*u, 


5«,- 


“i 

= 5»«,, 


o,-o, 


ec.. 


si  troverà 

5*u  = C-4-D(aa-+-u,fc4-o)  -4-  ec.  , 
= C-t-D{o5-4‘eia“Hi,!  -4“  ec. , 
ec. 


sottraendo  ancora  ciascuna  di  quest'  equaiioni  da  quella  che  segue,  i resultamcnti 
salatino  divisibili  per  o3— o,  ec.,  si  farà  dunque 


cil  otterremo 


<1*0,  — 5*« 

o,—o 


= 5’u,  ec., 


5*«  ss  D-+-  ec. 


Il  metodo  del  calcolo  è di  già  sufficientemente  stabilito  per  continuarsi  quanto 
vorremo. 

Se  non  si  avessero  che  quattro  valori  dati,  «,  ti„  u„  e u„  l’ espressione  di  «, 
potrebbe  arrestarti  al  tcrmioe  Dx5;  allora  I' equazioni  di  sopra  condurrebbero  a 

d=.:»«, 

C sa  5*0— (oa-4-a,-4-o)  5 *o, 

B = 5u  — 5 *B-4-(a,a , -4-a,a-4-o , a)  S ’u 

A = u— o5u-Hi,a5*u — 0,0,05*0; 

e sostituendo  questi  valori  nell'  espressione  di  si  avrebbe 
ux=u-i-(x — o)  5u-f-  [x* — (o,-t-o)x-+-a,a]  5*u 

-4-  [x*— (o,-4-o1-4-a>x*-t-(fl,o,'4-o,a-4-a,a)x— a%a,a\  5’u. 

Con  facilità  si  vede  che  i coefficienti  di  Su,  5*o,  5’u,  possono  decomporsi  in 
fattori  semplici;  e facendolo,  viene 

ux  = u-4-(x — a)  5 b-44*— o)(x— o,)  5*u-4-(x— a)(x— u,)(x— a,)5*u. 

Quest’  espressione  può  estendersi  a quel  numero  di  valori  dati  che  vorremo, 
per  mezzo  delle  quantità  5u  , 5*«  , 5*u  , ec. , di  cui  la  successiva  derivazione  é 
indicata  dal  seguito  dell’  equazioni 


«■-“  _s„  1 u< 

= r)u,  — — ■ 

cr, — a flj— o, 


Su,, 


»S— “a 
o,—  o. 


5«,, 


«»— "a 
04-OJ 


Su  „ 


cc. , 


Su, — io 

0,-0 


= 5’u , 


5u, — Su, 
a,— a. 


— S2u,, 


Su j — 5u, 

0,-0, 


S*</s, 


ec.. 


5 *«, — 5*u 
o,— a 


5*«, — 5*u, 
o4—o. 


= 5*u,, 


ec., 


5*«, — 5*u 
a, — n 
ec.. 


= 5*0, 


ec. , 
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comprese  Dell'  equazione  generale 

=an‘ur. 

a,i.  — “r 

Con  quesle  contlizioni  avremo 

o,=u4-{*— a)'u-(-{*— o)(x— a,)51s«-4-(x— o)(jr— o,)(x— a»),»» 
-+-(x— o)(x — o,)(x— aa)(x — o,)d*u-f.  ec.  . . . 
48.  Quando  i valori  a,  a,,  a„  . . . . sono  equidifferenti,  si  ha 
n,  = ii+/i,  02  = 0+2/1 , ....  a„  = a+nh; 


donde  segue 


/ 


. At*  , Au,  A u%  Au, 

’“=  T ’ T X’«C  l 


,,  A»u  A5u,  , A*n, 

d>U=  — , 3*“,=  — , «•«,»  ^ , «e.. 


A5»  .,  A*u, 


» — , ec. , 


a. 3/i5  ’ , — a. 3/i5 

A4» 

’ a . 3 "4  A*  ’ 


ec. 

Con  questi  valori  e facendo  x— a = h\  ricadereroo  sopra  l'espressione  di  um 
ottenuta  nel  n.°  48. 

49.  I coefficienti  rappresentati  da  Su,  ò5u,  S>a,  ec.,  sono  capaci  di  una  forma 
degna  di  osservazione,  infatti 


li, — u ».  u 

1 =a  ! 1 

o, — a «1 — o a— o, 

Su,—'u 


d**«  * £^“  « ^ 1-  l 

aa — a «a — a ( a% — at  at— aa  a a — a,  } , 

e se  si  riduce  insieme  i due  termini  affetti  da  ut , verrà 


(a»— ol(a2— a,)  (a,—  a){a,—  oj  (a— o,|(a— a,) 

otterremo  similmente 

“a 


«s 


(0,— a)(o,— a, , (a, -a*)  (a»— o)(a»-nI)(o1— a,) 


(a.-aXo,— o,)(a— o,)  (a— a,Xa— °iKa— °i) 

il  che  hasla  per  mettere  in  evidenza  la  legge  di  quest'  espressioni. 

Di*,  di  Mot.  Fot.  Ili  4» 
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Sostituendoli  nel  valore  di  ux , e riunendo  i termini  nei  quali  u ha  il  medesimo 
inJùe,  si  avrebbe  un  risullamento  della  forma 

ec.  , 

che  si  ottiene  immediatamente  in  modo  molto  più  semplice,  come  vedremo 
quanto  prima. 

Non  è inutile,  per  V applicaiione  della  formula  del  n.°  4 7 , I*  osservare  che 
se  per  x mettiamo  successivamente  i valori  a,  a,  ec. , formeremo  V equa- 
zioni. 

a = u , 

n,  ss  u-+-(o, — , 

ux  — u-+-{a% — a)$u-+{a%— a)(a% — at)ti2u , 

= o)dtt-t-(a8 — o)(og— a1)$*«-+-(o3— a)(</g— — 

ec., 

per  mezzo  delle  quali  ciascuno  dei  coefficienti  tu , fj9n,  ec.,  è determinato 
da  quelli  che  lo  precedono. 

5o.  L’  Kulero  si  è occupato  specialroeute  dell'  espressioni  della  forma 
h,=  Ax+Bx,*fCzi-fDi1+  ec. , 
nx  = Ax1-f-Bx4-+-Cx#-+-Dx8-t-  ec. , 

ma  non  importa  di  arrestarci  mollo  sopra  le  medesime,  mentre  i loro  coefficienti 
si  deducono  da  quelli  della  formula  del  n.°  precedente.  Basta  a ciò,  T osservare 
che  dividendo  per  x i due  membri  della  prima,  e per  xa  quelli  della  seconda, 
se  ne  deducono  le  seguenti 

U~ = A-+~Bxa-+-CxM-Dx,-f-  ec. , 
à+Bx*-f  Cx4*f  Dx*+  ec. , 

xa 

le  quali  diventano 

n x ss  A+Bx'+Cx,l+Dx,J+  ec.  ; 

quando  facciamo  x^j'  o che  invece  della  funzione  u' J si  sostituiscono  le  fun- 
zioni^ c Effettuali  questi  cangiamenti  nei  valori  di  A,  B,  C , ec.  ottenuti 
x x* 

precedentemente  n.°  \-j  , essi  daranno  quelli  che  convengono  alle  formule  propoite. 

L’  espressione  di  l' J , essendo  messa  lotto  la  forma  data  in  ultimo  lo'>go  a 
quella  di  u,  (n.*  47),  diventerà 

s>)(*1-i*l)JV+  ec. , 

ove  non  rimarrà  più  da  mettere  per  la  funzione  u',’ , e le  quantità  che  ne  deri- 
vano,  che  ciascuno  dei  valori  - , - , con  i quali  ut  si  cangia  successivamente 

iu  — e ~ : i vaioli  di  iV,  o*a> , ó’u',  ec.,  sviluppati  come  Io  sono  quelli  di 

Su,  5*«,  £*«,  ec.,  nel  n.9  4o  saranno  simili  a quelli  che  I' Eulero  ha  trovato 
per  i coefficienti  delle  sue  formule. 
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5i.  Le  leggi  per  V eliminazione  dell’  incognite,  nell'equazioni  del  primo  grado, 
fan  no  federe  che  i valori  di  A , B,  C,  D,  ec.,  dedotti  dall' equazioni 

msss  A-hBa-t-Caa-+-Dn3-t-  èc. , 

“i  = A-+-Ba1-+-CoI-+-Da,-+»  ec., 

— A+Bo1H-Cfl^4'Dfli4*  ec.  , 


2 s 

u„  =■  A-hBfln-+-Ca„-+-Dari-+-ec. , 


non  potrebbero  contenere  le  quantità  u, 
e nel  numeratore  solamente.  Segue  da  ciò 

“it  “a*  • • • • u„  ; che  al  primo  grado, 
che  possiamo  stabilire  1*  equazione 

uT  = X iH*X,«,4-X  an 

» • • • • . 

allora  le  funzioni  X,  X, , X,,  . . . . X„ , 
x e dai  suoi  valori  o,  a,,  o4,  ....  a, , 

, non  dipenderanno  che  dalla  variabile 
ed  avremo  ur^u  quando  x=a,  se 

Xsci , X,  =o , Xa=c 

o 

II 

* 

ut=m,,  quando  x=a,,  se 

X — — 0 , X,  SS  I y X 2 S O 

*»="; 

“»=«»,  quando  * = 0,,  se 

X=o,  X,sO,  X j m f 

n»  = u„,  quando  x=:a„,  se 

X = o,  X,  =o,  Xa  = o , 

x.-.. 

Considerando  per  colonne  il  quadro  delle  condizioni  indicate  di  sopra  « si  vede 
subito  che  la  funzione  X deve  sparire  quando  diamo  ad  x tutti  i valori  com- 
presi nella  serie  a ^ at , eccettualo  il  primo.  Si  soddisfà  a que- 

sta condizione,  nel  modo  il  più  semplice,  prendendo  il  prodotto 

(*—".)(*—«») . • 

• • (*-«,)  i 

che  la  supposizione  di  xz=za  cangia  in 

(a— a,)(a — a%)  . . . 

• (a-o.); 

dividendo  dunque  il  primo  prodotto  per  il  secondo,  il  qnoiicnte,  cbe  diventa 
1' unità  quando  x = a,  adempirà  tutte  le  condizioni  imposte  per  la  funzione  X 
e potremo  fare  per  conseguenza 

Y (*— «,Kx— oa)  • . 

. . (x-o„) 

(«— < a.)(a-aa)  . . 

Si  troverà  egualmente 

• • <«-«.) 

Y _ (*—«)(*—«*)  . . 

• • (*— o,) 

(a,— oj(a,— oj  . 

• • («.—«»)"  ' 

^ _ (*— oXx-o,).  . . 

• • (*—«„) 

(as — «K°» — <*|)  • . 

a 

I 

<• 

» 

v _ (*-s)(x— a,)  . . . 

. (*—«—,) 

(«.-oX" • • 

• • «»-i) 1 

Digitized  by  Google 


380 

arremo  perciò  I'  etpreuione 


DIF 


u = (J~a-Xg— °»)  • • • • (*~°.)  (x-aXx-aJ  • • • • (x— ff.) 

(a— «iKo-»»)  • • • ■ («—«.)  (a,  — o)(a,— «,) ....  (e.-e.) 

+ (x— a)(x-a,) (*—"„-■) 

(<*■.—«)!«. -<*i) ....  (an-a^,) 

comodissima  per  le  applicazioni,  poiché  possiamo  calcolarne  immediatamente  tatti 
i termini  per  mezzo  dei  logaritmi. 

5a.  Questa  formula,  che  dobbiamo  al  Lagrange  , merita  osservazione  non  sola- 
mente per  la  sua  eleganza  , ma  ancora  perchè  essa  prova  mollo  bene  che  P in- 
terpolazione è un  problema  indeterminato,  quando  s'ignora  le  forme  della  fun- 
zione donde  deriva  la  serie  dei  numeri  dati  ( n.°  (\ 2). 

Infatti,  il  prodotto 

(x-o  ,)(*— a») • (*-"»)> 

che  forma  il  numeratore  ili  X,  non  è la  sola  funzione  capace  di  annullarsi,  per 

i valori  x = a, , a2, = a„.  Se  ci  serviamo  delle  funzioni  circolari,  si 

trova  subito  l' espressione  semplicissima 

sen p(x — a,)  tentar — aa)  ....  sen/(x — an), 

che  gode  di  questa  proprietà,  qualunque  sieno  i numeri  p,  q,  • . . potremo 
perciò  stabilire  ancora 

v sen  p(r — at)  sen  q (x — aa) . . . sen  t (x — n„ ) 

yL  ■ * " , 

t*np(a — a,)seny(a — aa)  . . . sen/ (a— an) 

X _ *'nP'{x~a)*ni/(x—a*) sen t'(v—an) 

1 sen//(at—  a) sen/ (0|—oa) ....  sen /'(oj—  am)  ’ 

osservando  che  i numeri  p\  qf , ...  t\  possono  essere  differenti  dai  numeri  p , 
y,  . . . /,  e cos\  di  seguito  per  tolte  le  altre  funzioni  X. 

Se  simili  espressioni  si  accordano  con  quelle  del  numero  precedente,  per  i va- 
lori di  x compresi  nella  serie  0,  a,,  aa,  ....  on,  esse  ne  differiscono  molto  fra 
mezzo,  quando  gli  archi  non  sono  abbastanza  piccoli  per  essere  sensibilmente 
proporzionali  ai  loro  seni. 

Possiamo  variare  queste  formule  in  un  gran  numero  di  maniere,  lo  Charles  ne 
ha  proposte  diverse  altre  , delie  quali  ecco  le  più  semplici.  Rappresentando  la 
semicirconferenza  per  rr , e supponendo  che  i valori  o,  fln  o% , ec.  siano  il  se- 
guilo naturale  dei  numeri  o,  1,  a,  3,  ec. , possiamo  fare 


v sen  r x v.  sen  n (x  — 1)  t/asenr(x — a) 

v,"=  p h 0 ì-r  - 

$cr\p77X  seny7r(x — 1)  sen/*7r(x — 2) 


ec., 


7:1/-=  p 


v sen  r x f/,senr(x-i)  */asenr(x — a) 


-i  .fti-O-i 


+-  ec. 


r.’/,J.  = («cn  .t  x)1  | ■ 

I*  (■*—«; 


r.  I. 

i 


(*—*)*  (x— 3,1 

Nelle  due  prime  formule,  le  quantità  p,  </,  r,  tc. , «ono  indeterminate,  ma  pe- 
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rò  soggette,  nella  prima,  alla  condizione  di  non  essere  numeri  interi  o frazioni 
il  di  cui  denominatore  sia  minore  del  più  forte  indice  di  u.  Queste  quantità 
possono  servire  ad  adempire  delle  condizioni,  alle  quali  sarebbero  sottoposti  io 
particolare  i valori  intermediari  che  si  cerca. 

La  composizione  di  queste  formelle  -è  fondata,  come  quella  delle  precedenti, 
sopra  la  condizione  che  i due  membri  diventino  identici  allorquando  si  fa  suc- 
cessivamente 


e t/,=5U,  ar=i  e £/,  = «/,,  x=  2 e i/^.=  i/a,  ec. 


Il  secondo  membro  comincia  dal  ridursi  ad  un  solo  termine,  il  quale,  per  ve- 


rità si  presenta  , sotto  la  forma  di  , ma  di  cui  è facile  trovare  il  vero  valore. 


Infatti,  se  supponiamo,  per  esempio,  «si,  i numeratori  de»  termini  delle  due 
prime  formule  si  annullano  tulli,  ma  non  vi  è che  il  denominatore  del  secondo 
termine,  al  quale  succede  altrettanto;  adesso,  se  osserviamo,  che 


sen  7r  (r — 1)  = 


r (x— 1) 


*(x — |)* 


( Vedi  Circolasi  Funzioni) 


t g(x — 1)  g2(x — i)a 

__  1 — ” L Y_  — : h ec. 

1 1 . a 

(Vedi  Espo.nemiali  Funzioni) 


vedremo  che  l’ espressioni  g 


f/,  sen  rr  (x— 1)  t/.sen^fx — 1)  . 

g — . % , si  riducono  , 

7 efC-e-O-, 


sen  g rr  (x— 1) 

T una  ad  i/j  , l'altra  a ;rt/,  , quando  x=i.  I numeratori  di  tulli  i termini  del 
secondo  membro  della  terza  formula  essendo  moltiplicati  per  (sen  7rx)*,  si  an- 
nulleranno tutte  le  volte  che  x sarà  eguale  a un  numero  intero;  ma  non  vi  è 
che  un  solo  denominatore  che  si  annulli:  quando  si  ha,  per  esempio,  x=  1 , il 

i/,  (sen  r x)a  . . , 

termine — — si  riduce  a 

(x—  1)* 

Il  L.igrange,  in  ultimo  lungo,  ha  indicato  la  formula 


1/,  = À'  sen 


k"s 


-.V"scn 


3rX 


come  adattala  a servire  all' interpolazione  di  una  serie  di  termini  periodici  che 
diventeranno  di  nuovo  o,  per  tutti  i valori  di  x compresi  nella  serie  a , la  , 
3a , ec. 

Da  ciò  che  precede  , dobbiamo  concludere  che  alcune  funzioni  possono  avere, 
per  gli  accrescimenti  dati  alla  variabile  indipendente  , delle  differenze  costanti, 
senza  perciò  cangiare  uniformemente  in  tutta  la  serie  dei  loro  valori.  Questa  consi- 
derazione, che  qui  non  viene  che  indicata,  si  presenterà  di  nuovo  nella  discussione 
sopra  la  specie  delle  quantità  che  la  formazione  delle  differenze  suppone  costanti. 

53.  La  funzione  ct*,  avendo  delle  differenze  crescenti  d’ordine  in  ordine  ( n.# 

35),  quaudo  or — i>»i  , può  usarsi  per  rappresentare  una  scric  che  seguirebbe 
questo  metodo;  e il  signor  Prooy  dà  un  metodo  semplicissimo  per  determinare. 
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con  un  numero  «ufficiente  di  ««lori  conosciuti,  i coefficienti  A,  B,  C,  ec.,  e le 
quantità  a,  /3,  7,  ec.  dell'  espressone 

«/,=  Aa'-t-B/.'H-Cv'-t-  ec.  ; 

ma  siccome  questo  metodo  in  ultima  analisi  equivale  a trovare  il  termine  ge- 
nerale delle  serie  ricorrenti  , questione  che  sarà  esaminata  in  seguilo,  cosi  non 
ne  parleremo  per  ora. 

Faremo  solamente  osservare  presentemente,  che  un  nomerò  essendo  conosciuto, 
quando  abbiamo  determinato  il  suo  logaritmo,  possiamo  applicare  l'interpola- 
zione  alla  serie  dei  logaritmi  dei  numeri  dati.  Lo  Stirling  ha  preso  questo  me- 
todo per  la  serie 

1,  1 . 1,  1 . a,  1 . 3 . 3,  . . . . 1 . s . a . 3 . . . n 
le  di  cui  differenze  crescono  in  tutti  gli  ordini  e che  rispondono  alla  serie 
li,  /s-t-/s,  /i-t-/a,  ec.  , 

le  di  cui  differenze  prime  , tono  i logaritmi  della  serie  naturale  dei  numeri. 

5).  La  prima  idea  di  esleudere  una  tavola,  inserendo  nuovi  termini  fra  quelli 
rhe  essa  contiene,  sembra  appartenere  al  Briggs;  ma  al  Mouton  dobbiamo  le  no- 
zioni più  semplici  sopra  questo  soggetto.  II  metodo  che  egli  pubblicò  , fino  dal 
1G70,  è non  solamente  curioso,  ma  potrebbe  avere  il  vantaggio  della  brevità,  so- 
pra le  formule  riferite  precedentemente  , se  ti  trattasse  d'inserire  un  gran  nu- 
mero di  termini  consecutivi  in  una  tavola  data- 
lo luogo  di  calcolare  ciascuno  dei  nuovi  termini  isolatamente,  egli  cerca  le  dif- 
ferenze successive  che  debbono  regnare  fra  questi  termini  , e completa  la  tavola 
per  mezzo  della  sola  addizione,  come  l’abbiamo  indicato  n.*  2 $ Il  principio 
fondamentale  di  questo  metodo  consiste  a supporre  che  quando  una  serie  con- 
duce a differente  costanti , per  indici  equidifferenti , i numeri  intermediari 
avranno  ancora  differente  costanti  nel  medesimo  ordine , se  essi  rispondano 
a intervalli  eguali.  Ciò  non  i vero  che  per  le  funzioni  razionali  e intere,  e ri- 
sulta allora  dall'espressione  A"*.  arm  ( n.°  29 ), che  rimane  la  medesima  quaudol’ac- 
crescimento  A non  cangia.  Passiamo  adesso  all'applicazione. 

Sia  la  serie  dei  numeri 

o,  i5,  41,  87,  162,  275,  ec. , 

le  di  cui  differenze  terze  sono  costanti,  e fra  i termini  consecutivi  della  quale  ci 
proponiamo  d'  inserirne  due  nuovi  , soggetti  alla  medesima  legge;  biaognerà  per 
conseguenza  che  nelle  nuove  serie  le  terze  differenze  siano  egualmente  costanti. 

Per  abbreviare,  indicando,  con  le  letteere  a , 6,  c,  rf,  il  primo  termine  di  que- 
sta serie  , la  sua  differenza  seconda  e la  sua  differenza  terza  , formeremo  , con  i 
principj  del  n.°  24 , questa  tavola. 


I 
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INDICI 

NUMERI 

i.""'diffs*. 

a,e  Dir. 

3.'  Dir. 

I 

a 

a 

(i-t-4 

4 

3 

a-t-a4-+-c 

b-^rc 

c 

4 

a-t-34-t-3c-t-d 

4-t-2c-t-d 

c-t-d 

d 

5 

OHh  6-+-6c-h  4 d 

c-t-ad 

d 

c 

U-+-56-+- 1 oc-f- 1 od 

c-t-3d 

d 

7 

o-+-64-t-i5c-t-  ao  d 

4-t-5ot-iod 

d 

8 

o-t*  7 b-\-  2 1 c-4-  3 5 d 

4-t-6c-i-i5d 

c-t-5  d 

d 

0 

a -+-8  Ó-H  2 8ch-  56  J 

4-t-7c-+-aid 

c-+-Gd 

d 

IO 

a-t-9£-*-36c-+-84<* 

£-4-8c-t-28«/ 

c-^-jd 

d 

prolungandola  quanto  urt  necessario  , troveremo  , nella  prima  colonna  , tutti  1 
termini  di  una  serie  qualunque,  le  di  cui  differente  terze  sono  costanti  ; ma  al- 
lorquando avremo  intercalato  due  nuovi  termini  Tra  ciascuno  di  quelli  della  serie 
proposta,  il  secondo  di  questa  serie  sarà  il  quarto  della  nuova  , il  lerio  diven- 
terà il  settimo,  eo. , e in  generale  bisognerà  lasciare  nella  prima  colonna  della 
tavola,  fra  ciascuno  dei  termini  che  prenderemo,  altrettanti  termini  intermediari 
quanti  ne  vogliamo  intercalare. 

Nell'esempio  attuale,  i termini  dati  risponderanno  ai  seguenti: 


INDICI 

NUMERI 

!.“*■  DIFFta. 

m 

3.*  Dir. 

1 

a 

1 1 

4 

fl*f35-f3c+rf 

3Ah-3c-+-  d 

■ 

1 

a-t-64-t- 1 5c-t-aod 

34-+-iac-t-igd 

9C-+- 1 8 d 

fl 

fl-4-  9^+-  36c-f-  8 4 d 

34-t-aic-+-G4d 

gc-t-45d 

□ 

Le  di  cui  differenze  situate  accanto  debbono  essere  identiche  con  quelle  che 
risultano  dai  numeri  o,  i5,  4>,  87,  ec.  Calcolando  quest' ultime;  si  ottiene  i5  per 
la  prima  differenza,  11  per  la  seconda,  e 9 per  la  terza;  e paragonandole  con  la 
formula  che  occupa  il  primo  posto  in  ciascuna  colonna  della  tavola  qui  sopra, 
cominciando  dalla  destra  , si  trova 

371/ = 9,  9c-t-i8ef  = it,  34-t-3c-+-rf  = i5, 

a a • • , s 5 , i3 

donde  si  ricava  a=— , cs= — , 4=-—  : 

3g3 
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vi  ha  di  più  a =:  o , c per  mezzo  di  questi  valori  formeremo  successiva  mente 
tulli  i termini  della  serie  interpolata. 

55.  Il  Mouton  non  fu  ib  grado  di  risolvere  da  se  la  questione  che  si  era  pro- 
posta; e fu  uno  dei  suoi  amici  chiamato  Regnaud,  che  costruì  per  induzione  la 
tavola  che  riporta  nella  sua  opera,  e nella  quale  le  differenze  quinte  sono  sup- 
poste costanti  ; ma  la  scoperta  delle  formule  generali  d’ interpolazione,  fece  obliare 
il  processo  proposto  dal  Mouton. 

Il  Lagrange  e il  Pronjr  avendolo  ripreso,  lo  hanno  ridotto  in  formule,  cosa 
che  si  fa  facilmente  nel  seguente  modo: 

Sia  n- t-i  il  uumero  dei  termini  dati  avremo  in  generale, 


X , X x[x — l)(x — 2) 

w A/i-i-  ■ •-  A2u~i~  A3« 

I 1.2.3 


a:(j- — i)(x — a)  . . . . (x— fi-M) 
i . 2 . 3 ....  n 


A"*/  (n.°  42). 


Per  intercalare  m — 1 termini  fra  vr  c , i di  cui  indici  differiscono  dal- 
l'unità, bisognerà  dividere  quest'intervallo  in  m parti  eguali,  vale  a dire, 

far  crescere  x con  differenze  eguali  a — , ovvero,  ponendo  x = — , far  crescere 

tu  m 

t dell' unità;  ed  avremo 


t 

//* 


A«  -+ 


t(t-m) 
1 . 2ma 


Aa«~h 


am) 



1.2.  óm* 


+ >(*-"»'(/-2m)  ....  ^ 

i . 2 . 3 . 4 ♦ . • • firn" 

Prendendo  allora  le  differenze  successive  di  quest'espressione,  rammentandosi 
che  qualunque  funzione  razionale  e intera  di  una  variabile  non  ha  differenze  di 
uo  ordine  superiore  al  suo  grado  (n.°  3o),  otterremo  in  generale 


Ar.<(/ — m){t — am)  . 

. . . [<— (r—  ilmj 

1.3.3. 

. . . rmr 

Ar.l ([/ — m){t— 2rn)  . 

(t—mr) 

ar*'t 

1.2.3.... 

. (r-*-i)mr+I 

dr.{/ — m)(t — am)  . . 

. . . f /—('»-!)'■] 

■ 

1.2.3 nm". 


ove  bisogna  osservare  che  Am,  A2u,  ec. , concludendosi  dai  termini  dati,  sono  co. 
stanti  , che  la  caratteristica  A riferendosi  alle  variabili  che  crescono  dell'  unità, 

Af  indica  le  differenze  relative  ad  x che  cresce  di  — , che  dobbiamo  fare  /=o, 

m 

dopo  le  differenziazioni,  e che  finalmente  dobbiamo  dare  ad  r i valori  1.2. 3... fi, 
per  ottenere  le  differenze  b , c,  </,  ec.  (n.°  5{). 
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Se  «viluppi.mo,  «conilo  le  potenze  di  /,  i prodotti  che  affetlano  la  caratteri- 
stica A , avremo 

A '■(/'■  -t-Amf-'+Bm»/''-»  ....  +R«i'-')  =A r./r, 

Ar(rr+,-+-A,m/r  -4-B 'm*er-’  ....  -t-S ' mr)  =A^.rr+i  ■4-A'mAr.tr, 

A'((''-«-+.A"/n«"H-t-B"//.1/r  ....  -t-T"/nr+')  sa  Ar.<’+»  -t-A"/nAr.tr+i 
ec.  ; « -+-B''m1A.'<r , 

e indicando  con  *,  J?,  •/,  ec.,  i valori  di  A rJr,  A r.tr*l,  Ar./r+*,  ec.  , verri  final- 
men  te 

A 

i [ 6-+-akrm 

h!ruM  — — / ?Aru-\ A +,« 

i . a....  rm  { (/•-*- i)m 


(r-+-i)(r^-a)ma 


Ar+a«+  ec. 


!• 


Quando  r=  n,  a = i .2.3  . . . u (u.#  29 ),  e viene  A'"u  = 


risuIUmento 


a cui  era  piunto  ancora  il  Mouton. 

50.  La  questione  dì  trovare  V indice  ai  quale  deve  rispondere , in  una  serie  di 
numeri  dati , un  numero  compreso  fra  due  termini  di  questa  serie , equivale, 
in  ultima  analisi  , a prendere  per  indici  i numeri  dati  e a interpolare  la  serie 
degl1  indici:  la  ricerca  del  numero  che  risponde  ad  un  logaritmo  dato,  non  com- 
preso nelle  tavole,  è di  questo  genere. 

Se  gl’  indici  sono  equidifferenti,  e che  i valori  di  Am,  Aa«,  A3m , ec. , formino 
una  serie  convergentissioia , il  problema  si  risolve  facilmeute,  per  mezzo  dell’e- 
quazione. 


x . x(x— 1)  x(x i)(x— 2) 

tf  =^a-+-  — Amh A2m-H A*m-h  ec. , 

1 1 • a i.a.3 


nella  quale  è dato  ed  x è 1’  incognita.  Indicando  con  blu  la  differenza  data 
fra  ux  ed  m,  se  ne  deduce 

àru 


x—  f „ (x — 1 ) (x— 2) 

Am-4-  — — Aa«-+-  Asw-h  ec. 

2 2.3 


e non  tenendo  conto  in  principio  che  del  primo  termine  del  denominatore,  avre- 
roo  per  primo  valore  approssimalo,  x = . Sia  a questo*,  lo  «osliluiremo  nel 


secondo  termine,  si  trascurerà  il  terzo  e i seguenti,  e verrà  per  secondo  valore 
approssimato 

A'« 

x — 

à/r-t-  * — Al« 

2 

Adesso  è facile  di  continuare  questo  processo  tanto  quanto  sarà  necessario  , e 
di  farne  l'applicazione  numerica. 

Se  le  differenze  non  decrescessero  abbastanza  rapidamente  per  non  conside- 
rarne che  una  alla  volta,  la  determinazione  di  x non  potrebbe  effettuarsi  che  ri- 
Diz.  di  Mal.  Voi  IH.  49 
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solvendo  un’ equazione  ilei  grado  indicato  dall'esponente  dell’ ordine  delle  diffe- 
renze c he  si  considerano  tome  costanti.  Quest'  equazione  sarebbe  , per  esempio, 
del  terzo  grado,  se  1' espressione  di  i/^.,  si  arrestasse  a A3n  ; mentre  allora  si 
avrebbe 

A'i / = ^ Au — y Afi/4-  y A ^ x-+-^  y A*«  — y A 3w  ^ ar*+  ~ x*A*u. 

57.  I diversi  valori  che  prende  una  funzione  di  due  variabili  producono  una 
riunione  di  serie  che  formano  una  tavola  disposta  come  quella  che  viene  attri- 
buita a Pittngora,  e che  oi diariamente  contiene  i valori  della  funzione  xy\  cor- 
rispondenti  a quelli  delle  variabili  x e da  1 fino  a 9. 

Ecco  ancora,  per  esempio,  una  tavola  che  risulta  dalla  funzione 

5-+-xa-+-2xj-h3ja, 

Valori  di  x 


0 

1 

2 

3 

4 

ec. 

0 

5 

6 

9 

>4 

21 

ec. 

I 

8 

1 f 

D 

D 

Sa 

ec. 

2 

B 

22 

a9 

38 

49 

ec. 

3 

B 

3;i 

co 

59 

7* 

ec. 

4 

53 

62 

73 

86 

101 

ec. 

ec. 

ec. 

ec. 

ec. 

ec. 

ec. 

ec. 

Questa  è una  tavola  a doppia  entrata  perchè  per  indicare  un  termine  parti- 
colare, bisogua  dare  il  numero  della  colonna  c quello  della  linea  o banda  clic  lo 
contiene.  Per  indicare  i!  modo  di  variare  la  funzione  z,  dipendente  da  due  quan- 
tità x e y si  usa  mettere  degl'iodici  al  basso  della  lettera  rappresentante  la  fun- 
zione. Cosi  x indicherà  lo  stato  generale  di  una  funzione  di  x e di^-;  uv  0 
il  valore  particolare  che  corrisponde  a x=o,^-  = o;  s>  quello  che  corrispon- 
de a *=:3, / = .(,  e cosi  degli  altri.  Nella  tavola  di  sopra,  abbiamo 

«r,  y=5+*M-2.r/-+-3ra,  u0,o=5,  «,  , = 86, 

e i .imboli  clic  abbiamo  stabilito  producono  la  seguente  t asola. 
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Valori  di  x 


O 

i 

2 

3 

X 

o 

“o,  0 

«.  _ 

"l.o 

«a,. 

U-  _ 

1 » 

I 

u.  , 

"a,  1 

«1,1 

2 

Mo,a 

«i,a 

"a,. 

"»,a 

....  | a 

3 

B 

W»,  3 

«3,J 

’ * ' ■ 1 

X 

. 

. 

. 

"*,r 

J- 

• 

. 

* 

• 

.... 

"'SJ 

Considerate  separatamente,  ciascuna  banda  e ciascuna  colonna  dì  questa  tavola 
formano  delle  serie,  nelle  quali  il  posto  dei  termini  non  dipende  che  da  un  solo 
indice,  cioè,  x per  tutti  quelli  di  una  medesima  banda,  e y per  tutti  quelli  di 
una  medesima  colonna.  Le  differenze  di  questi  termini  si  piendono  al  solito;  ma 
bisogna  distinguere  quelle  che  pro  luce  il  cangiamento  di  un  indice,  da  quelle  che 
produce  il  cangiamento  dell’altro,  e perciò,  si  scrive  a basso  della  caratteristica 
A quello  degl’ indici  che  varia;  cosi 

**&*—**#  = • A**"  c+j ,/ -- A-rK*,/  = A*«/,ir , ec.; 

w.r,jr+ 1 M *■,/  ^ Aj * hfujr*j+i  — A yUjt^r  ~ A^w^-^jr»  «cm 

Queste  sono  le  differenze  parziali  di  (Pedi  Differenziale),  per  mezzo 

delle  quali  postiamo,  con  le  formule  dei  numeri  2G  e 2j  , esprimere  il  termine 
generale  di  una  banda  o di  una  colonna  , per  il  primo  termine  e le  sue  diffe- 
renze , ovvero  la  differenza  di  un  ordine  qualunque  di  questo  termine  per  lutti 
gli  altri. 

58.  Se  nelle  formule  citate,  si  cangia  n in  ar,  e che  si  scriva  fi  0 invece  di  u 
otterremo 


x x(  x — 1)  .a  , — 2Ì 

“...:="<  (+  — A.r"o.o+  A,“o,o+ — -u  4-ec,  (I)  , 

1 1.2  I . 2 • 3 ’ 


A'„  ar(jr— 1)  x(x—  i)(x  — 2) 


i.a.3 


Per  ritendere  queste  formule  a quella  banda  clic  vorremo,  basterà  di  sosti- 
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1 «tire  al  secondo  o,  che  tiene  il  luogo  di  j , il  numero  della  banda.  Si  esprime- 
rebbe, per  esempio,  1/^3 , per  meno  delle  quantità  i/0^  ec.,  relative  alla 

quarta  banda;  e in  una  banda  qualunque, 


x x{  x I ) a 

"',r= T d**W+'  . , ' M.,y  + 


arfjr—  i)(jt — 2)  a 3 
1 . a . 3 


ma  considerando  a parte  la  serie  dei-valori  contenuti  nella  prima  colonna,  avre- 
mo ancora 


r . . r(r— O , » . r(r->)(r— a)  ,i 

= 7 Vo,.-*-  -71-  ,.71 


ec.  (II). 


Se  si  sostituisce  questo  valore  nella  precedente,  per  riportarla  al  valore  pri- 
mordiale o#i#,  cade  remo  sopra  1'  espressioni 

^jr( ^ jr^o,©)  s 0,0) ^jc  ( ^jWo,o)i 

di  cui  P ultima  indica  n differenziazioni  rapporto  all’indice^,  seguile  da  m 
differenziazioni  rapporto  all'indice  a:,  e può  abbreviarsi  scrivendola  come  segue: 


per  mezzo  di  che  viene 


min 


. * . . *(*— O.»  , *(*— i)(x— a)  , 

--  A,u00H — -j 4,«.,.-t-ec. 


r * .1+1  **(•*— »)y 

7 V...+  77,  à^jU 13[  + ec. 

f(x—l  ) .a  xr(v—l)  . 1+1 

■*-  "TTa~  V”-4-  ,-7777  +tc' 


(HI', 


r Cr— OCr— a)  A» 

Ar*/#,e-h  ec. 


[.2.3 


ec. 


formula  che  esprime  il  termine  generale  della  tavola  , pel  primo  termine  u99  e 
le  sue  differenze  parziali,  che  si  formano  nella  seguente  maniera. 

!>q.  1 termini  della  tavola,  considerali  in  ciascuna  bauda  in  particolare,  daran- 
no, col  processo  del  n.°  25  , le  nuove  serie 


"0,0  » àl“o, os  ec*’  corrispondenti  a ^ = <>1 

"0,1  » Axw0j, , , ec. 1 > 

f/o,a  s 4jrw#,»  > ^xwo,a  ' 1 ec*  ^ ^ 2 

«o.ss  Axw0  3»  ^"0,51  ^jtwo,si  cc*  » 

ec. 

Se  si  sottrae  adesso  la  prima  dalla  seconda,  questa  dalla  lena,  ec.,  è evidente 


Digitized  by  Google 


DIF  589 

che  i retti  esprimeranno  delle  differenze  rapporto  ail  y\  e seguenJo  la  notazione 
stabilita,  avremo 

VVo'  *2,/».,. ' A *!/'«,»<  *c->  corrispondenti  a / = o, 


A A 1 + 1 A»+l 

V.,n  V","  V*""'’  y—x' 

v».»’  *c-’ r = 2. 


ec. 

Sottraendo  ancora  qui  la  prima  linea  dalla  seconda  , la  seconda  dalla  terza,  e 
cosi  di  seguito,  i resti  saranno  delle  differenze  seconde  rapporto  ad  y,  cioè 

d“«oo>  corrispondenti  a y — o, 

d/V»  ec. r=<s 

ec. 

Sottraendo  ancora  qui  la  prima  linea  dalla  seconda,  ec  formeremo  delle  diffe- 
reme  tene  rapporto  ad  cioè 

«c. , . . . . corrispondenti  a / = o 
ec. 

Questo  modo  di  operare  lo  seguiremo  tanto  avanti  quanto  sarà  necessario;  riu- 
nendo i termini  relativi  a */co,  che  compongono  la  prima  linea  di  ciascun  grup- 
po, avremo  tulle  le  differenze  indicate  dalla  formula  (III). 

Questo  processo  applicato  alla  tavola  «iella  pagina  386,  dà 


l."‘°  GRUPPO 

2.®  GRUPPO 

3.®  GRUPPO 

^ ,®  G RUPPI) 

5 , I , 2,0 

8,  3 , a , o 

3.2,0 

17,5,2,0 

9.  a,  0 

6 , 0 

« 

| 

32,  7,  2,  0 

i5 , a,  0 

G,  0 

° 

ec. 

ec. 

ec. 

ec.  1 

donde  risulta 


= « , 

d*«o,o  = 2’  ^".,.==° 

1+1  .a+« 

w=3- 

d*,/'.,o=2>  = 

a . .Ha 

d,.  «.,0=6,  «„,„=o, 

3 

A M = 0 
y 0,0 
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C 


uXy~=.  5-4-xH 


*;*-«  ) . , *r  ^ c y(r-'  ) 

— -+-  u . sa 

a i . ■ i . a 


— 5-t-ar1-+-axj'-l-3/1 , 

funzione  identica  con  quella  che  ha  servilo  a formare  la  tavola. 

60.  Se  si  fosse  eominciato  «lai  considerare  le  serie  contenute  nelle  colonne,  le 
differenze  relative  ad  y si  sarebbero  presentale  le  prime  e si  sarebbe  giunti  ad 
una  formula  simile  alla  (II),  ma  nella  quale  y avrebbe  preso  il  posto  di  a:  e vi- 
ceversa, È evidente  che  queste  due  formule  debbono  essere  identiche,  e che  per 
conseguenza  possiamo  invertire  1’  ordine  delle  operazioni  prendendone  le  dif- 
ferenze. 

Ciò  vediamo  ancora  dalla  formazione  medesima  dell'espressione 
osservando  che  se  A e il  indicano  gli  accrescimenti  di  z e di  y , n essendo 

f(*,y),  TÌcne 

4r»c,r=/(*+M  ~/(*<r)  ' 


—f ’(*-! -hyr-yk)  -f{*.y-¥i)  —f  (x+hy)  -t/(  x,y). 


espressione  nella  quale  non  si  fareblse  che  cambiare  fra  loro  il  secondo  termine 
c il  terzo,  se  s’invertisse  l'ordiDe  delle  differenziazioni.  Segue  da  ciò,  come  per 


le  differenziali,  ( Vedi  Calcolo  differenziale  ),  che  il  valore  di  A , non 

eangia  punto,  in  qualunque  ordine  si  effettuino  le  operazioni  indicate  da  qursto 
simbolo. 

Ci.  Se  facciamo  ux  _ = , troveremo  facilmente  che  il  primo  termine  di 


m-f  n 


à 


*'S 


xTj1  è 


■ (/>-m-+-l). ?(?-«)  • 


(f-H-t-l)  xP-my?-*/trnk’' 


e che  questa  differenza  diventa  costante  quando  m=/»,  n = q. 

Segue  da  ciò  che  si  hanno  delle  differente  costanti  quando  t t^y  è una  funzio- 
ne razionale  e intera  rapporto  alle  Tariabili  x c y,  e che  per  conseguenza  1» 
formula  (III)  del  n.°  58  si  termina  in  questo  caso.  È a proposito  di  osservare 
che  se  si  effettuassero  i prodotti  indicati,  essa  prenderebbe  la  forma 


«,^s«#(#+Àx+  Bx2-+-  C.r3  *+*  ec. 

kry+  B 'xjrtr  C'ar*/-h  ec. 
H-B">*M-C  ec. 

4-C'"/3  *+•  ec. 


•+•  ec. 


che  è quella  di  una  funiione  razionale  e intera  ordinata  seguendo  le  potenze 
delle  Tariabili  x e y. 

Ga.  Con  trasformazioni  sìmili  a q nelle  del  n.°  43  , le  formule  (I) , (II)  e (III) 
(n.°  58  ) diventano  adattale  all' interpolazione,  per  ottenere  dei  termini  compresi, 
tanto  fra  quelli  d»  una  medesima  banda  , quanto  fra  quelli  di  un»  medesima 
colonna,  o finalmente  che  cadano  fra  due  bande  e due  colonne,  vale  a dire  che 
pollino  nel  medesimo  tempo  due  indici  frazionari. 
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Ciò  non  meriti  spiegazione  che  per  la  formula  (III).  Per  darle  filila  l'esten- 
sione della  quale  è capace,  supponiamo  che  li  t k indichino  gli  accrescimenti  di 
x e di  y ; che  il  Tutore  rappiesentato  da  uOQ  corrisponda  a x = o,  y=ii\  e per 
distinguere  le  nuore  Tariabili  x e dagl'indici,  che  nella  formula  come  nella 
tarola  coiniuciano  per  o e crescono  dell’ uniti  , denotiamo  questi  con  m ed  n ; 
Terrà 


x ss  a -+-  mh  , 


y=lr+nk , donde 


Finalmente,  per  ahbre«iare,  poniamo  x—a  = he , y — b=.k\  e mettiamo  sem- 
plicemente u in  luogo  di  uO  Q , la  formula  (HI)  sarà  trasformata  in 


V , /.'(// -/<) , a U'[U  - *)(A'-a/r)  . , 

: «+•  --  Ax«  ■+■  —, — — -I ; — — — A « ec. 


/r  . a/s 


/s  . a/s  . 3/s 


/*'  . S+S  /s'(/s'-/s) 

■ A (/•+•  — # — — — — — 

U *'j  k h.  2 h 


■ A 


a+i 

■X'J 


U CC. 


*'(*'— i)  a *'(*'— A)// 

4.  A u-4-  — • — 

k.2k  y k .2k  li 


i+a 

A^ss-t-ec. 


^k'(k'-k)(k'-ik)  , ^ 

-4-  A u -f*  ec. 

^ k . zk.  3/C-  * 

-4-  ec. 

//  A' 

Tutte  le  folle  che  i numeri  — , -p  caderanno  nella  serie  naturale  o,  1,  2,  3... 

questa  formula  riprodurrà  i valori  di  uXy  dati  per  indici  interi;  essa  converrà 
per  conscguenia  ad  indici  frazionari,  con  le  medesime  restrizioni  però  di  quella 
ilei  n.°  43. 

Si  estenderebbero  le  precedenti  considerazioni  alle  funzioni  che  dipendono  da 
tre  o da  un  maggior  numero  di  variabili,  ina  con  una  complicazione  nei  segni, 
la  quaje  in  parte  si  vincerebbe,  col  mezzo  dell1  analogia  delle  potenze  con  le  dif- 
ferenze;  eil  è per  questo  che  per  ora  non  spingeremo  più  avanti  questo  sog- 
getto. 

G3.  Ci  limiteremo  a formare  l1  espressioni  delle  differenze  totali  di  una  fun- 
zioue  di  un  numero  qualunque  di  variabili,  per  mezzo  delie  sue  differenze  par- 
ziali. Con  le  prime,  si  estendono  quelle  che  risultano  dal  cangiamento  simulta- 
neo ili  tutte  le  variabili.  Uua  funziouc  u di  x se  nou  facciamo  variare  che 
x,  si  cangerà  in 

u-h  Aj.u; 

tacendo  quindi  variare^,  in  questo  secondo  valore,  se  ne  ricaverà 
Axii-+-A/(u-f-Ax«)=  u-\-  A^u-t-A  yii-¥  AyAjctt 

Allorquando  la  funzione  conterrà  tre  variabili  x e 2,1100  facendo  in  prin- 
cipio variare  che  le  due  prime,  essa  diventerà 

u-k-Axu-k-Ayu-t-  AyA^u , 
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espressione  che  la  variazione  di  * cangerà  in 

u-+-AJu-t-A,zM-AJ.A.ru-4-Ai(u-4-A.ru-t-AJzs-+-AJ.A.,.u) 

= u-t- A.ru-4-AJ"-4-A_'i-4-ArA.ru-4-A.  A^u-4-A.Ays 

-t-A.  Aj.A.,u. 

Questo  processo  può  continuarsi  quanto  vorremo;  ma  sollecitamente  si  appren- 
de la  legge  di  questi  risultamene , sopprimendo  la  lettera  u;  mentre  la  prima 
diventa  allora 

I -4- Aj.-t-Ar-t  Aj-A^  = (i-t-  A^)( I -4-  A r)  ; 

la  seconda 

■ -+- A.,-4- A f~h A ,-t- Aj-A r-4-  i.Aj.  4-A.Aj.-4  AtA,A^  — 

= ( I -4-  A^.)(  1-4-  AjX  * -I- A .1  '< 

e si  conclude  che  esse  sono  respettisamente  equivalenti  a 

(i-H  A.,)(t-t- Ar)u  , (i-4-A^.)(i-4-Ar)(i-4-A.)u; 

donde  sottraendo  lo  stato  primitivo  di  u,  si  dedure  |>er  le  differenze  totali  , 

A u=z  | (t-+-AJ(i-+-Ar)-i  | u i 

= A^u-t-AjUS-t- A^Ar« , 

A usa  | (i-+-A.r){i-4-Aj.)(r-t-AJ  — i | u 

• — Ax«-+- Aj-n-4-A.u-+-Ai#.Ajn-+-  Ax  A,«-t- AiAjis-4-A^A^Ai«s. 

Per  ottenere  la  differenza  seconda  , basta  cangiare  u in  Au,  nella  prima  dif- 
ferenza. Allorquando  la  funzione  non  contiene  che  due  variabili,  viene 

A1«  = AxA«-+-A^A«-4-Aj.AJ.Au  ; 
mettendo  per  A « il  suo  valore,  e sviluppando,  si  trova 

A*n-t-Ay*4-A*A*«-t-aA,AJ.u-t-aA*Ar«-t-aA_rA  r« 

usui  lamento  equivalente  a 

(A^-t-Aj-t-Aj-Aj.)1!/  — | ( i -4-Aj-K i -4- A_r)  ' | J« 

Queste  formule  si  ritrovano  c si  rendono  generali  con  la  maggiore  faciliti  per 
meno  dell’ analogia  «Ielle  potenze  con  le  differenze;  c se  ne  conclude  per  una 
funzione  di  tre  variabili  , 

A "u  — | (s-+-A.,)(i-t-ArX'"*~^s) 

(ì^.  È evidente  clic  le  medesime  formule,  quando  n = i , debbono  dare  la  pri- 
ma differenza  del  prodotto  «li  un  numero  qualunque  di  funzioui  di  una  sola  va- 
cabile. Se  si  fa  per  esempio,  u = xrt  in 

A«  = | ( i -f-A^H i -+-Ar)(  i-t-AJ  — i | u , 
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65.  Abitiamo  mpposto  che  le  variabili  indipendenti  x e y non  ricevessero  che 
accrescimenti  eguali;  ma  per  dare  al  calcolo  tutta  1' estensione  della  quale  è ca- 
pace, si  concepisce  che  queste  variabili  provino  cangiamenti  successivi  qualunque 
c indipendenti  gl»  uni  dagli  altri;  e per  mettere  della  simmetria  nell' espressio- 
ni analitiche,  si  rappresentano  gli  accrescimenti  delle  variabili  indipendeuli  co- 
me quelli  della  funzione  proposta. 

Allorquando  essa  non  dipende  che  da  una  sola  variabile  , si  stabilisce  che  i 
valori  i 

«v  »n  «st  • • • • “nf 

corrispondano  alle  quantità 

*•  * • • • • xn  » 

che  indicano  i diversi  stati  per  i quali  passa  x,  e in  conseguenza  del  n.*  a5, 
tacciamo 

x , — x ss  Ax 
x±  — xt=zùxt' 

Xj  — x 2 — Ax  j 
ec. 

A x,  — Ax  = Aax 
Axj-  Ax,  =Aax,. 
ec. 


il  che  dà 


donde 


Aax,  — A.*x  = Asx 
ec. 


n . n ( n — i ) 
xm  = xh Ax -i - 


A*x  ee.  ; 


"„=/(•*■.)  —f  [* 


n n(/i — i)  n(n-^i)(n— a)  .. 

— A* ! 4»x+- — - — Am 

i t . a i . a . 3 


DeOucemio  da  quella  formula  i valori  successivi  di  u,  olieremo  Am  , 4’», 
A"’u,  ec.  per  mezzo  della  formula  del  u.°  aj  ; ma  il.  Lagrangc  osieriò  che  li  po- 
teva giungervi  ancora  sostituendo  m„  nell' espressione  del  n.°  26,  e lasciando  « 
indetermiuaU , perchè  l'eqtuiione 


n n(n — 1).,  n(/t— i)(n — a)  , 

**H Au-*-  ' AuH — - Asu  er. 

1 1 • a 1 . 3 . 3 


=/[ 


x-f-  — Ax-f.  — 


A*x-+-  **-=*>  (n7i>  A3.*-!-  ec  1 , 

i.  a . 3 J 


deve  verificarsi  indipendentemente  dsr  qualunque  valore  particolare  di  quest'in- 
dice. Se  dunque  i due  membri  fossero  sviluppati  secondo  le  potenze  di  n , si 
eguaglierebbero  fra  loro  i coefficienti  di  una  medesima  potenza  , e P equazioni 
che  si  otterrebbero  con  questo  mezzo  servirebbero  a determinare  le  differenze 
della  funzione  u da  quelle  della  variabile  x. 

Questo -processo  è analogo  a quello,  ebe  si  usa  nel  calcolo  differenziale  ( Vedi 
Dii,  di  Mat.  Voi.  Ili  5o 
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quest  i parnla)  e si  esimile  alle  funzioni  di  un  numero  qualunque  di  variabili, 
l’er  ii  ==/"(x , y , *),  per  esempio,  bisognerebbe  porre 


n ntn—  i)  n(n — i)fn — 2)  , 

B+-4B+  — -A*u-t--: — ■ A’u  -+■  ec. 

I 1.2  1.2.3 


=4 


n nln — ■)  . n(n — iMo — 2)  . 

JH A JT  -S-  A*X-| — — - A5x  -i-  ec., 

1 12  1.2.3 


n . n(n— 1)  ..  n(n — iWn— 2 , 

y+76**  ..2 


: + 


. "(“-0  . «(«—*)(■—») 

-t- A*-r*  - 


2.3 


A’z-t-  ec.^J  . 


Paragonando  i termini  affetti  da  ona  medesima  polenta  di  n in  quest’  equa- 
zione, procureremo  un  sufficiente  numero  di  nuovi  termini , per  determinare  Am, 

A*m,  Asm  ec. 

G6.  I calcoli  che  esige  questo  metodo  lo  renderanno  il  più  delle  volte  assai 
faticoso;  sarà  ancora  forse  più  comodo  di  dedurre  le  one  dalle  altre  le  differenze 
successive,  il  che,  per  le  funzioni  di  una  sola  variabile,  si  effettuerà  cosi.  Avendo 
ottenuto  Ah  = m,—  m,  col  cangiamento  di  x in  x-t-Ax  , in  u,  formeremo  Aau  = 
Am, — Am,  sostituendo  in  Am,  invece  di  x e di  Ae,  i valori  x-f-Ax  e Ax-+-A*x  ; 
formeremo  quindi  Asm  = A*m, — A *u,  sostituendo  in  Aau,  invece  di  x,  Ax , Aax , 
i valori  x-t-Ax,  Ax-hA“x,  Aax-t-Asx.  Sema  andare  più  avanti,  ti  vede  che  per 
passare  da  una  differenza  qualunque  a quella  dell'ordine  superiore,  bisogna  con- 
siderare nel  medesimo  tempo  come  variabile  x e le  sue  differenze,  e che  per 
conseguenza  a ciascuna  differenziazione  , il  numero  delle  variabili  si  accresce  di 
un'unità. 

67.  L’  espressione  di  u„,  ottenuta  nel  n°  26,  e della  quale  abbiamo  di  già  ve- 
duto delle  importanti  applicazioni,  non  è la  sola  che  si  possa  concludere  dall’e- 
quazioni  (1),  (2),  e (3)  del  n."  a5.  Combinandole  in  diverse  maniere,  esse  condu- 
cono a risultamenti  differenti,  che  faremo  conoscere,  perchè  essi  sono  molto  utili, 
come  lo  vedremo,  nel  seguito  di  questo  dizionario. 

Aggiungendo  in  primo  lungo  lotte  P equazioni  (1)  , e mandando  via  i termini 
comuni  ai  due  membri  del  risultamento,  viene 

u„  = u-t-Au-i-Au1-+-A«1  ....  -t-Au,..,; 

Il  che  presenta  il  valore  di  u„,  come  la  somma  del  primo  valore  e degli  accre- 
scimenti dei  valori  successivi. 

68.  I,a  somma  dell’equazioni 

“»  = . 

A b._1  = A«»_»H-A,m„_1, 

AJM„-z=  A*MB_3-t-A3//„_„ 


A'-'h,  = à"-'u  -HA"u 

dà , dopo  le  riduzioni 

j . . . +4"'Jttl-t-lM«+A,« 
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Quando  vogliamo  limitarci  alle  differenze  dell’ ordine  m,  facciamo  A"1  f,u  = o,  ec. 
donde  ne  viene  i"«  = 4'"«,=;4'',ul,  ec.  e allora  viene 

= • • • • àm-'un_m-t-àmu. 

69.  Se  prendiamo  la  prima  differenza  da  quell'equazione,  verrà 

Au„  = Au„_l-+-AX-a-+-A*«„-5-+-4'"»-«-‘-  ec.  . . . (1); 

Sottoponendo  questo  risultamento  a nuove  differenziazioni,  diminuendo  ciascuna 
volta  gl'indici  di  un’unità,  avremo 

4 X-i  = A1»n_a-t-A:!«„_j-t-A,u._)-+-Asi/„_,-s-  ec. , 

43“o-a  = ^3«a-5-*-4‘"»-«-t-4‘"a-s-t-  CC.  , 

44“»-s  = 4l«,-t+4,u,.}+  ec. , 

4S"»-s=  4‘»,  s-t-ee., 

ec.  ; 

e prendendo  la  somma  di  quest’  equazioni,  osservando  che  quella  dei  loro  pri- 
mi membri  è esattamente  il  valore  di  A *u„  , che  si  ricaverebbe  dall' equazio- 
ne (1) , otterremo 

Aa«rt  = Aawll_a-4-2A>wn-J-f-3A4tf„-4*t-4Afci/(#„fc4-ec.  . . . (a). 

Differenziando  quest' ultima,  diminuendo  ciascuna  volta  gl’  indici  di  un'unità. 
Terrà. 

A3w„-i  = -aA4tff,_44-3A*//Jl.s-f-4A,irll_,“f-  ec.  , 

A 4«„_  4+2As//n_s-+-3A4tf  ec. , 

a=  ' A4tf(l_*4-aA*i/#_e-*-  «£••» 

A#w»,-*=>s  A4//„_ch-  ec. , 


aggiungendo  ancora  questi  risultamenli,  osservando  che  la  somma  dei  loro  pri- 
mi membri  c il  valore  di  A 3*/w , che  si  ricaverebbe  dall'equazione  (i)  , tio- 
veiemo 

= A*//„.  s-+'3A4//#l.é-4-CA&i/fl_6-+-ioA64/w„4-+-  ec.  . . . (3). 


1 coefficienti  numerici  dell' equazioni  (i),  (a)  e (3),  sono  i medesimi  di  quelli 
degli  sviluppi  di  (i — a)-1,  (i — a)"1 , (i — a)~*  , e la  causa  di  questa  identità  è 
facile  a trovarsi  nell' analogia  della  loro  formazione.  Infatti  si  comincia  dal  pas- 
sare dallo  sviluppo  di 


a quello  di 


(*  — o)"*1  = *-t  a-faVfl^a^  ec. , 


(i  — n)“a  = (i—  n)-«(i—  af5= 


ec.)  ec.  ) = 

ec. 
ec. 
ec. 

-+-o*-fr*  ec. 

-f*  ec. 

risultamentn  di  un»  forra»  simile  »ll»  somma  dell’  equazioni  che  hanno  dato 
1 equazione  (a)-,  seguirà  lo  stesso  degli  altri  casi 
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I cnrfficlenli  numerici  ili  &rii„  saranno  dunque  ■ meilesitni  che  quelli  dello 
■viluppo  di  (i — a)-r\  e nielleremo,  per  conseguenza 


r r!r4*i| 

à'u„  = Ar«„-,  -t-  - A' +l«»-r_1  + — — — dr+»o„_r_ 


r(r+i)(r+i| 

5 — Ar+J> -+-  ec. 


Questa  formula  può  scriversi  come  segue: 

ArUn  = ^"m-r  (l  — , 

purché  nello  sviluppo  del  secondo  membro  gli  esponenti  della  lettera  u siano  can- 
giali in  indici. 

70.  La  perfetta  corrispondenza  dell'  espressioni 


• Au- 4- 


x{r—  1)  x(x— i)(x— 2) 

l’iH AJi 


» . 3 


(H*  ec. , 


b, s: **+  7 a5***  ec.  ( n.°  4*)» 

quando  ri  arrestiamo  ad  un  medesimo  numero  di  termini  , solidamente  stabilita 
dalle  considerazioni  del  n.°  4 7 ■»  fa  vedere  che  una  di  quest'  espressioni  può  con- 
siderarsi come  una  trasformazione  dell'  altra. 

tu  ciascun  termine  abbiamo'  il  medesimo  numero  di  fattori  variabili;  ma  nella 
seconda  questi  fattori  sono  egualLo  la  loro  differenza  è nulla,  nel  mentre  clic 
nella  prima  la  loro  differenza  è costantemente  eguale  all'  unità.  Questo  cangia- 
mento delle  potenze  in  prodotti  di  fallori  ineguali,  è un  tratto  caratteristico  del 
calcolo  che  ci  occupa;  e per  ben  comprenderlo , basta  di  sostituire  alla  seconda 
espressione  di  ux  riportata  di  sopra  la  serie  del  Ahicluurin  ( fedi  Calcolo  dif- 
nm.NiiAu:  ) che  dà 

x dux  x*  (J'u  _ x5  d?ur 

li  =;«H — - - ■+•  . — h CC. , 

1 dx  1 . 2 ax a 1.2.3  ax5 


osservando  di  fare  x=o  dopo  le  differenziazioni.  Vediamo  che  nella  prima  , le 
differenze,  che  si  riferiscono  ancora  al  valore  x = o , hanno  preso  il  posto  dei 
coefficienti  differenziali. 

La  maniera  di  arrivare  a questa  prima  espressione  è ancora  perfettamente  ana- 
loga al  metodo  che  ordinariamente  si  segue  per  ottenere  la  serie  dei  MacUurin; 
mentre  dare  successivamente  alla  funzione  ux  i valori 

11,  i/a,  «3, 

come  r abbiamo  fatto  nel  n.w  47  * é 1°  stesso  di  stabilire  che  tix  e le  sue  diffe- 
renze successive  diventino  respettivamentc 

11,  Am,  A*ii,  ec. , allorquando  vi  facciamo  x = o. 

Questo  è perciò  come  se  si  cominciasse  dal  calcolare  questi  valori  in  generale, 
e che  quindi  ci  si  facesse  1’  ipotesi  indicata. 

Questo  metodo  , che  non  sarebbe  il  più  semplice  se  si  prendesse  l*  espressione 
di  ur  ordinala  secondo  le  potenze  di  x,  Io  diviene  quando  si  fa. 

tix  = Ah-Bx-hCx'x — /i)*t-Dx(x — /i)(x — ec. , 
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a motivo  della  facili  là  con  la  quale  ai  ottengono  le  differenze  successive  di  un 
prodotto  composto  di  fattori  equidifferenti. 

Infatti,  abbiamo 

A.  x(x— A)(x— aA)  . , £ x — (in— i)Ja  = 


(x-t-A)x(x— A) £ x— [ni  -a)  J A 

— x;X— A) £ x— (m  — i)A  J | sa 

x{x—/i) £x — (ni— ajA  J j x-f-A- £ x — (m — i)Ajj  53 

x(x — A) ["  x— (m  — a)A  1 mi i 


risultamento  il  quale  noti  comprende  che  m — i fattori  variabili  mollipliaall  per 
il  loro  numero  primitivo  m , e per  la  loro  differenza  comune  A , il  che  è del 
tutto  analogo  alla  differenziale  di  xm  ( t'edi  Dimuemiau). 

Per  mezzo  di  questo  risultamento,  dedurremo  da 

Uj.  = à-t-Bx-t-Cx(x — A)-+-Dx(x — A)(x— aA)  -+■  ec. , 


ponendo 


BA+aCAx 

-f-3D//x(x— /i) 

ec. 

ti}ur=z 

aCA1 

-4-2 . 3 D/i7x 

-4-  co. 

b,UJ.= 

2 . 3DA3 

-t-  ec. 

ec.; 

= 0 , otterremo 

✓ 

Asm 

, B=z—  , 

C — — K D-_ 

Aa« 

A 

1.2/1*’  . 

. a . 3A= 

e per  conseguenza 

x A«  x(x-A)  A’k  x(x— A)(x  — aA)  A’u 

«*  = riH r H . — _ h J ) ! t-ee. , 

i A i . a A»  i . a . 3 A’  . 

risultamento  che  si  dedurrebbe  dall'espressione  del  n.“  43  , facendoci  n = o,  o 
cangiando  x— a in  x.  Il  processo  che  abbiamo  esposto,  è stato  indicato  nel  Di- 
ctionnaire  de  Matliemati</ues  de  /’  Encyclopedie  Méihodiyue,  T.  II,  pag  a3tj , 
a*  colonna. 

91.  Nella  formula  di  sopra,  i fattori  vanno  decrescendo;  ma  se  vogliamo  sta» 
bilire  il  contrario,  bisogna  cominciare  dall'  osservare  che 

A . a(x-s-A)(x-»-a A) [x  — i)A] 

(x  f AKxn-aA) (x-t-mA)  I 

— x(x-t-A)(x-+-aA) [x-t-(m  — r)A]  ì~ 

(x-t-A)(x-t-aA)  . . . [x-s-(m—  i)A]mA. 

Ponendo  quindi 

ttm  A-l-Bx-f  Cx(x-t-A)-t-Dx(x-t-A)(x-t-3A)-h  ec. , 
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ne  dedurremo 


Au,= 

BA-*-»CA(x-+-A ) 4-  3DA,x4-A)(x4-aA)  4-  ec. , 

aCA2  -4-3.3  DA*(x4-aA) 

•H  ec. , 

A,Ux=3 

-4-  2 . 3 DA3 

4-  ec. , 

«c  ; 

ma  allora,  per  far  iparire 

la  variabile  x da  tutti  i termini 

nei  quali 

bisogna 

• 

in  u x , porre 

X = 0 , donde 

. A^h, 

Au., 


i+i  = o, 


e 


B = 


Au . | 

~h~  * 


A*W*.  X4-WSO,  . . . . «jr  = «_m  C C = 1 

ASM_j 

A3«, x-t-3A=o «.  = «-»  • • • D=*  7^3/1»  » 


ec., 

e infine  si  ha 

* A«_,  x(x-4-A)  A5u„  a x<x-4-A)(x-t-2A)  A’u_s 

«,=  uH j-I.  4-  £ —7 r-  H 5 a— -►  ee. 

i li  i . a A*  i . a . 3 A3 


Qui  le  differenze  non  tono  riferite  «I  medesimo  valore  «li  u,  come  nella  prima 
formula;  ma  je  prendiamo  le  differenze  retrocedendo,  e che  queste  nuove  dif- 
ferenze s'indichino  con  ' Au,  avremo 

Au_,=u— u_,  =’Au, 

Alu_a  = u — 2U_,4-u_a  r=  Au — A u_,  ='A2u, 

A3u_,  = h— 3u_,4-3u_a — u_,  = 1 A2u — 'A2u_,  ='  A3u  , 

ec.  ; 

e in  questa  mauiera  potremo  scrivere  I'  espressione 


x 'Au 

u,  = u-f- — 

t A 


x(x4-A)  ' A2u  x(x4-A)(x-t-2A)  ' Asu 

"TTa TTa.3  A5"  + " 


alla  quale  ti  giungerebbe  direttamente»  supponendo  che  a ciascuna  differenziazio- 
ne x ti  cangiasse  in  x— A,  e sottraendo  il  secondo  stato  dal  primo. 

L’espressione  di  *A"«,  relativa  a quest1  ipotesi,  si  ricaverebbe  da  quella  del 
n.°  ’jy  y cangiandovi  il  segno  degl’ indici  di  u,  e quando  n è impari  quello  di 
ciascun  tei miue.  Quanto  all’ espressioni  di  r/f)olteuute  nel  numero  precedente  e 
in  questo,  esse  possono  evidentemente  abbreviarsi  cosi: 


x _ x 

u,=  (i4-A)  v,  vr  — ( I — 1 A)  h u 

72.  Sostituendo  ai  prodotti  di  fattori  equidifferenti  delle  funzioni  analoghe  , 
si  colruirebbcro  altre  formule  d‘  iuterpoluzione.  Se  si  ponesse  per  esempio, 

v*  =5  A+B  scu  x -4-C  sen  x sen  (x— AH-D  sen  x sen  (x— h)  seo  (x— a//)  4-  ec., 
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e che  se  ne  prendesse  , per  esempio,  le  differente  successive  come  nel  n.°  70, 
per  metto  delle  formule  del  n"  36,  presto  si  vedrebbe  che  la  suppositione  di 
x-  = o,  che  fs  sparire  senx,  e riduce  il  valore  di  ur  al  suo  primo  termine,  non 
lascerebbe  sussistere  che  i due  primi  in  Air,,  i tre  primi  in  A’ui,e  cosi  di  se- 
guito, il  che  darebbe  ancora  il  metto  di  determinare  i coefficienti  A,  B,  C,  D,  er. 

Ma  mi  sembra  che  non  sia  sempre  permesso,  di  considerare  come  una  vera 
trasformazione  il  processo  di  sopra,  col  quale  non  si  fa  che  sottoporre  un  nu- 
mero limitato  dei  primi  termini  di  una  serie  scelta  arbitrariamente,  a ripro- 
durre un  simil  numero  di  valori  della  fnntione  vr , corrispondenti  a quelli  di  x 
presi  nella  serie  o,  /r,  aA , « c. , quando  ancora  i coefficienti  presentassero  una 
legge  che  potesse  continuarsi  all' infinito.  Si  direbbe,  per  esempio,  che  l'equa- 
zione 


u . = A'  seti 


A"  sen 


3 TX 

■ A'"  sen  H- ec.  (n.*  5a) 


è lo  sviloppo  di  u=o,  o che  la  curva  cbe  essa  rappresenta  è una  linea  retta  , 
a motivo  che  la  fuotioue  ha  un  numero  infinito  di  valori  eguali  a zero  , e la 
curva  un  simil  numero  di  punti  comuni  con  l’asse  delle  ascisse? 

Non  segue  il  medesimo  nelle  serie  del  Maclaurin,  perchè  i valori  che  siamo 
obbligati  a dare  alla  funzione  u^,  si  succedono  a intervalli  infinitamente  pic- 
coli, o,  il  cbe  equivale  allo  stesso,  essa  è il  limile  comune  alle  due  serie 


«,  = «- 1- 


x 

1 /< 


x(x — A)  A*«  x {x — A)  (x — aA)  A ’« 

tt-  1?  — 1?  *♦*  “■ 


x '£  11  x(x-v-A)  'A x (ce— t- A ) (x-4-aA)  ' A’u 

li  _ Si  M-f-  — — — 4*  —f-  U.  -.!■  . — « 


s A 


1 . a A1 


1 .a.3 


A5 


perchè  la  suppositione  di  A =0,  che  cangia  i prodotti  variabili  in  poterne,  can- 
gia ancora  le  quantità 

A n,  A A3«^. 

ir  ’ if~  ' ~a*~  ’ **•’ 


'Am,  'A  *u,  'A*«, 

~ ' a»  ’ ~TF 


, ec. 


. du  tPu  d*it 

di  ’ di1  ’ di3  ’ “■ 


e che  un  numero  limitato  di  primi  termini  della  serie  , rappresentando  1’  ordi- 
nata di  una  curva  osculatrice  della  curva  data  , al  punto  ove  x=o,  non  ai  al- 
lontana che  poco  dai  veri  valori  di  , nel  meotre  che  quelli  di  x rimangono 
abbastanza  piccoli  perchè  questa  seriesiacoovergente.il  passaggio  delle  differente 
alle  differenziali  stabilisce , col  ravvicinamento  dei  punti  comuni  alle  due  curve 
cbe  si  considerano,  la  legge  di  continuità  nella  successione  di  questi  punti. 

73.  Il  Teorema  del  Taylor  comprendendo  quello  del  Maclaurin  ( Vedi  Dirra- 
■tatiaLa)  non  è altra  cosa  che  il  limile  dell'espressione 


x — a A 11 


■+■  ec.  (n.*  43  ), 


il  quale  serve  a ricavare  il  valore  generale  ir*  da  quelli  cbe  questa  funtiune  e 
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le  sue  differenze  prendono  nella  supposizione  di  x = a.  Se  la  precedente  espres- 
sione si  scrive  come  segue 

(x — n)  Am  (x— a)  (x  — «— A)  A1!/ 

* ' 1 fi  1 . a fi*  • 


{x—a)(x—a — /<r)(x— a — a/#)  A3« 
1 . 2 . S A* 


4-  ec.. 


.....  f . , . Am  AaM  A3m 

e che  v»  si  faccia  4 = o,  osservando  ebe  1 rapporti,  — , , — — ec.,  hanno 


. . , </m  dxu  tPu 

per  limili  — , , j-r  , cc. , otterremo 

* da  da*  da'* 


du  (x — a)  dxu  (x— «)»  d~°u  (ar — a)  s 

«,  = «+  3 4-  7-j  — 4-  -7-. r *+-  ec. 

da  t da*  1 . a da 3 1.2.3 

Facendo  quindi  x— <j  = /ì  , e cangiando  a in.x,  avremo  evidentemente 

di/j.  h • fi1  <Fu fi 3 

dx  1 dxx  *t  . 2 dx*  i.2.3 

Ed  è airincirca  così  che  il  Taylor  scoperse  il  teorema  che  porta  il  suo  nome  ; 
e quando  esso  si  conosce,  la  teoria  del  calcolo  differenziale  non  offre  più  veruna 
difficoltà;  quello  che  abbiamo  veduto  basta  per  provare  come  il  calcolo  diffe- 
renziale può  dedursi  da  quello  delle  differenze. 

Dalla  formula  trovata  si  conclude  , sopprimendo  l’ indice  x,  che  non  è più 
necessario, 

du  fi  dxu  fi*  d*u  A5 

Am  = — — 4-  — — • — 4-  -3 — - = 4-  ec. 

dx  1 dx*  1 . 2 rfxJ  1.2.3 


74.  Se  invece  della  variabile  x sostituiamo  fi  nello  sviluppo  di  e*  (Vedi 

Funzioni  esfok  Enzi  ali  ) , troveremo 
du 

da  fi  du%  fix  du 5 hz 

c — 1 = j—  — *t-  -j—r  — 4-  — - — —5  4-  ec. , 
dx  1 dx x 1.2  ax3  i.a.3 


sviluppo  che  non  differisce  da  quello  di  Am  del  numero  precedente,  se  non  die 
le  potenze  di  du  tengono  il  posto  delle  differenziali  successive  di  u;  possiamo 
dunque  porre 


du 

dx 


fi 


Ari  = e — I , 


purché  si  applichi  alla  caratteristica  d gli  esponenti  delle  potenze  di  da.  Il  La- 
grange  è il  primo  che  ha  fatto  quest1  osservazione  , ed  è partito  da  ciò  per  dare 
un  seguilo  di  formule  eleganti,  fondate  sopra  l’analogia  delle  poterne  con  le  de- 
ferenze. 
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Pulsiamo  ancora  rendere  più  aemptice  que  l»  modo  di  scrivere,  ponendo 


M-+-ÌU 


Au  ss 


.) 


u 


mentre  non  ci  sarà  niente  da  cangiare  nello  sviluppo;  ma  bisogna  ben  rammen- 
tarsi che  la  lettera  d esprimendo  una  caratteristica,  e non  una  quantità,  l1  equa- 
zioni di  sopra  non  diventano  effettive  che  quando  il  loro  secondo  membro  è 
sviluppato. 

Si  Ita  similmente 


«» 


La  primo  di  queste  formule  è quasi  evidente  da  se  medesima,  pqichè  u cor- 
rispondendo ad  x , un  corrisponde  ad  x-\-nk  , e si  ottiene  per  conseguenza  del 
solo  cangiamento  di  li  in  n/t , nell' espressione  di  ur 

Quella  di  ."ri,  stabilita  soltanto  per  mezzo  dell' analogia  dal  La  grange,  è una 
conseguenza  ben  semplice  della  formula  del  n°  27.  Infatti  se  si  mede  in  quest», 
invece  di  um%  i#„_t , ec. , le  loro  espressioni  formate  per  mezzo  di  quella 

di  f*„,  indicata  di  sopra,  verrà 


. TI  « {n~')h  71  »('>-') 

==  e ax  u e u-i — e a u 

t 1.2 

_ «(/»-»)(«-») f i*— *>A  TI 


1.2.3 


n-+-ec. 


equazione  rigorosamente  esatta,  quando  il  suo  secondo  membro  è sviluppato,  e 
che  non  cesserà  di  esserlo  se  si  scrive  così 


....  | . **  ^ - f . 1 «.  I. 

poiché  lo  sviluppo  non  cangerà  per  questo.  Ma  se  osserviamo  che  lo  sviluppo  di 

d 

e"“  è il  medesimo  di  quello  di  (e')1",  e che  si  faccia  in  conseguenia  A — — ss s, 

dx 


verrà 


Ì«  n «-1  ntn — i)  »-a  I 

( C > —(«■')  h 1 — (*')  — ec.  J « 


Questa  dimostrazione  semplicissima  e molto  elegante  , è stala  data  dal  signor 
Brinkley,  nelle  Trumactiuns  P/ii/otop/tìt/ues  dell'anno  1 807. 

11  Laplace  che  fu  il  primo  a dimostrare  quest'  importante  formula,  si 
Oix.  di  Alai.  Poi.  Ut  5i 
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y ,i |se  io  principio  di  un  altro  giro,  egualmente  molto  semplice  « molto  elegante. 
Avendo  osservato  che  in  generale 


A"u  = — A"  4- A'  ^ “ /»"*■! 

dx"  dx"T> 


dxnrX 


. A"*»-*.  cc. , 


Af,  A",  ec.  indicando  coefficienti  i quali  non  dipendono  che  da  ny  e per  con- 
seguenza che  debbono  rimanere  i medesimi  , qualunque  sia  la  funzione  u,  con- 
sidero in  particolare  il  caso  in  cui  us=«*,  il  quale  dà 


dmu  . 

— =cr*(  Fedi  Difpebbnziàli)  , « &mu  =e*  (eh — i)m(n.°  35) , 
dxm 


qualunque  sia  m , e per  conseguenza 

(tA— i )•=-/,»-*- ec.  ; 


donde  segue  che  i coefficienti  A',  A,;,  ec  , debbono  essere  i medesimi  di  quelli 
ilcllo  sviluppo  di  [rfl — i)n,  poiché  V accrescimento  h deve  restare  indeterminato. 
Di  più  non  é difficile  vedere  chesi  pillerebbe  dal  secondo  membro  dell’eq nazione 
di  sopra,  allo  sviluppo  posto  per  A"//,  se  si  cangiassero  le  potenze  di  h in  fal- 


dnu 

lori  della  forma  — — A* 
d x" 


d"*'  u 
dx" 


/i"+l  , ec.  , il  che  eqolrarrcbbe  a scrivere 


r * 

, invece  di  ve  — 

I<a  forma  dello  «viluppo  di  d"«  «arebbe  provala  prendendo  le  difTerenve  «uc- 
cesiive  dell’ e>p> esrione  di  Ju;  ma  eiia  si  trova  «ubilo  per  meno  della  formula 
del  n.°  37,  «niliiuendo  per  u„ , , u„-%,  ec.  gli  «viluppi  che  non  abbiamo 

fatto  che  indicare  nel  precedente  numero,  e che  «ono  lutti  simili  all'espressione 


da  nh 


d%u  n%h%  d*u  n Vi* 

T~x TZi  Z ec 

dx%  i . a dx * i .a  3 


si  vede  bene  allora  che  il  risultamento  non  deve  contenere  le  differenziali  di  u 
che  al  primo  grado;  e d'altra  parte  si  sa  che  il  primo  termine  dello  sviluppo 
cercato  dev'essere  della  forma  di  dnut  il  che  si  riconoscerebbe  ancora  cou  lu 


Ih  \ „ 

sviluppo  di  \ e — i / , che  è quello  di 

/ ft  fi 1 A8  \ / h 

Vi  i.a  i.a.3  / \ a 


A* 

H -4-ec 

a.  3 


;G.  Il  Brinktey,  nella  memoria  di  già  citata  , ha  osservalo  che  i coefficienti 
delle  diverse  potenze  di  A,  ricavali  dallo  sviluppo  di  sopra,  derivavano  ancora 
dalle  differenze  della  funzione  Ciò  si  vede  facendo,  nella  formula  del  n.°  uj9 
le  sostituzioni  indicate  alla  fine  del  precedente  numero,  o sviluppando  1' espres- 
sione 


bnu  s 


nh  h 


('»— 0* 


dx 
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e ordinando  il  risultamenlo  rapporto  alle  potenze  di  A;  viene  allora 
n(n  - i) 


In 

■-T 

Ì«  / . \ »(«—»>  / \ ■ s 1 <t/t  h 

"-r(r',).+Tr(“"J)"  **•  I.att- 

1 n / \ n ( n— i ) / \ 1 d*u  A» 


Il  « / \ .•  n ( n — i ) / \ . 1 il'ii  A* 


ove  r espressioni  comprese  nelle  parentesi  grandi  sono  i valori  che  prende  la 
prima  espressione  di  4l,.xm  del  n.°  3i  , quando  ci  facciamo  me,  /i  = it 
m = i , ==  a = »,  e sono  nulle  per  valori  interi  di  i minori  di  n. 

Per  indicare  quest'origine  il  Brinkley  gli  rappresenta  ìd  generale  con  A" . o1  ; 
siccome  A".o"=i  .3.3  ,4  . . . . n (n.°  3i),  egli  scrivo 


d"u  , 

A"«  = - — A"  • 

dx" 


4" . o "+* 


d^+'u 


1 . a . . . . (n-t-i  ) dì r"f‘ 


A"+> 


»+»  d’-rVu 
. (fi-t-a) 


A”+a  OC. 


Possiamo  ancora  con  un  processo  che  stabiliremo  all’articolo  (Calcolo  Dif- 
vaasazisLa)  dedurre  gli  uni  dagli  altri  i coefficienti  A',  A",  ec.,  dello  sviluppo 
di  (e* — 1)“.  Osservando  che 


rf./(eA — 1)" ne* 

d/i  ~ eA  — 1 


n 


A» 

a . 3 


A* 

a . 3 . 4 


+•  ec. 


troveremo  facilmente 


A' 


t 


»A"  =.7  (»-+..) A'  ~-^-sn, 

3‘'"a7('+l)A"'r3(*+.)A’  TrT' 

4A""=  j ( «+3  ) A'"*—  ^ ( n+a  ) A"  + ry^(  M-i  ) A'  - 
ec. 

77.  La  medesima  relazione  fra  le  potenze  e le  differenze  »i  ritrora  nelle  fun* 
tioni  di  un  numero  qualunque  di  variabili;  e per  non  dubitarne,  basierà  consi- 
derare il  caio  che  dipenderebbe  nel  medesimo  tempo  da  x e da  y.  Se  conce- 
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piamo  che  queste  «lue  fariabili  di  tentino  respetti  vanitole  x*fA,  e la  funzione 


u si  cangierà  in 
n 


i t dtt  du  \ 

T | 'di'1  * 17  1 i 

1 < d%u  d*u 

*4-  { ~T  i ^ ~*~2  J 

1 . a \ dx*  dxdy 


d*u  d*u 

-4-a  - — ; — hk- 4- 


dy* 

<Pu 


*1 


1 ( d*u  ..  _ d*u  ...  . <Pu  (Pu  mm  \ 

■*■77773  j^rA  ^ d*d}h  Mdidp  ) 

-+-  ec.  ( Vedi  Calcolo  DiPraasaziALB) 

e se  da  questa  formula  si  sottrae  u,  il  resto  sari  lo  sviluppo  di  du,  differenza 
totale  di  u , e si  formerà  da  quello  dell'  espressione 


du 
. dx 


£ -* 
dr 


osservando  di  trasportare  alla  caratteristica  d gli  esponenti  di  du , vale  a dire 
duP  dui  . dPHu 

di  cangiare  il  prodotto  m jxPj  r 1 0 mtt!>10  ancora  pooeodo  l'equa- 


du 


(h4-+‘ »/  ) 

= V dx  dr  - . 4 , 


e aggiungendo  I'  u alla  caratteristica  d,  quando  si  svilupperà. 
Si  avrà  quindi,  per  analogia. 


d"u 


„c 


. d , d 


.X. 


Infatti  vedremo  dagli  sviluppi  successivi  che  producono  le  sostituzioni  reiterate 
di  x-e-A  e y~\ -A,  in  quelli  di  du,  d *«,  ec. , che 

dmu  , dnu  1 

h "-»**  ec.  | 


d"« 


= 1 


d*u 
' dx " 

rf"+'u 

dx”l' 


_e.  B' 


dx—'dy 

d"*'a 


dx”dy 


(lxn-  ±fjy- 

d’*'u 

A"  k -+-  B"  A*">  A*  -+-  ec. 


dx " •dj'1 


e se  prendiamo  uar**/,  si  troverà 


du 

dx 

Au 


du 


d*u 


d1u  d2u 

~dy  ~ ~d&  **  d*d>  ~ df  ~ ec-  =e'+/ 


d*u=e^(/^_,J‘ 


d"u=ae^( 
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calori  che  cangeranno  1’  espressione  generale  di  à"u  in 


A*  -h  A'A"->  i A" A"-»*»  4-  A"'A"-8A«-t-eu. 


-+-  BA"+*+B'A"A  -+-  B"A"-'*a+B'"A*-Us-+-  ec. 


ora  gli  accrescimenti  A e A dovendo  restare  indeterminati , ne  risalta  che  i coef- 
ficienti numerici  A' , A",  . . . . , B , B' ec. , del  secondo  membro  sa- 

ranno identici  con  quelli  dello  sviluppo  del  primo. 

Dev’essere  evidente,  senza  che  ci  sia  bisogno  di  entrare  in  altre  particolarilA , 
che  se  u dipende  da  *,  y,  *,  ec. , e che  A , i,  l , ec.  siano  gli  accrescimenti 
respettivi  di  queste  variabili. 

( A A ~ ec.  Y«; 

A"u=V  dx  dT  d*  _,/ 

poiché  operando  come  sopra , ri  riporterebbe  la  determinazione  dei  coefficienti 

nnmerici  a quella  dello  sviluppo  di  ^ e ec-  _>  . 

*8.  Riguardo  alle  differenze  parziali  delle  funzioni  di  due  variabili , ti  comincia 
dall’  avere  I’  equazioni 

m / J,  d n / I d \n 

A,u  = (e  dx—'ju , 4j-“=  ( «*  “ (0°  7«)- 

Combinando  la  seconda  formula  con  la  prima , per  sviluppare 

n / m \ min 

M4-“)  = 

ti  ottiene  un  risultamento  della  forma 


min  dm+n  U Jm-F*+r». 

A,  r «=  — hmk* A 

*'*  dxmdjH  dxm+ldy" 


-+>  A' 


d"*+"+ 1 „ 
dxmdj/n 


hmkn  t i ec. 


H-ec., 

ove  Ì Coefficienti  A,  A',  ec. , fono  indipendenti  dalle  variabili  e dai  loro 

accrescimenti  A,  A;  c si  cade  sopra  un' espressione  della  medesima  forma  quando 
si  sviluppa  il  secondo  membro  dell’  equazione 


Am*m  / h d \m  ( A ** 
e dx  1 J \ e dx 


non  si  tratta  dunque  più  che  di  provare  T identità  dei  coefficienti,  il  che  si  fa 
ancora  ponendo  donde  risulta 


O-— '(•*-» 

* dì  dove  si  vedo  che  la  formazione  dei  coefficienti  di  cui  si  tratta,  è la  mede- 
sima tanto  nella  prima  espressione  quanto  nella  seconda. 
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79.  Il  medesimo  metodo  comi  ure  «Ila  dimostra  rione  della  formula  generale  del 
n.°  63.  Infoiti  !•>  operazioni  successive  indicale  iu  questo  numero,  dovendo  con- 
duire  a un'espressione  della  forma 

Anu ss  AA_«  + A A u- i-  Af  A u ec. 

*'T  *'  y 

_ «♦*  0»-i)*a 

*+"  B A u -t-  B A ti+  B A u ■+■  ec« 

* * r 

■+*  C A u ■+•  C A ut*  C,f  A 1/  *4-  ec. 

x *>y  *yy 

-Hec. , 

che  la  supposizione  di  u=  e*+y  cangia  in 

+k.{*h  -,M«* 

)"(«*-.) 

A — 1)"  (e*  — i)*-t-  ec. 

4-  ec  , 

si  conosceranno  i coefficienti  A,  A' , ec. , B,  ec. , se  olteniamo  per  il  primo 
membro  uno  sviluppo  della  medesima  forma  del  secondo  membro,  il  che  è faci- 
le, osservando  che 

(•**-  )-{[■*(•*-■)][■*(•'- )-]}■ 

il  coefiicienle  di  un  termine  qualunque  in  questo  sviluppo, 

« 

sarà  perciò  quello  di  A in  quello  di  A così  potremo  porre 

Si  arriverà  al  medesimo  risullameolo,  ricavando  dall'espressione  di  A ,11,  e di 
A jH,  quelle  di 

d d 

1l  dx  * dy 

e s=I4-A^,  e -H-A;, 

* sostituendo  quest' ultime  io 


(h^L+k-L  y 

"u='-e  “x  <v  — 1 r u (n.°  77). 

iìù  avanti  questi  calcoli , dai  quali  ai  v< 
il  numero  delle  variabili  della  funzione  a 

j (*+4*)  (,+i/)  ( ,-+-4*) -*)’«• 


\ — f t 1 

Noo  spingeremo  più  avanti  questi  calcoli , dai  quali  ai  vede  evidentementa 
obe,  qualunque  sia  il  numero  delle  variabili  della  funzione  u. 
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8o.  Fin  qui  abbiamo  supposto  che  gii  accrescimenti  «Ielle  variabili  indipen- 
denti fossero  costanti;  nel  caso  contrario,  l'applicazione  del  teorema  «lei  T*vh>r, 
dà  un'espressione  elegantissima  delio  sviluppo  di  A"«  , quando  u uon  contiene 
che  la  variabile  x.  Per  giungervi,  sia 

*i— x=/i,  xa —*  = //,,  Xj— x=Aa  ....  xrf-x  = //„; 

otterremo 


du  A, 



dx  i 


d*u  A*, 
dx%  i.a 


d'u  A», 


«»=  «+■ 


du  A» 
dx  l 


d2u  A», 
dx 1 ì.a 


tPu  A*. 
dx3  1.2.3 


ec., 


u.=zu-+-  


du  A,  d2u  A*,  dlu  A’j 


dx  I dx2  1.2  dx2  1.2.3 


du  A d2u  A*.  (Pu  A 

»„*=«-+-  -y— h . ■ r 4-  rr  ■ — 1 — j + «c.  > 

dx  I i . 2 dx3  |.2.3 

e sostituendo  questi  valori  nella  formula 

n n(/|— t)  n(/i  — tXn— 2) 

= *c., 


avremo 
A»u  = 


,2.3 


Ìn  n n — i)  n(n— t)(n-2>  » 

i ■ — •+•  ec,  } 

i 1.2  1.2.3  | 

dui  n , n(n — i)  n(o— t)(n — a)  | 

~ } A.  - -A  ...  4-  -±-^  A.-* V.4-  « j 

- -2  7 A H TTa~ * ""* 7T773- A "‘*  ec'  } 

' j A*. — i AV,  -4-  ^ /Va-  n(,,~-^V3)  V.4-  «c.  } 

i . a . 6 dx 3 | i i . a i . a . 3 ) 


i dx 
d*u 


ec. 

Il  coefficiente  «li  « è identicamente  nullo;  mentre  esso  è lo  sviluppo  di 
(i  — i)”,  di  piti,  se  si  cangiassero  in  esponenti  gl’ aulici  della  lettera  A;  le  serie 

. , . du  d*u  d*u  ..  .. 

che  moltiplicano  , j— j,  ec. , diventerebbero  respettivainenle  eguali 

agli  sviluppi  di  (A — i)",  (A1—  i)" , (A5 — i)",eC  , privati  del  loro  ultimo  termine, 
che  è Ipl  l , fecondo  che  n è impari  o pari:  possiamo  perciò  sostituire  iu  luogo 
di  queste  sesie  le  quantità 

(A-i)"±i,  (Aa — »)* zt  i , (A8— 1)"2:  1 , ec. , 

osservando,  quando  svilupperemo , di  cangiare  in  indici  lutti  gli  esponenti 
ai»  n-  i » n — a,  ec.,  c di  nou  lasciare  alla  lettera  A che  gli  esponenti  i,  a,  3,  ec. 
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dai  quali  esu  è affetta  nelle  parentesi  di  sopra , ed  è cosi  che  il  signor  Proti» 
ha  presentalo  la  formula  seguente: 


~7-bS  — 

81.  Il  valore  che  prende  la  funzione  u , quando  cangiamo  x in  x-t-nA,  è per 
il  teorema  del  Taylor, 

du  nA  d%u  n*A*  d*u  n’/t* 

U ■+•  ■ • -+*  — — — •+“  -7— z-  r H-»  W. 

dx  i dx*  1 . a dx*  1 . a . 3 


e per  r espressione  di  un  (n.°  26), 

n . . n(n — 0 .a  «(/1  — a)  .«  . 

u — A u -+■  Aau-t-  v ' A*u-+*  ec.  ; 

1 13  «.a. 3 

•i  hanno  dunque  cosi  due  sviluppi  della  medesima  espressione  , l’uno  ordi- 
nato secondo  le  potenze  di  n , e l’altro  secondo  prodotti  di  fattori  equidiffe- 
renti. Effettuando  questi  prodotti  e paragonando  i termini  affetti  dalla  mede- 
sima potenza  di  n , nelle  due  espressioni,  viene 

du  1 1 1 

_ h = Am A2u-f-  — A — — A •«  -t*  ec. 

dx  a i 4 

I ■ 

Aa«— -A*u-t- — A Vi—  ec  , 

</xa  la 


3 

—7  A*  = Asa  — A 4is  -+-  cc. , 

ox"  a 


</Vi 

dx* 

ec. 


/i4=  AVi  — ec. , 


L'Eulero,  che  trovò  il  primo  questi  valori,  quasi  nella  medesima  maniera,  noia 
nè  osservò  la  legge;  ed  essa  non  è evidente  che  per  la  prima,  dalla  formazione 
della  quale  si  vede  chiaramente  che  possiamo  scrivere 

du 


La  medesima  cosa  succederebbe  ancora  rovesciando  l’equazione 

d 


A uì 


sopprimendovi  prima  la  lettera  u nei  due  membri  ; poiché 

d \ ..  d 


( *-3-  ) dà  4- 

l ' e dx  — ,/  f dx  __  1 + ^ 


e rimettendo  la  lettera  u,  formeremo  il  talore  di  A. 

dx 


donde  A — — = /(i-t-A), 
dx 

du 
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Per  analogia  se  ue  concluderà  che 


(fu 

dx" 


A*  = 


il  che  (i  rcrifichcrà  facilmente,  poiché  li  ta  (ligia  che  il  valore  cercato  dei'  este- 
re della  forma 


Facendo  u=ce*  in  questa  equazione,  ne  dedurremo 

n Ih  \n  /fi  \o-+ 1 / A V 

A = \.  ~>)  -t-B'Ve  +B‘Ve  — ,Jf 


n-t-a 


■+*  ec.  ; 


c per  mettere  ili  evidenza  I’  identità  dei  due  membri  di  quella  equazione,  balle- 
rà osservare  che  A = j / ^ i-t-e  — * ) } ’ Pcrc***  *»M*ppo  di  / ^ i-t-e  — ! ^ , 

A 

ordinato  secondo  le  potenze  di  e — i , essendo 


ie  poniamo  per  abbreviare,  e —1=3  9,  verrà 


!‘-i 


GM-  ~ G® — 4*  04-+-  ec.  | 

* 4 


S B'  G"+*  -+-  ec. , 


equazione  per  mezzo  della  quale  i coefficienti  B',  B",  ec. , saranno  determinali. 
E siccome  scrivendo  nel  secondo  membro  &nu  , A"+,h  , ec.,  in  luogo  di  G*  % 

d"jj 

G**',  ec.  , avremo  il  valore  di  h " , ne  segue  che  questo  valore  è eguale 


a ciò  che  diventa  lo  sviluppo  di  j j ",  quando  effettuiamo  un  simile 

cangiamento,  vale  a dire  che 


d*u 

dxn 


hn 


={/(i+a)  JV 


Si  dcterrainerebliero  successi lamento  i coefficienti  B' , B"  , ec. , gli  uni  per 
mezzo  degli  altri,  applicando  all' espressione 


(9-75’4'r9*-T8‘+*c)' 

il  metodo  che  si  pratica  nel  calcolo  differenziale  ( Fedi  questa  parola). 

Faremo  osservare  che  I’  espressione  di  u , ottenuta  uel  n.°  55,  e cha  sup- 
pone A = 1 , essendo  messa  sotto  la  forma 
Dii  di  Mal.  Voi.  Ut 
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A'r« 


da  ancora 


• + /A' 

[ ^ 4'u  -4-  àrr'u 

r-f-i 

7 3 

= H — A"-*- a B" 

m*  m 

^ (r+\)(r+-i) 

« B'« 


-4r+1//  -4-  ec. 


^4*  = - ) z A*-!/  -4-  A'+,h  -4-  — A’*4  u-4-  ec.  1 , 

<fr'  i .a  . . r \ /■-+-!  (r-t-i)  (r'd**)  J 


allorquando  ci  facciamo  — = dx,  e che  te  ne  prenda  il  limite  nell' ipotesi  di 
ut  infinita  ; e perchè  a = Ar  .tr  — ■ . a.  3 . . . r ( n.*  39 ,) , eaia  si  riduce  a 


Ì—-  = Ar'H~  — - Art,u-4- Ar+,«-4-  ec. , 

dxr  r-t-i  (r*-4*i  ) (r-4-2) 


il  che  fa  Tedcre  l’origine  dei  cofficienti  A',  B’\  ec. 

8a.  Le  precedenti  formule  suppongono  che  le  differente  della  Tariabile  x siano 
costantemente  eguali  ad  quando  questa  circostante  non  ha  luogo,  è necessa- 
rio ricorrere  all’ espressioni  di  ux,  ottenute  nei  numeri  4?  e 5i.  Differenziando 
la  prima,  se  ne  ricasa 


du 

dx 


ri.(x— «)  „ d .(x— o)(x— a.) 

- — - o«H 

a x dx 


à*«  -4-  ec. , 


d'u  d%  (x— a)(x— a,) 

33  = 3-5 «’“+  ec. 

</x*  dx1 


ec. 

Abbiamo  dunqne  il  metto  di  determinare,  in  tutti  i casi,  i coefficienti  diffe- 
rentiali  di  una  funzione,  senta  conoscere  la  tua  espressione  analitica,  ma  quando 
abbiamo  solamente  un  dato  numero  dei  tuoi  valori.  Bisogna  però  rammentarsi 
le  restrizioni  indicate  nei  numeri  4?  e 5a. , poiché  esse  convengono  egualmente 
alle  formule  che  abbiamo  costruite  , e la  di  cui  applicazione  nou  è sicura  che 
quando  esse  sono  convergenti:  bisogna  ancora  osservare  che  errori  poco  conside- 
rabili, nei  valori  di  a,  diventano  grandissimi  relativamente  alle  differenze  di  uu 
ordine  elevato  di  questa  funzione,  rendendo  spesso  inesattissimi  i valori  dei  coef- 
ficienti differenziali  che  se  ne  deducono. 

83.  L’espressione 


du  1/  d*u  ht%  d*u  //3 

“+rf77  + ^n  +i?n: 3 + ec’ 

che  11  teorema  del  Taylor  dà  per  lo  sviluppo  di  ciò  che  ditenta  u,  quando  x ri- 
ceve l’accrescimento  qualunque  A*,  può  esser  cangiata  in  una  formula  d’ inter- 
polazione, sostituendoci,  in  luogo  dei  coefficienti  differenziali,  le  loro  esprea- 
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ai oni  trovale  di  sopra,  in  differenze.  Chiamando  u* , il  nuovo  valore  di  u,  viene 
subito  ^ 

[ '( 1+4  )]“+  7xà=['(  '+*)]'“ 

+ rrs!  ['(>+*)  ]’« +ec-  (n-° 8 1 >’ 

formula  ordinata  secondo  le  potente  ili  h’ , ma  che  non  £ molto  applicabile  , 
quando  non  ai  ordini  rupporlo  alla  caratteristica  A',  ora,  £ facile  vedete  che  essa 
deve  prendere  allora  la  forma 

"'=“+  J ““+(  ‘r  * 4’.?r)  4’“ 

Se  quindi  si  fa  «=eJr,  donde  »' = e-*‘tA',  ne  risulta 

•*'— *i(*‘  ~M*  V*1'  £ ) (•*-)■•»■  “> 

e possiamo  dare  al  primo  membro  la  forma  del  secondo,  osservando  che 

basterà  dunque  di  sostituirei,  in  que»t'  ultima  espressione  invece  di  e ^ — l la  cab- 
rai teristica  ù. , per  giungere  all’ equazione 

“'=(  i-t-d)"/?  u, 

il  di  cui  sviluppo  darà  la  medesima  formula  del  n.°  43. 

É adesso  evidente  che  questa  formula  non  può  legittimamente  essere  impie- 
gala a rappresentare  una  funzione  incognita,  che  quando  l’intervallo  //,  compreso 
fra  i valori  della  variabile  indipendente,  è abbastanza  piccalo,  perchè  l’espres- 
sioni  del  n.°  8i  siano  convergenti  c diano  almeno  un  valore  approssimalo  dei 
coefficienti  differenziali,  il  che  conferma  le  osservazioni  falle  nel  n.°  72. 

#j.  Se  si  sottrae  u da  n',  la  formula  precedente  darà  • •. 

d'«  = | ^ t-t-i^  A — t > U 

e se  ne  concluderà  , per  V analogia  di  già  si  spesso  verificata,  fra  le  differenze 
e le  potenze , che 

A'"u  = | ^ t-f-à^ A~—  1 J u. 

Quest’  equa  lioue  può  ancora  dedurli  dalla  combinatioue  di  quelle  delti.*  7$  \ 
poiché  avendo 

d 

A'"u=2  ( e'1'  dr-  1 y«, 

*4- 

e ax  «xit+ila, 
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donde 


D1F 


e 


ne  risiili»  precisamente  l'equazione  di  sopra,  il  di  cui  sviluppo  darà  le  diffe- 
renze della  funzione  «,  per  1*  accresci  mento  //  di  x,  per  mezzo  di  quelle  che 
hanno  luogo  per  P accresci  mento  //. 

Quest'  espressione  risolverebbe  dunque  ancora  il  problema  che  si  era  proposto 
il  Moulon  ( n.c  55). 

85.  Tutte  queste  relazioni  si  estendono  con  facilità  alle  funzioni  di  più  Ta- 
riabili; ed  è facile  vedere  che  la  formula 


I a T" 


inversa  di  quella  del  n.°  77,  si  verificherebbe  come  quella  del  n.°  8r. 

Inseguito,  P equazioni  del  n.°  78,  rapporto  alle  differenze  parziali,  dando 
d 1 


<1*  u ss  1 

( ' + *■) 

( h u. 

d 

dy  U~( 

\-f-A,) 

1 

) * 

d 

d»  u=  | 

( ' -*■  A») 

I7«, 

ec. 


se  si  sostituiscono  questi  valori  in 


% 


A'1 


! 

t,=  le  dx 


d 

w 


d 

It 


r 

1 » n 


otterremo 

. a v t , 

= | ^ I '♦"Aj.)  A ^ , -t-àj.)  A -+.  A.)  / cc‘  — I j U . 

Ponendo  n=i  io  quest’ espressione , sene  dedurrà,  per  Pinlerpolatione  dell» 
funiioni  di  un  uumero  qualunque  di  variabili,  uni  formula  analoga  a quella  del 
M.®  62-,  e siccome  te  ne  potrà  ricavare  ancora  tutte  le  differente  di  u relative 
agli  accrescimenti  A',  V , /'  . ec.  di  x,  y , t,  ec. , per  metto  di  quelle  che 
corrispondono  agli  accrescimenti  A,  A,  /,  ec. , essa  risolverà  , in  questo  caso  il 
problema  analogo  a quello  del  u.®  55. 

86.  Può  essere  utile  fare  osservare  che  se,  nell’ espressioni  di  A"«,  formata  ae- 
coodo  l’ipotesi  del  n.®  65,  si  scrivesse  in  prima  linea  i termini  che  contengono 
la  polenta  la  meno  elevata  di  ciascuna  delle  differente  delle  variabili  x,jr,  ee., 
la  riunione  di  questi  termini  diventerà  identica  con  la  differeutiale  d"u,  quando 
vi  ai  cangerà  A x,  A*x,  ec.,  A y , A 2y,  ec.  in  «fa*,  <f*j,  ec. , dy  , dxy , «c.,  che 
ciascuna  di  loro  sarà  della  forma 


MAx^A^'A3*/*'  ....  A^AM'A3/?"  ....  A*rAair’A3sr/r , ec., 

M indicando  una  funtione  delle  variabili  x,  j*,  *,  cc. , e gli  esponenti  sod- 
disfacendo airequatioue 

p-t-ap'-t-Sp"  ....  -*-?-t*27'-t-3/'  . . . ■ -t-r-v-ar'-t-J/-"  . . . . =s  n. 
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Questa  è una  conseguenza  «iella  vubord inazione  stabilita  fra  le  differenziali 
( Vedi  Calcolo  differenziale)  , a motivo  che  esse  sono  i primi  termini  delle 
differenze  del  medesimo  ordine,  o ciò  che  è la  medesima  cosa,  da  quello  che,  se 
si  rapportano  le  variabili  1,7,  «,  ec.  ad  una  medesima  variabile  iudipenden- 

dnu 

te  f,  il  coefficiente  differenziale  sarà  la  funzione  che  moltiplica  dt*  nello 

sviluppo  di  à"u. 

1.  DIFFERENZIALE  CALCOLO.  Quando  gli  accrescimenti  delle  variabili  sono 
considerati  come  infinitamente  piccoli  il  calcolo  delle  differenze  prende  il  nome 
di  Calcolo  differenziale.  Allora  la  natura  puramente  ideale  delle  quantità,  sopra 
le  quali  si  opera,  porta  non  solamente  modificazioni  nei  processi  del  calcolo , 
ma  gli  dà  ancora  una  particolare  significazione,  che  fino  a quest’epoca  , sem- 
bra non  essere  stata  compresa  dal  maggior  numero  dei  matematici.  Tentiamo, 
tanto  quanto  i limiti  di  questo  dizionario  possano  permettercelo  , di  appianare 
le  difficoltà  che,  fin  dall'invenzione  del  calcolo  differenziale,  hanno  portato  alcuni 
geometri  celebri  ad  eludere  l'idea  dell'  iufinito,  sostituendo  ai  processi,  tanto 
eminentemente  semplici  di  questo  calcolo,  processi  iudirctii  e complicati. 

Osserviamo  prima  di  tutto  che  l' intelligenza  dell'uomo  si  compone  di  facoltà 
differenti,  che  ciascuna  ha  le  proprie  leggi  , e che  qualunque  conoscenza  è il 
prodotto  della  doppia  azione,  dell'oggetto  di  questa  conoscenza  sopra  le  fa* 
colià  intellettuali,  e delle  facoltà  sopra  quest'  oggetto.  Ed  è così,  per  esempio, 
per  farci  comprendere  con  un*  immagine  sensibile,  che  nelle  sensazioni  dell'or- 
gano della  vista,  la  visione  è il  risultamento  composto  dell* azione  «li  un  oggetto 
materiale  sopra  l'occhio  c della  reazione  dell' occhio  sopra  quest'  oggetto;  da 
quest*  azione  scambievole  nasce  la  sensazione  del  colore ; colore  del  quale  non 
possiamo  cercare  l'origine  né  nell'oggcllo  nè  nell' organo  affetto,  ma  bensì  nella 
riunione  delle  loro  attività. 

Segue  il  medesimo  per  le  facoltà  dell' intelligenza;  ciascuna  facoltà  è dotata  di 
disposizioni  primitive  o di  leggi  particolari,  che  entrano  come  parti  costituenti 
nelle  conoscenze  alle  quali  ci  eleviamo  col  suo  mezzo.  È dunque  ancora  essen- 
ziale di  non  confondere  i prodotti  di  queste  «licerse  facoltà  con  queste  facoltà 
medesime.  Ora,  due  facoltà  opposte  dominano  tutta  l'intelligenza  umana, 
queste  sono  1*  Intendimento  e la  Ragione,  che  si  neutralizzano  con  la  facoltà 
intermediaria  del  giudìzio.  Le  funzioni  dell’  intendimento  si  rapportano  agli  og- 
getti sensibili,  vale  a dire  agli  oggetti  reali  che  esistono  nello  spazio  e nel  tem- 
po. Questa  facoltà  agisce  introducendo  un'unità  intellettuale  nelle  intuizioni  c-hc 
abbiamo  di  questi  oggetti;  i suoi  prodotti  si  chiamano  percezioni  generali  o 
concezioni . Le  funzioni  della  ragione  non  si  esercitano  sopra  gli  oggetti  essi 
medesimi  o sopra  le  loro  intuizioni,  ma  bensì  sopra  le  concezioni  dell'intendi- 
mento die  questa  facoltà  superiore  riporta  all' unità ^ i suoi  prodotti  si  chiamano 
concezioni  generali,  o idee , prendendo  la  parola  idea  nella  sua  accezione  filo- 
sofica. Le  funzioni  del  giudizio  si  esercitano  alternativamente  sopra  le  concezioni 
dell'intendimento  e sopra  le  idee  della  ragione;  questa  facoltà,  i di  cui  pro«lotli 
si  chiamano  giudizi , agisce  discendendo  dalle  concezioni  generali  alle  concezioni 
particolari,  o risalendo  dalle  seconde  alle  pi  ime. 

Premesso  ciò,  è evidente  che  l'idea  dell’  infinito  è un  prodotto  della  ragione, 
e per  conseguenza  un  prodotto  essenzialmente  differente  da  quello  dell'  intendi- 
mento che  dà  la  concezione  di  una  quantità  finita.  Infatti  la  concezione  di  una 
quantità  finita  ferve  a legare  le  intuizioni  che  abbiamo  degli  oggetti  riportan- 
dole all'unità,  nel  mentre  che  l'i«lea  dell'infinito  è assolutamente  inapplicabile 
agli  oggetti  sensibili  e non  può  riportarsi  ad  alcuna  conoscenza  da  effettuarsi  per 
mezzo  dell' esperienza.  Ma  quest'  idea  dell' infinito,  ultimo  teimiue  della  ragione, 
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sottoposta  .di' influenza  del  giudizio,  si  trasforma  in  idea  dell'  indefinito  e diventa 
allora  applicabile  alle  concezioni  dell’  intendimento,  nelle  quali  casa  introduce 
I'  ultima  unita  intellettuale. 

C<n)  la  concezione  di  una  quantità  finita  si  riferisce  sempre  ad  oggetti  reali, 
da  effettuarsi  per  mezzo  dell* esperienza  , e serve  di  legge  costitutiva  a relazioni 
possibili  in  questi  oggetti;  nel  mentre  che  ridea  di  una  quantità  indefinita  non 
si  riferisce  che  sopra  funzioni  egualmente  dell'  intelligenza,  e serve  di  legge  re- 
golali™ o di  regola  per  la  generazione  non  della  quantità  essa  medesima,  ma 
della  sua  conoscenza. 

Le  quantità  finite  e le  quantità  indefinite  appartengono  dunque  a due  classi 
opposte  di  conoscenze,  e conseguentemente  le  leggi  delle  prime  non  possano  es- 
sere le  medesime  leggi  delle  seconde.  F.d  è alla  confusione  dell’origine  di  que- 
ste due  specie  tanto  differenti  di  quantità  che  siamo  debitori  di  tutte  le  con- 
troversie di  cui  il  calcolo  differenziale  è stato  l'oggetto. 

La  prima  legge  di  questo  calcolo  è 

Due  quantità  che  non  differiscono  fra  loro  che  di  una  quantità  indefinita - 
inente  più  piccola , sono  rigorosamente  eguali. 

Questa  è la  legge  sopra  della  quale  i geometri  durano  tanta  fatica  a compren- 
dete che  riposa  tutta  la  questioue.  Questione  per  la  soluzione  della  quale  biso- 
gna, per  verità,  elevarsi  al  di  «opra  della  scipita  metafisica  del  Conditlac  e del 
suo  grossolano  mrrcanisroo  delle  sensazioni.  La  maggior  parte  dei  matematici 
moderni  riguardano  aurora  la  lingua  dei  calcoli  e altre  inezie  simili  come  il  più 
sublime  sforzo  dell’ intelligenza,  noi  non  po>siamo  rimanere  che  attoniti  quando 
pensiamo  che  malgrado  la  pubblicazione  fatta  nell'anno  i8i5,  dal  signor  Wron- 
ski,  di  un'opera  intitolata  Philosophie  de  l' in  fini , e nella  quale  la  legge  del 
Calcolo  differenziale  si  trova  dimostrata  nel  modo  il  più  rigoroso , questi  mate- 
matici abbiano  persistilo  nella  loro  sapiente  pretensione  di  bandire  l'infinito 
dalle  matematiche,*  ina  non  possiamo  impedirci  di  deplorare  la  condizione  della 
gioventù,  alla  quale  s' impone  lo  studio  di  opere  che  non  si  fanno  osservare  che 
per  l'assenta  totale  d'idee  filosofiche. 

La  dimostrazione  completa  della  gran  legge  delle  quantità  infinitesimali  riposa 
sopra  la  distinzione  necessaria,  che  esiste  fra  le  leggi  reali  delle  quantità  finite 
e le  leggi  ideali  delle  quantità  indefinite;  distinzione  «Iella  quale  non  abbiamo 
di  sopra  potuto  riassumere  che  » principi  e per  la  quale  rimanderemo  i nostri 
lettori  alia  Philosophie  de  V infini , mentre  è in  quest’opera  solamente  che  essi 
potranno  appr  forni  irla,  e conseguentemente  apprezzare  la  dimostrazione  di  cui 
essa  é la  base.  Qui  non  possiamo  che  indebolire  questa  dimostrazione  riepiJo- 
gandola  come  segue. 

Le  leggi  delle  quantità  indefinite,  non  essendo,  come  l'abbiamn  detto  di  so- 
dra,  che  leggi  ideili  le  quali  non  possono  servire  di  regola  che  per  la  genera- 
zione della  conoscenza  della  quantità,  e non  leggi  reali  della  relazione  medesima 
delle  quantità  , è evidente  che  due  quantità,  A e B,  le  quali  non  differiscono 
fra  loro  die  «li  una  quantità  indefinitamente  più  piccola  C , sono  rigorosamente 
t guati.  Poiché  l'idea  della  quantità  indefinita  C non  essendo  che  una  regola  per 
)a  generazione  della  conoscenza  delle  quantità  dell'ordine  di  A e di  B,  e conse- 
qu  ente  mente  non  putendo  avere  alcuna  realtà  nella  sfera  di  grandezza  ove  si 
trovano  A e B,  non  può,  con  la  sua  influenza  puramente  ideale,  cangiare  in 
niente  la  relazione  di  quest' ultime  quantità  considerate  nella  sua  realtà. 

a.  Ci  serviamo  della  caratteristica  d per  indicare  le  differenze  infinitamente 
piccole  o le  dilTercnziali.  Così  dx  è la  «liflerenziale  di  x e d’fx  quelle  di  ©x. 

dx  essendo  una  quantità  infinitamente  piccola,  dx*  è una  quantità  infinitamente 
piccola  del  seccnd'ordiuc  , o una  quantità  infinitamente  piccola  rapporto  a dx  ; 
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egualmente  dx*  è una  quantità  infinitamente  piccola  ilei  lerzordine;  il  prodotto 
di  due  quantità  infinitamente  piccole  come  dx  , e dy  è ancore  una  quantità  in- 
finitamente piccola  del  second'  ordine  ; il  prodotto  di  tre  quantità  infinitamente 
piccole  dx  , dy  , dz  è egualroeute  una  quantità  iufmilurnenle  piccola  del  lerz’or- 
dine,  ec. , ec.  Vedi  lumi  ito. 

La  legge  delle  quantità  infinitesimali  abbracciando  i differenti  ordini  di  queste 
quantità,  e evidente  che  gl1  infinitamente  piccoli  di  un  ordine  qualunque  non 
hanno  alcun  valore  accanto  a quelli  dell'ordine  precedente,  considerali  come  ca- 
paci di  dar  luogo  ad  una  relazione  reale,  vale  a dire  che  l'eguaglianza 

B-+-C 

•i  riduce  sempre  ad 

À=B, 

se  , qualunque  sia  Lordine  di  grandezza  delle  quantità  A e B,  C è una  quan- 
tità infinitamente  piccola  rapporto  ad  A e B. 

Premesso  tutto  ciò,  sebbene  il  calcolo  infinitesimale  sia  quello,  che  in  ultima 
analisi,  viene  adoperato  da  tutti  i geometri  nelle  parli  più  sublimi  delle  mate- 
matiche, attesa  la  sua  massima  semplicità;  pure  siccome  la  maggior  parte  dei 
corsi  elementari  di  matematiche  hanno  trattato  la  teoria  del  calcolo  sublime  per 
mezzo  dei  limiti  , e siccome  nel  presente  dizionario  ci  siamo  imposti  l'obbligo 
di  esporre  i diversi  metodi  elementari  usati  da'geometri  nella  spiegazione  delle 
diverse  parti  delle  matematiche  , cosi  abbiamo  creduto  di  prendere  dai  migliori 
autori  del  giorno  il  modo  col  quale  hanno  spiegalo  il  calcolo  differenziale,  ed  è 
per  ciò  che  esporremo  prima  tutte  le  regole  del  medesimo  col  metodo  dei  limiti , 
quindi  dimostreremo  le  medesime  per  mezzo  degli  infinitesimi  ; cosa  che  darà 
ancora  luogo  ai  lettori  di  poter  confrontare  l’uno  con  V altro  metodo,  e a de- 
durne quelle  conseguenze  che  giudicheranno  migliori. 

S.  L'algebra  propriamente  detta,  considera  la  quaulità  in  se  medesima,  e ri- 
ferita ad  uno  stalo  di  grandezza  fisso  e determinato.  Le  i dazioni  che  quantità 
soggette  a condizioni  date  debbono  avere  fra  loro,  formano  l'oggetto  delle  que- 
stioni che  si  trattano  in  quel  ramo  d'analisi. 

Nel  Calcolo  Differenziale  al  contrario  , supponiamo  che  la  quantità  passi  per 
d iflerenti  stali  di  grandezza  , e si  considerano  i cangiamenti  che  uc  risultano 
nelle  sue  funzioni. 

Le  quantità  che  possono  cangiare  di  grandézza,  o che  si  riguardano  come  a venti 
la  facoltà  di  cangiare  di  grandezza,  si  chiamano  quantità  varia  bili  ; e si  chia- 
mano costanti  quelle  quantità  che  conservano  il  medesimo  valore  in  lutto  il 
corso  del  ralc<  lo. 

Le  costanti  sogliono  indicarsi  con  le  prime  lettere  a , b , c , ec.  e non  cre- 
scono nè  scemano.  Le  variabili  con  J*  ultime  x , y , * , ec. , e crescono  o scema- 
no continuamente.  Per  dare  un  esempio  tanto  delle  prime,  quanto  delle  seconde, 
faremo  osservare  che  il  diametro  del  circolo,  gli  assi,  i parametri  delle  curve  ec. 
•otto  quantità  costanti,  roeutre  le  ascisse,  le  ordinale,  le  tangenti  ec.  sono  quan 
tità  variabili. 

Possiamo  frattanto  osservare,  da  quanto  abbiamo  dello  sopra,  che  le  quautilà 
costanti  e variabili  sono  sempre  determinate  dalla  natura  della  questione. 

4*  Si  dice  che  una  variabile  è funzione  di  un  altra  variabile , quando  la 
prima  è eguale  ad  una  data  espressione  analitica  composta  della  seconda  ; pei 
cicmpio,^  è una  funzione  di  x nelle  seguenti  equazioni. 

y=Ja*-x't  Y—x1  - 3i*\  y= s — , / = 

" a 
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5.  Consideriamo  adesso  una  funiione  nel  suo  stato  di  accrescimento,  in  virtù  di 
quello  della  variabile  che  essa  contiene:  qualunque  funiione  di  una  variabile  x 
putendo  essere  rappresentala  dall' ordinala  di  una  curva  BAIAI'  (7W.  Clll,y<£.  i), 
siano  AiJ3/  e l',\i  s j , le  coordinale  di  un  punto  Al  di  questa  curva,  e sup- 
poniamo che  l’ascissa  AI*  riceva  un  ac«  rrsci  mento  PI # ss  A;  l’ ordinata  PM  di- 
venterà P'M'  = /'.  Per  ottenere  il  valore  di  questa  nuova  ordinata,  si  vede  dun- 
que che  bi sogua  cangiare  x in  j+A  nell'equazione  della  curva;  e il  valore  che 
quest'  equazione  determinerà  allora  per  y sarà  quello  di  y'. 

Per  esempio,  se  si  avesse  l'equazione  / = si  olterrcbl  e il  valore  di  y1 

cangiando  x in  x*t*A  e y in  /,  e si  avrebbe 

y*  = w (x-+-/<)*  , 

ovvero  sviluppando 

y* 

6.  Prendiamo  adesso  P equazione 

r=** (i), 

c supponiamo  che  y diventi  y*  quando  x diventa  x-+-  //,  avremo  per  ciò. 

/ = (x-+-/»)>, 

ed  etegurudu  l'operationc  indicala 

)'=.  x*-t-3xVn-3xA*-t-A*. 

Se  da  quell’  equazione  ti  sottrae  i’ equazione  (i),  rimarrà 
/ —X  — 3x»/i-4-3x/i»-+-/i*; 

c dividendo  [>er  /< 

y—~  = 3x*-t-3xA-»-/i*  ....  (a). 


Vediamo  cosa  significa  questo  risultamento  : y* — y rappresenta  ('accrescimento 
della  funzione^  in  virtù  dell' accrescimento  h dato  ad  x , poiché  questa  diflé- 
renza  /-K  è quella  del  nuovo  stato  di  grandezza  di  y al  su»  stalo  primitivo. 
Da  un'altra  parte  l'accrescimento  di  x essendo  /i,  segue  da  ciò  che  l'espres- 
yf  ■ r 

sione  * — - — -è  il  rapporto  dell*  accrescimento  della  funzione  /a  quello  della  va- 


riabile x.  Considerando  il  secondo  membro  HelPequazione  (a),  si  vede  che  que- 
sto rapporto  diminuisce  tanto  più  quanto  A diminuisce,  e che  quando  A diventa 
nullo,  questo  rapporto  si  riduce  a 3x~. 


Questo  termine  3xa  è dunque  il  limile  del 


v'-i 


rapporto  • — — ; ed  è verso  que- 


sto punto  che  esso  tende  allorché  si  fa  diminuire  li  indefinita  mente. 


7.  Nell'  ipotesi  di 


o P accrescimento  di  y diventando  ancora 


nullo» 


li 


si  riduce  a — e per  conseguenza  l'equazione  (2)  diventa 


o 


(3). 
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Quest*  equazione  non  ha  niente  di  assurdo,  poiché  V algebra 
può  rappresentare  qualunque  surte  di  quantità.  D altra  parte 


*17 

c'  insegna  che 
si  concepisce 


che  [poiché  dividendo  » Jue  termini  di  una  frazione  per  un  medesimo  nunier 
questa  frazione  non  cangi»  di  valore,  ne  risulta  che  la  piccolezza  dei  termini  di 
una  frazione  non  influisce  in  nulla  sul  suo  valore  , e che  per  conseguenza  essa 
può  rimanere  la  medesima,  allorquando  i suoi  termini  sono  giunti  all’ullimo  gra- 
do di  piccolezza,  vale  a dire  sono  divenuti  nulli. 

La  frazione  — , che  si  trova  nell* equazione  (3),  è un  simbolo  che  tiene  il  pc- 
o r 

sto  del  rapporto  cieli* accrescimento  elei!»  funzione  a quello  della  variabile  : sic- 
come questo  simbolo  non  lascia  alcuna  traccia  di  questa  variabile  rapprestul ia- 

ibolo  con  — — : allora  ci  rammenterà  che  la  funzione  era  / e che  la  varia- 

dx  dx 

bile  era  x.  Ma  dy  e dx  conserveranno  sempre  il  carattere  di  quantità  nulle,  ed 
avremo 


({) 


ir. 

dx 


o 


piuttosto  il  suo  valore  3ra  è il 


coefficiente  differenziale  della  funzione/. 


d y 

Osserviamo  che  — — essendo  il  segno  che  rappresenta  il 
dx 


limite  3ara , come  Io 


(trova  l'equazione  ( j),  dx  dev’es  ere  sempre  situato  sotto  dy.  Però,  per  facili- 
tare le  operazioni  dell'algebra,  possiamo  momentaneamente  fare  sparire  il  deno- 
minatore dall*  equazione  (J),  e si  ha  dy=.Zx*d.c.  Quest'  espressione  3 x^dx  si 
chiama  la  dijfercntiute  della  funzione  /. 

8.  Cerchiamo  aurora  la  diffci enziale  della  funzione  a -4-  3.r*.  X quest’ effetto 
Insogna  dunque  neirequ#ii<«ie  /=j-f3aa,  fare  x =. x~\-h  \ p cangiando  / in  /', 
quest*  equazione  diventerà 

yf  ==  a+3x,q'CxA+3/d 


y — Y dy 

dunque — ■— — =;0-r-t-3/i  ; eguagliando  A=^o,  viene— — -=G.r:  dunque  la  ditlc- 
U dx 


rciiziale  cercala  è dyz=.6xi!x, 

t).  Per  terzo  esempio,  cerchiamo  la  diflYreuziale  di  / =. ax3 — : facciamo 

X = x+//,  e sostituendo,  abbiamo 

y = oarv-4-3ax  ’/i  t-3axAJ+flA5-P  \ 

dunque 


3«xlH-3r?xA+u/i2  y 


passando  al  limite,  si  ha 


Tale  è il  coefficiente  dilfeieuziale  della  funzione  proposta;  la  differenziale  sa- 
rà d>  =.  'Sux%dx. 

Dii.  di  Mal . / ui.  l/l.  53 
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IO.  Proponiamoci  di  trovare  ancora  la  differenziale  di  y — — — — : effettuami® 

la  divisione,  si  trova  j-=  1-+-X-4-J1  j mettendo  x-¥h  in  luogo  di  x,  e / per  quell® 
di  /,  si  ottiene 

y'  = i4-x4-44-*a4-24x4-4a , 

e ordinando  rapporto  a<l  4 

y'  = i4-x4-xa4-  (2x4-1)  44-4*  ; 


dunque 


/-r 

h 


= 2X4-1  +-4 


dy  i — 

passando  al  limite,  si  ha  ~ =2x4-1;  dunque  la  differenziale  di 


( 2X4-1  )dx. 

11.  Prendiamo  ancora  per  esempio 

y = (x* — 2aa  ) (xa — 3 o*  ) 

sviluppando,  si  ha 


y = x4— 5riaxa4-6o4 

sostituendo  x4-4  per  x e y*  a 7,  e ordinando  quindi  rapporto  a 4,  tiene 
y*  = x4 — 5 a axa-f-  Ga  44-(  \ xB — ioaax)4 
4-  (6xa — 5 oa  )/ia4~4-r  4*4-4  4 ; 


dunque 


2_Z  s^x*—  ioa*x-t-(6x*— *>a*)h-ì-\xh%-i-IP  ; 


passando  al  limite  , si  ha 


dy 

dx 


= 4-ar* — io  o*x; 


e moltiplicando  per  t/x,  si  trora  che  la  differenziale  è 
dy  — ( ^r3  — 1 oa2x)dx. 


12.  L'espressione  dx  è essa  medesima  la  differenziale  di  x;  poiché  sia  y = x, 

y* — y 

ha  / = x>4,  dunque  y'—y  = 4,  c per  conseguenza  — -p-ssi.  Siccome  I a 


quantità  4 non  entra  nel  secondo  membro  di  quest'equazione,  si  vede  che  per 

V — y . dy  dy 

passare  ^1  limite,  basta  cangiare  — - in  ; il  che  dà  — = 1 ; dunque 


nella  nostra  ipotesi  , dy  = dx. 

i3.  Si  troverà  egualmente  che  la  differenziate  di  ax  è adx  ; ma  se  si  avesse 
^ = ox4-4,  si  otterrebbe  ancora  adx  per  la  differenziale.  Donde  segue  che  una 
costante  b che  non  è affetta  da  x,  non  dà  alcun  termine  alla  differemiazione,  o f 
in  altri  termini,  limi  ha  differenziale. 

Possiamo  d'altronde  considerare  clic 'se  si  ha  y = 4,  questo  è il  caso  in  cui  a 
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è nullo  nell’ equazione  yxxnx-^-b  , ed  ove,  p*r  conseguenza  , = <r  riduccu- 

(] osi  a — — i > , non  ha  né  limite  nè  differenziale. 
dx 

■ 4-  Bisogna  osservare  che  alcune  volte  l'accrescimento  della  variabile  è nega- 
tivo; in  questo  caso,  bisogna,  sostituire  x — A a x,  e operaie  come  preceden- 
temente. 

Cosi  , per  trovare  la  differenziale  di  ox3  quando  1’  accrescimento  è negativo, 
sostituiremo  x — A invece  di  x,  e si  avrà 

j'  — ax3 — ìax3h+3axhl—aM  ; 

dunque 

— ...  — = — 3axi-+-3axA — ah3  : 


passando  al  limite  , si  aeri 


dr 

= — 3ox*,  e per  conseguenza  </>•  = — 3 ox*rfx. 
dx 


Si  vede  che  ciò  equivale  a supporre  dx  negativo  nella  differenziale  di  y,  cal- 
colata nell’ipotesi  di  un  accrescimento  positivo. 

i5.  Avanti  di  proseguire,  facciamo  un'osservazione  essenziale,  cioè,  in  un’e- 
quazione il  di  cui  secondo  membro  è una  funzione  di  x,  che  per  questa  ragione 
rappresenteremo  generalmente  con  y—fx , se  si  cangia  x in  x-t -A  , e che  dopo 
avere  ordinalo  rapporto  alle  potenze  di  A si  trovi  il  seguente  sviluppo 

y'  — A-t-BA-+-CA2-t-DA5-t-  ec. , 

si  deve  sempre  avere  j-=A.  Infatti,  se  facciamo  A = o,  il  secondo  membro  si 
riduce  ad  A;  riguardo  al  primo  membro,  siccome  non  abbiamo  accentato  y che 
per  indicare  che  y provava  un  dato  cangiamento  quando  x diventava  x-t-A,  biso- 
gnerà quando  A sarà  nullo  , sopprimere  l’accento  di  y,  e l’equazione  (a)  si  ri- 
durrà allora  a 

r=A 

iG.  Quest’  osservazione  ci  dà  i mezzi  per  rendere  più  generale  il  processo 
della  differenziazione.  Infatti,  se  nell'equazione  yz=fxy  nella  quale  si  è creduto 
conoscere  l’espressione  rappresentata  da fx,  si  è messo  x-t-A  in  luogo  di  x,  e 
che  dopo  avere  ordinato  rapporto  alle  potenze  di  A , ai  sia  potuto  ottenere  il 
acguente  sviluppo 

y3  = A-+-BA-hCA*-f-DAs-s-  ec. , 


o piuttosto,  per  il  numero  precedente, 

/=r-t-BA-+-CA»-t-DA»-t-  ee.. 


si  avrà 


dunque 


y'  — y=x  BA-t-CA’-r-DA3  -t-  ec.  : 


= B-hCA-hDA1  -+-  ec.  ; 


e passando  al  limite, 


-ì-  =B.  Il  che  insegna  che  il  coefficiente  differentialc  è 
dx 
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rgictle  al  coefficiente  «lei  termine  clic  contiene  1j  prima  potenza  «li  h nello  svi- 
luppo di  ) ordinato  rapporto  alle  potenze  crescenti  di  h, 

17.  Se  invece  di  una  funzione  y , che  cangia  di  stato  in  virtù  dell'accresci- 
mento dato  alla  variabile  x c4>e  essa  contiene,  si  hanno  due  funzioni  y^  e * di 
questa  medesima  variabile  a*,  e che  si  sappiano  trovare  in  particolare  le  dif- 
ferenziali di  ciascuna  di  queste  funzioni,  sarà  facile,  per  moz/.o  della  seguente 
dimostrazione,  di  concluderne  la  differenziale  del  prodotto  zy  di  queste  fun- 
zioni. Infatti  se  si  sostituisce  x-+-h  in  luogo  di  x in  y e in  *,  otterremo  due 
sviluppi  che,  essendo  ordinati  rapporto  alle  potenze  di  A,  potranno  esere  rap- 
presentali come  segue: 

y9  = j'+À/i-f-B/iM-  ec  . . . . (5), 
z'  = ec.  . . . (G); 


passando  al  limite,  si  troverà 


Ir 

dx 


= A, 


• • • (7); 


moltiplicando  l'cquaiioni  (5)  e (6)  V una  per  l'aiti  a,  ollenemo 
tfy  = ijr- +-A  th-i-  F*A*-+-  ec. 

-hA'/A-i-A  A'/iM-  ec. 

->  B'//i»  -+■  cc.  ; 

dunque 

’illl^L  — ki-hky+  (Bi-t- A A'4~B»/i  +-  ec.  ; 

passando  al  limite,  e iudicaudo  con  un  punto  l'espressione  che  deve  essere  dif- 
ferenziala’, otterremo 

d . zy  , 

— — — — = A s l-A  _r  ; 


me llenrlo  invece  di  A c A'  i loro  valori  d*ti  dall'  equazioni  (7),  verrà 

d . zy  _ idy  ydz. 

dx  dx  dx  ' 

e sopprimendo  il  divisore  comune  dx , 

d .zy  ss  zdy  -4-  rdz. 

Così  , per  trovare  la  differenziale  di  un  prodotto  dì  due  variabili , bisogni 
moltiplicare  ciascuna  variabile  per  la  differenziale  dell ’ altra  , e aggiungere 
i prodotti . 

18.  Per  mezzo  di  questa  regola  , troveremo  facilmente  la  differenziale  di  un 
prodotto  di  tre  variabili. 

Sia,  per  esempio  yzu  , facciamo  yz  = l , avremo  dunque 
d . yzu  =;  d . tu. 

Ora  da  quello  clic  precede, 

d .tuxztdu  udt  ....  (8); 

e poiché  /=;/:,  si  ha  dt  = ydz-i  zdy\  mettendo  dunque  questi  valori  di  / e di 
dt  nell’ equazione  (8),  essa  si  cangerà  in 

d . yzu  x=.yzdu‘{-  uydz- 1-  uzdy. 
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Da  ciò  si  vede  che  la  medesima  regola  sussiste  ancora  per  un  prodotto  di  tre 
Variabili,  vale  a dire  che  bisogna  scrivere  il  prodotto  yzu  , e sostituire  succes- 
sivamente a ciascuna  variabile  la  sua  differenziale,  e aggiungere  questi  pro- 
dotti. 

La  medesima  regola  ha  luogo  per  un  maggior  numero  di  variabili. 

z ydz — zdy 

19.  La  differenziale  di  una  frazione  — e — - ; poiché  supponiamo 


— = /,  abbiamo  z=yt  ; dunque  ( n.°  17)  dzs=  yJt  -\-tdy\  donde  rlwiere- 
mo  ydt=.dz — tdy\  mettendo  nel  secondo  membro  il  valore  di  /,  viene  ydt 
szzdz — - dy\  riducendo  al  medisi. uo  denominatore,  e dividendo  quindi  per 

y.  »'  h* 


dt  = 


ydz  — zdy 

7^“ 


d * __  ydz  — zdy 


Dunque  la  differenziale  di  una  frazione  è eguale  al  denominatore  mólti - 
p/icato  per  la  differenziale  del  numeratore  , meno  il  numeratore  moltiplicato 
per  la  differenziale  del  denominatore  , divisa  questa  differenza  per  il  qua- 
drato del  denon  inaiare. 

ao.  Se  nell'equazione  d.yzu  = yzdu-t-yudz+-zudy  (n.°  18),  si  dividono  lutti 
i termini  per  yzu  otterremo 

d yztt  du  dz  dy 

— : = *+*  - -4 . 

yzu  u z y 

In  generale  , dividendo  la  differenziale  di  un  prodotto  di  un  numero  qualun- 
que di  variabili  per  questo  prodotto,  troveremo 


d .xyztu,ec.  dx  dy  dz  dt 

xyztu , ec.  x y * t 


du 


(9)’ 


Se  x,  x,  t,  f,  h,  ec.,  sono  eguali  ail  jc  e in  numero  m,  avremo  nel  secondo 
membro  di  quest’  equazione  un  numero  m di  termini  eguali  a ; questo  se- 


mdx 


condo  membro  si  cangerà  dunque  in  — — r , e l'equazione  (9)  disenteià 


dx' 

d . xm  dx 


e moltiplicando  per  a:m  avremo 

d .xm  = mxm-'dx. 

21.  Donde  possiamo  concludere  questa  regola:  t)ti  indo  uni  variabile  è eie- 
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va  la  ad  una  patenti  m,  per  avere  In  differenziale^  bisogna  l .*  cangiare  Ve- 
spartente  in  coefficiente  \ a.°  dorè  alla  variabile  un  esponente  minore  di 
un'  unità  ; 3.°  moltiplicare  quindi  questo  prodotto  per  dx. 

22.  Se  I'  espuntole  fune  frazionario  o negativo , la  medesima  regola  avrebbe 
luogo. 

P_ 

Per  dimostrare  questo  primo  caso  , sia  jr=.x1  , elevando  i due  membri  al- 
la potenza  q,  avremo  jV  — xt  ; dunque  (n.°  ai  ), 

qy^~'dy~pxf-'dx  ; 

donde  ai  ricava 


p xf-t 


a . y 9 

c siccome  xP"1  può  incltersi  solfo  la  forma  — e che  egualmente  y1~}  =i  — , so- 
stituendo questi  valori , abbiamo 

df=L^Ldx-, 

i y* 

e a motivo  di  xP=zy9  l’equazione  precedente  si  riduce  a 
mettendo  finalmente  per  y il  suo  valore,  si  ottiene 


, P x9  , 

d*=JlT  dx-t 

c facendo  passare  il  divisore  x nel  numeratore , si  ha 


dy~~  x 9 da 


J P 

•f 

che  è la  medesima  cosa  della  differenziale  di  y=zx  che  si  sarebbe  ottenuta  fa- 
do  uso  della  regola  del  n 0 ai. 

Per  dimostrare  il  taso  in  cui  l’esponente  è negativo,  sia  yx=.xrP,  il  che  equi- 
vale a y=z~-^\  differenziando  con  la  regola  delle  frazioni  n.°  19,  avremo 

% xPd  .1  — 1 . dxP 
" » 

una  costaute  n # i3),  quest' e- 


xP^xP 


e siccome  l’unità  non  ha  differenziale,  essendo 
sprcssione  si  riduce  a 

d . xP 


dyt 


x*P 
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effettuando  la  differenziazione  imlicala  (n.“  ai),  avremo 

pxP'dx 


dy  = - 


x‘P 


e sottraendo  l’esponente  a p dall’ esponente  p— i,  viene  finalmente 

dy=s  — px~P~'dx , 

come  si  sarebbe  trovalo  facendo  uso  della  regola  del  n.®  ai.  Concludiamo  dun- 
que che  quest»  regola  ha  luogo  qualunque  sia  l’esponente  di  x , vale  a dire  per 
un  esponente  intero,  negativo  o frazionario. 

a3.  Possiamo  giungere  immediatamente  alla  differenziale  di  xm  per  mezzo  del 
binomio,  nella  seguente  maniera:  facendo  x=x-+-h,  in  y=zm,  si  ottiene 

/ = (*-+-/<)"*, 

e sviluppando  per  mezzo  della  formula  del  binomio,  si  trova 

tri  , mirri — 1 1 

y ’ — xm  4-  — x®*~i  h -t r™-3/(1 


rn{  m — i)(m — a) 


x”-5*’  -t-  ec. 


■ . a . 3 

sottraendo  da  quest'equazione  la  precedente,  e dividendo  per  h,  rimane 


m[m-,)m-a)  _,/ja 

i . a . 3 


Facendo  /i=o  per  passare  al  limite,  si  ottiene 


dJL 

dx 


dunque 


•A 


dy  = mxm~'dx , 

e rimettendo  il  valore  di  y si  ha 

f d . xm  = mxm~*dx. 

a-j.  Se  ai  radicati  si  sostituiscano  esponenti  frazionari,  la  regola  del  n.#  21 
potrà  dunque  servire  a differenziare  queste  specie  di  quantità.  Per  esempio  , 

per  trovare  la  differenziale  di  V 4 scriverà  z4,  di  cui  la  differenziale  sarà 

» 

I " dz 

— t dz  =1  — 

^ 2 V* 

il  che  insegna  che,  per  avere  la  differenziale  dellti  radice  quadrata  di  una 
quantità  variabile^  bisogna  dividere  la  differenziale  di  questa  variabile  per  il 
doppio  de!  radicale. 

a5.  Per  diffeieiizi.ire  una  quantità  che  contenga  più  termini  , il  processo  sa- 
rebbe molto  lungo  se  bisognaste  sempre  tenere  il  metodo  < he  .ibbiamo  seguilo. 
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cercando  prima  il  valore  di  y1  per  dedurne  quindi  quello  di  ^ — ——  , e passare 

al  limite  facendo  /j  = o.  Felicemente  pelò  quando  si  sa  differenziare  in  partico- 
lare ciascun  termine,  possiamo  seguire  una  strada  piti  semplice,  in  virtù  di  uu 
teoiema  che  si  riduce  h questa  proposizione  ; La  difft  remiate  di  una  somma 
di  funzioni  è eguale  a/l  i somma  delle  differenziali  di  queste  funzioni. 

Per  dimostrarlo,  siano y\  F,  y,  ec. , i segni  che  indicano  queste  diverse  fun- 
zioni delle  quali  y si  compone,  e supponiamo  che  si  abbia 

y ==  fa m-Fx-H  ?x-h  cc. , 
di  cui  bisogni  cercare  la  differenziale. 

Se  si  inette  x-i  U in  luogo  di  x in  queste  funzioni,  siccome,  per  ipotesi,  si  sa 
svilupparle  ciascuna  in  particolare  secondo  le  potenze  di  // , potremo  rappresen- 
tare il  r»s«.llaiuenlo  cou 

/ = /x4-A/i+A7iJ-t-  ec. 

F*+BA+B7i*  'r~  ec. 

-4-  ^x-+-C/i-t-C'//a-t-  ec. 

H-  ec  ; 

riunendo  t termini  moltiplicati  dalla  medesima  potenza  di  h , e sottraendo  y% 
troveiemo 

yf  —y  = (À-hB-+-C'+-  ec.  )/<-+-  (A'-+-B'-t-G'-t-  ec.  )/raH-  ec.  ; 
passando  al  limite 

dy 

-j—  A-r-B-4-C-t-  ec. 

dx 

e 

dy  = A«/x-t-Br/x-4-Cf/x-4-  cc. 

A,  B , C , ec. , essendo  termini  che  sono  moltiplicati  dalla  prima  potenza  di 
h negli  sviluppi  di  f{xyh) , di  F(x-t-/i),  e di  y (x-+-//),  ec.  , uè  risulta  che  Kdx 
-4-1  h/x  « C</x-t-e»\,  rappresentano  la  *>rania  delle  differenziali  delle  funzioni  pro- 
poste. 

aG.  Per  dare  un* applicazione  di  questo  teorema  supponiamo  che  si  voglia  tro- 
vare la  differenziale  di 


yzzzax*- 4-£*xM-e4  \ x » 

si  sa  dal  ( n.°  i3  ),  che  la  differenziale  di  n.r5  è ad.a%\  ed  eseguendo  per 
metto  dell'articolo  ai  , la  differenziazione  indicata,  viene  r/.3xa</x,  c metten- 
do al  di  fuOti  il  coet tic  cute  numerico,  si  ottiene  3 ax^dx.  Facendo  il  medesimo 
riguardo  alla  costante  A9,  si  Iroterà  die  la  differenziale  di  Aaxa  è 2 b*xdx;  da 


un'altra  parte  il  ( n.°  ) insegna  che  e*  y1  x ha  per 

Aggiungendo  adunque  questi  risultameli! i,  troveremo 


dx 

iliflfeitnxiale,  e* . 

“V'* 


eldx 

d)  — 3t/x?r/x-4-2ÌaXi/x  t- — . 


2 \ X 
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a *j.  In  generale,  quando  in  un'  espressione  che  si  vuole  differenziare  , una  co- 
stante entra  come  fattore  di  una  funzione  di  x,  bisogna  differenzi  are  come  se 
questa  costante  non  esistesse,  e moltiplicare  quindi  per  questa  costante. 

28.  Se  al  contrario,  una  costante  non  è affetta  da  una  funzione  di  x,  essa  non 
dà  come  l'abbiamo  veduto  (n.°  i3),  alcun  termine  alla  differenziale. 

29.  Alcune  volte  la  funzione  / e la  variabile  x non  sono  date  da  una  me- 
desima equazione.  Per  esempio,  se  si  avessero  le  due  equazioni  delle  segue  uti 
forme 

T—fu  > e " = ?*» 


il  primo  mezzo  che  si  presenterebbe  per  ottenere  il  coefficiente  differenziale 
tir  . . . . 

— : ■—  sarebbe  di  eliminare  « fra  queste  equazioni,  per  potervi  quindi  applicare 
dx 

il  processo  della  differenziazione;  ma  senza  ricorrere  a quest'operazione  prelirui- 

dr 

nare  possiamo  ottenere  immediatamente  il  coefficiente  differenziale  -- — : e que- 


sto è l'oggetto  della  seguente  dimostrazione. 

Supponiamo  dunque  che  nell'equazione  « = ^x,  si  metta  x-t-A  io  luogo  di  x 
e che  allora  u diventi  = vale  a dire  si  componga  della  funzione  primi- 

tiva e di  uu  dato  accrescimento  (n.°  i5)  che  rappresenteremo  con  k ; ammettia- 
mo ancora  che  sostituendo  quindi  u+k  invece  di  u nell' equazione  y=:Ju,  la 
funzione  y diventi  y*  \ se  sviluppando  queste  funzioni  di  u e di  x rapporto  alle 
potenze  dei  loro  accrescimenti,  la  ioti  turione  di  x-f/i  iu  luogo  di  x nella  fun- 
zione di  /i,  ci  dia 


e che  la  sostituzione  di  u- f-A  io  luogo  di  u nella  funzione  yì  ci  dia 


otterremo 


y'  ^y-k-pk+p  k*-y-p' ec.. 


— - — = q-*r<f  ec. 

- — P~*-p'k-i-p,,k%-+-  ec. 


(10). 


Moltiplicando  quest' equazioni  termine  a termine,  avremo 


f-r 

k 


= k-\-p"k*-+-  ec.)(y-t-y/A-f-/'/»M-  ec.). 


I)  primo  membro  di  quest'equazione  può  ridursi  •,  mentre  V accrescimento  Ji 

u essendo  rappresentato  da  A,  è dunque  eguale  a 11* — «;  per  conseguenza  invece 


tl  — li  m yr—y 

— - — , possiamo  sci i vere  * 

A h 


e mettendo  xf  — x invece  di  h 


l' equazione  precedente  diventa 


= ec.)  (p+p'k-ì p"kI) 2m *-  ec.) 


(ti)- 


Dii.  di  Mut.  Voi  /// 


5/, 
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Allorquando  h è nudo,  k si  annulla  egualmente  (poiché  u non  ha  preso  l’ ac- 
crescimento k che  quando  x è diventato  x+i);  per  conseguenza  nel  caso  di 
A=o,  che  è quello  del  limite,  l’equazione  (il)  si  cangia  in 


dy 


(la). 


Per  determinare  p e 9,  bisogna  supporre  h e k nulli  nell’ equazioni  (10),  e 
quest' equazioni  danno 

dy  du 

-dù~p'  Si*’- 

Sostituendo  questi  valori  di  p c di  q nell’equazione  (12),  otterremo 

dJL  = *L  * (.3). 

dx  du  dx  y 1 

Questo  risullamento  c'insegna  che  se  si  hanno  due  equazioni  y —fu,  e u—  tfx, 

e che  se  ne  deduca  i valori  dei  coefficienti  differenziali  d{  e , basterà 

du  dx 

dy 

di  moltiplicare  questi  valori  fra  loro  per  aver  quello  di  — . 

3o.  Se  si  hanno,  per  esempio,  F equazioni  ^ = 3a2  e u = xM-ax2  ; si  tro- 
verà 

& =6„,  ^=3x»-t-aox; 

du  dx 

duDque  moltiplicando  quest1  equazioni  termine  a termine,  otterremo 
dy 

-j—  =6«(3xM-aox)=6(x’-t-ax*)  (3x»-f-aox). 
dx 

3t.  La  formula  (i3)  è di  un  uso  grande  per  differenziare  delle  quantità  com- 
plicate; eccone  alcune  applicazioni. 

1.°  Cerchiamo  la  differenziale  di 


I 

r=-  — -i-, 

V i-t-x1 


ciò  equivale  a trovare  il  coefficiente  differenziale 


~ . A quest’  effetto,  facciamo 


1-+-X1  = u , allora 

I 

1 " 5 

r~V“=3“ 

« 

e l'equazioni  y czfu  e n = (n.°  29),  sono  qui  rappresentate  da  y=.u  , 

e da  u ss 

Differenziando  quest' equazioui  ( 11.0  21),  e dividendo  la  prima  per  du,  c U se- 
conda per  dx , si  trova 


*y 

du 


_ * 3 , 

i 2 1 / a\  r du 

7 “ 7\  ,H'X  ) 1 Tx  * 


ax; 
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molli plicando  quoti  coefficienti  differenziali  Tra  loro,  si  ha 

dy 


*—("*■)  - 


dunque 


dyi 


— xdx 


<>4). 


V («-+-*1)1 

Sia  ancora 

y =(a  ■+•  bxm)"  ; 

per  trovare  la  differenziale,  facciamo  a-i-bx"'  — u ; avremo  l' equazioni  y = u" 
u = a-+-bxm\  dunque 

dy  »-■  / , _ \ du  , m-t 

— =uu  ; 

moltiplicando  fra  loro  questi  coefficienti  differenziali,  otterremo 
dx 

dunque 


nt-l  / ri— I 

= bmnx  1 o+  4x  I ; 


dj  = bmnx  ^ a-+-4x m ^ 
32.  Per  terzo  esempio,  sia 


dx. 


supponiamo 


dunque 


r = ( «-+■  « ) ....  (»5); 


differenziando  1’  equazione  precedente,  abbiamo 

2cxdx 


dunque 


L'equazione  (i5)  dà 


du=x 


du  2 c 

dx  """  7? 


dy  = fl  (a+Ju  Jd(a+J  «)  =4  (a+J  u 


e mettendo  per  u il  suo  valore,  viene 


*r 

du 


■ (»+,/»- j,)‘ 

V77! 
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moltiplicando  questi  coefficienti  differeuziali  fra  loro,  si  ha 


33.  Sia  y una  funzione  di  X ; se  essa  è differenziala  troveremo  un  risiillamento 
della  forma  pdx  (p  essendo  una  quantità  che  può  contenere  x);  se  p contiene 
x,  potremo  ancora  differenziare  p , e ottenere  un  risultaruento  rappresentato  da 
qdx;  operando  egualmente  rapporto  a q , il  risultamento  rdx  sarà  ancora  della 
medesima  forma,  e cosi  di  seguito,  pdx  , qdx  , rdx  , ec. , sono  le  differenziali 
successile  di  y.  Per  esempio  se  si  ha  y — ai1,  si  troverà  dy=zZax'dx  ; dunque 
p — 3«_r2.  Differenziando  di  nuovo,  si  ha  dpc=6axdx  \ dunque  y = 6ax.  Differen- 
ziando ancora,  dq—6adx  ; dunque  rxx6a.  Qui  la  differenziazione  non  può  aver 
lungo,  poichi  Ca  è una  costante. 

L'  equazioni 


dy  = pdx 


danno,  dirideudo  per  dx , 


Jy_ 

dx 


—P  > 


dp  — qdx 


dp 

dx 


=r. 


dqxxrdx  . 


è— 


ec.  ec. 

q essendo  ottenuto  con  due  differenziazioni  successive,  e dividendo  ciascuna  volta 

d*y  d*y 

per  dx,  rappresenteremo  quest  operazione  con  ——  , ed  avremo  — — =xq  ; e- 


gualmenle  differenziando  di  nuovo  e dividendo  per  dx. 


d’y 

avremo  -v  tt  = r;  e 
dx 


si  di  seguito. 

dy  è la  differenziale  prima  di  y\ 

- d2y  ne  è la  differenziale  seconda  ; 

tPy  ne  è la  differenziale  terza; 
ec. 

34-  Sia  y una  funzione  di  x;  ordiniamola  rapporto  ad  x,  e supponiamo 

y — A-|-Bx-t-Cx1-+-Dx3-+-Ex,-+-  ec. ( zG) , 

avremo  differenziando  e dividendo  per  dx , 

— B-t-aCx-i-3I)x1-r4Kx,-t-  ec.. 


£V 

dx% 


c= . 


£”r  _ 

«fx* 

ec. 


. aC-t-a  . 3Dx-t-3 . 4Ex*-+-  ec. , 

. . -t-a . 3D  -t-a  .3 . 4Ex  •+■  ec. , 
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Rappresentiamo  con  (/)  ciò  che  direnta  y quando  x = o 

con  ciò  'he  direnta  quando  j = o, 

(d*y\  |(  </ay 

^ a ) c*^  C^e  “ITCDla  quando  x = o, 

coi)  di  seguito;  l' equazioni  precedenti  daranno 

<*-*■(*•)-•  (S)=‘c-  (£)—•• 

donde  dedurremo 

*-<*•  -(£).  c-i(S). 

i. 

sostituendo  questi  valori  nell’  equazione  (16),  essa  diventerà 

a-)  - i (£)  — 7'rj  (£)  M. 

tale  è la  formula  del  Maclaurin. 

35.  Per  prima  applicazione  prendiamo  troreremo  differenziando  per 

(2-+-X 

mezzo  del  (n*  ig) 


dy~ 

donde  concluderemo 


(a-t-x)d  .i  — i .d  (a-4-x) 


dx 


(o+lf 


(°- »-*)* 


dx 


(*-+*)*  ■ 

differenziando  di  nnoro,  troreremo  succezsiramente 

a («-+  x)  a 


dx% 


<Py 

~dx> 


(a*t-x)4  (a-*-x)5  ’ 

a . 3 (o-t-x)* 


(o-t-x)4 


a . 3 

(*-+-*)  * ’ 


rfr  ..  « d'\r 


di  -2?.*  «• 


Facendo  dunque  x = o nei  valor»  di  y , di  *-p-  , di 

oj:  dx* 

truveremo 

— i-  (&)=?•  (S)— ^ — 

sostituendo  questi  valori  e quello  di  jp*  nella  formula  (17),  otterremo 


a-fr-x  a a*  a*  c4 
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3G.  Per  seconda  applicazione,  prendiamo  j-ts  ^ a*-i-bx  ; a libiamo  dunque 

« 

V5 


x=  ( a1  X-bx  Y 

d/-  = ~ («M-i*  ) ~ib=z  — 
dx  a V / 2 


2 ^ a*-i-bx 

^-L.L  L>+bx)  ' V = - -li*-. 

2 2 \ / y/(a*+bxf 

rfx5  a a a \ / 


(al-+-4x)‘ 
ee. 

Se  facciamo  x ao, questi  valori  diventeranno 

, i / rfr  \ ri  /dV  \ ì . di* 

w=(*)  "•*  (rfxj^r ■«*  fc)=~  — ’ 

\dx')-  O*  ’ ’ 

sostituendo  nella  formula  (17)  questi  valori  di  (7) , di  1 di 

d‘  (jf)  ’ ec  ’ " ,ro,eri 


ss  a *4-  — — 
V aa 


Px*  Par* 
8a*  1 Gu 1 


(18). 


37.  Per  terio  esempio,  prendiamo  7-  = (a-t-x)m  ; troveremo  differenziando 
dr 

JL=mC+*p-', 

= m(m-i)  (0+*)"-» , 

<f®r 

jjr*  =ml<n-r)(»7i-2)  (a+x)”’5, 


ec. 

Facendo  .r  = o,  il  valore  di  j si  riduce  ad  am  ; dunque  (j-Jsso"*,  e i coeffi- 
cienti differenziali  di  sopra  diventano 


(7*)  =m°n-'>  (£r) 

ec.,  ec. 

Sostituendo  questi  valori  di  (/) , di  / , 


m(m — i)(m — 


, ec, , nell’equazione 
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(17),  li  trota 
(<J-4-x)'n  ss  a"+ma"_,r  + 


,,,  _ 2) 

n x -f  


am~>x,-h  re. 


2 2.3 

Possiamo  in  questo  punto  dare  una  dimostrazione  assai  elegante  del  binomio 
dei  Newton. 

Procedendo  col  metodo  dei  coefficienti  indeterminati,  sia 
(1-+-*)'"=  À-t-Bx-t~C*3-t-Dz,'-HEz*-+-ec. 

Facendo  x=o,  quest'equazione  si  riduce  a 

.=A; 

e per  conseguenza  possiamo  scrivere 

= i-+-Bz-t-Cz1-t-Dz,-+-Ez'-t-  ec (A). 

Differenziando  i due  membri  di  quest’equazione,  si  ha 

m(i~ht)",~‘dzss  Bdz-i-aCzdz-i-3Dz*dz+$Ez*dz  -+-  ec. 

Sopprimendo  il  fattore  comune  dt , rimane 

m (i-t-z)m-‘  = B-t-aCz-i-3D z3-t-4 ec. 

Quest'equazione  avendo  luogo,  qualunque  sia  *,  si  faccia  z=o,  ed  essa  si  ri- 
duce a 

m = B 

Differenziando  di  nuovo,  e dividendo  per  dt,  avremo 

m(m — i)(i-t-*)'*-1  = aC-t-a  . 3 l)x-f-3 .4  Es1  -t-  ec. 

Facendo  ancora  z = o,  otterremo 

m ( m — 1)  =s  aC  , 


e per  conseguenza 


c_m(oi  — 1) 


si  determineranno  egualmente  tutti  gli  altri  coefficienti  , e raetteudo  i loro  va- 
lori nell’  equazione  (A),  questa  diventerà 

, . , m("> — •)  , m(m— i)(m — 2)  , 

(i-+-z)m=  i-hmz-t **-( 1 Il ' »’-+■  ec. 

1 . a 1.2.3 

Facendo  z = — , si  avrà 


x mirti — 1 ) x1  mitri  — il  (m — 2)xs 

H-m  _ 1 H 1 !_ — •+■  ec. 

0 1.2  a1  1.2.3  «* 


Iliducendo  il  primo  membro  al  medesimo  denominatore,  Io  convertiremo  in 

, m ,n 

/a+x\  . . ( fi-t-JC  ) 

J 0 piuttosto  in  . 
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Sostituendo  questo  valore  nella  precedente  equazione,  e mandando  via  il  deno- 
minatore dal  primo  membro,  otterremo 

(a-Hr)m  = am-t-mam~lx  -+■  ™ ^ — .1.1 
x . a 


m (m—  i)(m — a) 
x ..a . 3 


ec. 


che  è precisamente  la  formula  del  Newton. 

38.  Le  quantità  trascendenti  sono  quelle  che  affettano  esponenti  variabili,  lo- 
garitmi, seni,  coseni,  ec. 

39.  Cominciamo  dal  differenziare  ar.  Sia  dunque  j = a*r,  si  cangi  x in  x-+*A 
e y in  y'  ; quest'equazione  diventerà  yr  = axt"  o piuttosto 

y =<•'<•* ....  (19). 

Bisogna  dunque  sviluppare  quest1  espressione  rapporto  alle  potenze  di  A e tro- 
vare quindi  i termini  moltiplicati  dalla  prima;  ora,  perché  ah  possa  svilupparsi 
per  mezzo  della  formula  del  binomio,  si  farà  a=t4-A,  e per  conseguenza  a* 
diventerà 

(i-+-£)A  = 1 -f-  A h A(A— x)  — - -1-  /s  (A — v ) (A — a) — -—x-  -+- 

1 1 . a 1 . 2 . 3 


A(A— 1)  (A — a)(A — 3) 

*4-  


b « 

1 .a. 3.4 


-4-  ec  ...  (ao). 


Possiamo  trovare  i termini  moltiplicati  dalla  prima  potenza  di  h , senza  for- 
mare tutti  i prodotti  indicati  dal  secondo  membro  dell*  equazione  (20).  Per  giun- 
gere a questo  corainccremo  dall1  osservare  che  i termini,  che  contengono  U pri- 
ma potenza  di  h nel  secondo  e nel  terzo  termine  dell' equazione  (20),  sono  — A, 


e — — A.  Riguardo  agli  altri,  osserveremo  che  se  in  un  prodotto  come  h (A— 1) 

(h  — 2)(/s  — 3 . . . , la  parte  (A—  i)(/i — 2)  h — 3)  . . .è  composta  di  n fattori,  il  suo 
sviluppo,  per  la  teoria  dell*  equazioni , sarà  della  forma  An-+-AA"~',-t-BA,,~*  . . . 
-+-M/i-t-N , vale  a dire  che  si  avrà 

A(A—  i)(A— a)(/s  — 3)  ....  =3 A(A"-t-AA,,',-hBA"'a  ....  -4-MA-+-N)  . • . (ai), 

ovvero  eseguendo  1’  operazione  indicata  nel  secondo  membro, 

A(A— i)(A— a)(A— 3) . . . = A^-t-AA^-fr-BA"'1  . . . -*-MA»-fr-NA, 

dal  che  si  vede  che  il  termine  che  contiene  la  prima  potenza  di  A nel  prodotto 
h(h — i)(A  — 2)(A— 3)  . . . .,  *arà  MA.  Esaminiamo  adesso  come  si  compone  il  eoe f- 
ficieute  N.  Ora  l'algebra  insegna  ancora  che  in  uu  prodotto  della  forma  (A — 1) 
(A  -a)(A  — 3)  . . il  cui  sviluppo  è h"-\~hn  1 . . . . -+-MA-f-N , l'ultimo  termine 
N di  questo  sviluppo  si  compone  del  prodotto  delle  seeonde  parti  — 1,  — 2,  — 3,  ec., 
dei  binomi  U — 1 , A — a,  A — 3,  ec. , vale  a dire  che  in  generale  si  ha 

N = -iX-»X— 3X-4.  «c. 

Co»i  comiJcrando  il  qiurto  termine  dell' equazione  (ao).  — ^ A ( A— i ) (A — 2) 


Digitized  by  Google 


DIF 


453 


fi  vede  che  lo  sviluppo  «Iella  parte  (A— iXA— a)ohe  esso  contiene  farti  della  forme 
A2-t-AA-|-N,  e avrà  il  prodotto  — iX — a per  il  valore  di  N , per  conseguenza  la 
parte  affetta  della  prima  potenzi  di  A che  darà  questo  termine  , sarà '• 

A*  A* 

— X(-.X-a)A=:TA; 

considerando  quindi  il  quinto  termine  dell*  equazione  (ao),  si  vedrà  egualmente 
che  il  termine  affetto  dalla  prima  potenza  di  h che  esso  contiene,  dev'essere  — . 

b 4 b* 

^Xt-X-aX-3) 

e coti  di  seguito,  dimodoché  avremo 

. /A  A»  AJ  A*  \ 

( i-t-i)"  = 1-4-  — -4-  — — — — 4-  ec.  j h-h  termini  in  A*,  in  A*,  ec. 

e sostituendo  invece  di  i-t-A  il  suo  valore  a,  avremo 

. /A  A*  P A*  \ , ....... 

o"  = i-t-  I— -4-  — — — ,-4-  ec.  I A -4-  termini  in  A*,  in  h‘,  ec. 

\i  a 3 4 / 


A A»  A*  A4  V 
---4-ec), 


con  A , otterremo 


\ a 3 4 

1 

a /*  3=  i4-A/j-+-  termini  in  ti*9  in  A3,  ec.  ; 
con  questo  valore,  l' equazione  / , diventerà 

jrr  szza^-hAa^/t-i-  termini  in  Aa,  in  A3,  cp. 

Se  si  sottrae  T equazione  primitiva  yz=zaT,  resterà  y9 — •/  = Aa^A-H  termini 
in  h\  in  A3,  ec.;  passando  al  limite,  si  troverà 


dx 


= A a* 


(*a)s 


e mettendo  il  valore  di  y , otterremo 
d . 

- — — ss  Ao1 
dx 


(»3), 


4°  La  costante  A dipende  da  o;  mentre  se  nell'equazione 
/A  A1  A’  A*  \ 

a=(t-  r + T 

ai  metle  per  A il  suo  valore  a— i , si  troverà 

— _ (<»— (n— z)*  (a—»)* 


A = 


4 


(=*4)- 


4<  Ter  determinare  il  valore  della  costante  A,  cerchiamo,  per  mezzo  del  teo- 
Dii.  di  Mal.  l ai.  Iti.  55 
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rema  Jet  Maclaurin  e eoo  l'aiuto  dell'equazioni  (aa)  e (a3),  lo  sviluppo  di  ur; 
abbiamo  perciò 

r = a«, 

df  _ 


= A a», 
dx 

d*x  Ad -a1 


dx  ~ dx 
, . . . XX  A‘a*  , 


. An*dx 

A — - — = Aaa', 


dx* 
dx* 

ec.  ec. 

Facciamo  (o.°  34),  ar=o,  troveremo 

(jr)=SO*=I, 


(£h- 


(tPy 

Vdx» 


)=“■ 

(5)-*--  - 

Sorti tuendo  questi  valori  nell’ equazione  (ij),  si  ha 


a*=  I-+- 


A*  A*x* 


A’x* 

■ . a . 3 


(*5); 


facciamo  x = — , quest'equazione  diventerà 


A i 

a — I-M-+- 


i . a • i .a. 3 


4-  ec.  ; 


si  chiami  e il  secondo  membro  di  quest'equazione,  essa  si  cangia  in  a A=  e ; 
donde  si  ricava  assedi  prendendo  i logaritmi,  ti  ha 


dunque 


log  a = log  r =3  A log  e; 


A — ,0*°. 
log  e 


(a6). 


Il  numero  e,  il  di  cui  valore  i dato  dall' equazione 


e ss  i -+•!-+•  - 


i.a.  3 
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è li  baie  che  il  Nepero  scelse  per  calcolare  le  sue  tavole  logaritmiche. 

Siccome  la  serie  i— t-i-t — è abbastanza  convergente  , poniamo  limitarci  a 

i . 2 

premiere  i dodici  primi  termini  di  questa  serie,  e allora  si  trova  che  e vale  circa 
2,7182818.  Se  rappresentiamo  per  La  il  logaritmo  di  a nel  sistema  Neperiano, 
avremo 

La 

a ss  (a,  7182818)  , 

• La  Lo 

o più  semplicemente  a = « ; donque  loga=loge 

donde  ricaveremo 


e log  a ss  Lo  log  e ; 


l^-°=Lo 

log  e 


(*7) 


il  che  riduce  l’equazione  (26)  ad  A = La,  e per  conseguenza  l’equazione 

(23)  dà 

daT  =2  a*dx  . Lo  ....  (28). 

^2.  Allorquando  alla  base  qualunque  a si  sostituisce  la  base  del  sistema  Nepe- 
riano, l'equazione  precedente  diveula 

de*  ss  e*dx  . Le  ; 

e siccome  cangiando  a in  e nell'equazione  (27),  De  risulta  che  Le  è eguale  al- 
l'unità,  l’equazione  precedente  si  riduce  a 

dc*  = e*dx. 

L’equazione  (25)  ci  dà  il  mezzo  per  trovare  lo  sviluppo  di  e*.  Infatti  quando 
asse,  l’equazione  (26)  si  riduce  a 

i=si; 

sostituendo  questo  valore  di  A nell’ equazione  (a5) , e cangiando  a in  e,  si  ot- 
tiene 


x 

I 


-fi 

I . 2 


— i -t-ec. 
1.2.3 


(=9)- 


Per  trovare  la  differenziale  di  a*  viene  generalmente  adoprato  il  seguente 
metodo,  che  gode  la  proprietà  di  esser  più  pronto  di  quello  esposto,  e che  ab- 
biamo lasciato  sussistere  solamente  perchè  sia  più  in  armonia  con  la  teoria  ge- 
nerale dimostrala. 

Si  abbia  da  differenziare  /su',  si  cangi  x in  x-+- A e y io  y \ quest’equa- 
zione diventerà 

y=a**h; 

e piuttosto 

jr1  — a*a* 

Se  da  quest'  equazione  si  sottrae  l’equazione  primitiva  /sa»',  si  avrà 

r' — f — a*a’‘ —a*. 
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Mettendo  am  io  fattore  comune,  nel  secondo  membro  di  quest1  equazioni  , si 
troverà 

S-y  = a'(a>‘-,) (a). 

Facendo  a = 1-4-è  perchè  a!1  possa  svilupparsi  per  meno  della  formula  del  bi- 
nomio, abbiamo 

ah=:{i-+-b)h  = i-4-A  — -4-//  ( A — 1 ) — -h/i{h—i){h  — a) 

1 x . a 


a . 3 


-H  /i(h— x ’„(/* — a)(/i — 3) 


'a. 3. 4 

Moltiplicando  i due  membri  di  quest'equazione  per  a**,  dopo  che  avremo  fallo 
passare  l1  unità  nel  primo  otterremo 

. / b b%  b*  \ 

ar(aft — 1 ) = aa‘{  h — -4-/*(/i — 1)  * -4-  h (A—  1)  (A— a)  — - -4-  ec.  1. 

\ 1 x . a 2.o  / 

In  virtù  dell1  equazione  (n)  , possiamo  sostituire  al  primo  membro  di  questa 
yf — y , e dividendo  per  h avremo  finalmente 

yr — Y /b  b%  i*  \ 

—IT  ^a\T  •+-(/4",) 77i  -+-(A— «X*— a)— 3 ■+■  <c  j. 

Passando  al  limite  si  farà  A = o,  e quest'equazione  diventerà 

dr  /tb*  & b*  \ 

71  7 + y-j  + ec.J. 

ovvero  rimettendo  il  valore  di 


da* 

dx 


/ 1 ^ 


Rappresentiamo  con  A la  serie  che  ì fra  le  parentesi,  cioè  poniamo 


a=ì_: 


e T equazione  precedente  diventerà 


4» 


4* 


y - - + ec., 


da* 

— =zka* 

43.  Sia  * il  logaritmo  di  jr  nel  sistema  di  cui  la  bssc  è a , si  ha  j =sar-,  e 
l'equazione  (23)  ci  dà  Jjr  =3  Aa*dx  ; donde  si  ricava 

dx  _ £>_  <r  l°g« . 

Aa*  1 oa  a a*  toga' 

1 “* 

log» 


e siccome  a'=/,  e che  *=logr,  l’ equazione  precedente  diventa 


«*-iogr= 


log  <1 


(3o). 
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Nel  caso  io  cui  si  prendano  i logaritmi  nel  sistema  neperiano, 

log  e log  e 

venta  il  numero  e (n.  4'),  per  conseguenza  si  ha  ^ b ^ — -: 


la 

= I 


base  a di- 
-,  dunque 


allora 


d.logr=—  . 
y 

Passiamo  ora  a cercare  le  differenziali  delle  funzioni  circolari. 

44*  L'  arco  è maggiore  del  seno  e minore  della  tangente . 

Per  dimostrarlo,,  sia  AB  ( Tao.  CHI %Jt&  a)  un  arco  che  ha  BE  per  seno  « 
DA  per  tangente;  e si  prenda  l’arco  AB',  eguale  all’arco  AB.  Considerando  1* 
corda  BB'  come  una  linea  retta,  se  ne  deduce  la  conseguenza  che  essa  è minoro 
dell'arco  BAB'.  Dunque  la  retta  BE,  metà  della  corda  BB',  è minore  dell'arco 
BA,  metà  dell’arco  BAB';  donde  risulta  che  il  seno  è minore  dell’arco. 

Per  dimostrare  che  la  tangente  è maggiore  dell’arco,  abbiamo 

area  del  triangolo  DD'C  >area  del  settore  BAB'C; 
o mettendo  1*  espressioni  geometriche  di  queste  aree, 

DO'*  -lAOarcBAB'X  j AC 


sopprimendo  — AC  da  una  parte  e dall’altra,  rimane 

Diy  >arc  BAB1, 

e,  prendendo  la  metà,  si  ba 

DA>arcBA 

45.  Risulta  da  ciò  che  precede  che  il  limite  del  rapporto  del  seno  eli’  arco  A 
l'unità;  mentre  quando  l'arco  A rappresentato  da  AB  diventa  nullo,  il  seno 
si  confonde  con  la  tangenle,  e a più  forte  ragione  il  seno  si  confonde  con  l'arco 
che  è compreso  fra  la  tangente  e ii  seno  ; per  conseguenza  si  ba  , nel  caso  del 
limite, 

sen  A . seri  A 

-,  o piuttosto  — ; — = 1. 

are  A a 

46.  Per  trovare  la  differenziale  del  seno  il  di  coi  arco  è x,  supponiamo  dunque 
che  quest’arco  riceva  un  accrescimento  A;  sappiamo  dalla  Trigonometria  che 

sen  (x-t -A)  ~ sen  x cos  A -+•  sen  A cos  x (3  r) 

sottraendo  da  questa  funzione  il  suo  stato  primitivo,  e dividendo  per  Tacere-, 
•cimento  A delia  variabile,  avremo 

sen  (x-t- A)  — sen  x sen  x cos  A 4-  sen  A cos  x — sen  x 

__  - — = - ’ 

Riunendo  fra  parentesi  i termini  che  sono  moltiplicati  da  sen  x nel  secondo 
membro,  si  troverà 

sen(x-t-A)  — senx  senx(cosA — t)  senAeosx  „ , 

/, = J, + 7,  ' ' ' ’ 
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Quando  A diventa  aero,  eoi  A—  i diventa  ancora  nullo,  e— —4 — - si  riduce 


a — . Conviene  perciò  di  mettere  questo  termine  sotto  un'altra  forma:  per 

eseguir  ciò  osservo  che  l’equaaione  coWs-t-se^A  = i dà  cos’A — 1=3  — sen^,  o 
(roiA-hi)  (coi A — 1)= — sen*  A;  donde  si  deduce 


coi  A— 1 ss — 


sen*A 


coi  A-t- 1 

Sostituendo  questo  valore  nell'  equazione  (32),  quest’  equazione  diventa 

icn  A 


•en  (x-t-A)  — len  x len  A len  A 

— ss  — sen  x - — — 


A 


cosA-t-i  A 


A 


. (33). 


Nel  caso  di  A = o,  l’arco  e il  seno  si  confondono:  Tale  a dire  che  si  ha  — H -=  i 

n 

. , , sen  h o ..  . • 

da  un  altra  parte  cosasi,  dunque - = — = o:  e 1 equazione  («>3)  si  n- 

cos  h -+-  i a 

«luce  a ; ;=:  cosar:  donde  sì  deduce  d . sen  x = dx  cos  x. 

dx 

47.  In  questa  dimostrazione  il  raggio  delle  tavole  è stato  preso  per  uniti  ; ras 
se  si  volesse  la  differenziale  di  un  seno  il  di  cui  raggio  fosse  a,  in  luogo  d*  im- 
piegare l’equazione  (3i),  ci  si  servirebbe  della  seguente: 


sen  ( x-+-/i) 


sen  x cos  h- 4-  sen  h cos  x 


(34). 


Nel  riiultamento  precedente  , bisognerebbe  dunque  reitituire  la  collante  a,  il  che 

darebbe  d.senxsx  — — per  la  diflereoziale  del  leno  di  un  arco  il  di  cui 

a 

raggio  è a. 

48.  Poniamo  giongere  alla  differenziale  di  sen  x per  meno  di  coniiderationi 
geometriche;  mentre  iia  AB,  ( Tao.  CIII,  fig.  3)  l'ureo  x;  BM  l’arco  A;  la  per- 
pendicolare BP  tari  dunque  senx,  e la  perpendicolare  IUQ  sarà  sen  (x-t-A);  pre- 
messo ciò,  piò  l’arco  BM  = A diminuisce,  più  l'angolo  MBC  tende  a diventare 
retto;  per  conseguenza,  nel  caso  del  limite  possiamo  considerare  l'angolo  MBC 
coree  retto;  allora  il  triangolo  MBD  diventa  limile  al  triangolo  BCP,  poiché  in 
questa  circostanza  questi  triangoli  hanno  i loro  lati  perpendicolari;  donde  segue 
che  si  ha  la  proporzione 

BC : CP : : BM : MD 

ovvero 

r : coix:  : BM  : sen  (x-t-A) — sen* 
sen  (x-i-A)—  sen  x 


dunque 


BM 


cosx 

f 
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Passando  al  limile  e osservando  che,  in  questo  caso,  la  corda  BM  può  esiere 
fostituita  dall’arco  BMss/i,  P equazione  precedente  diventerà 
d . »en  x coi x 

dx  r ’ ' 

prendendo  il  raggio  eguale  all'  unità  , 

d . sen  x = dx  co»  x. 

4g.  Per  trovare  la  differenziale  di  coi x,  l'equazione  sen4x-+- cos*x  = i , o piut- 
tosto ( sen x)»-+-(cos x)1  =ji  essendo  differenziata  (n.°  ai),  dà 
aten  xd  . aen  x-t-a  cosx  d . eoa  x —o  ; 

donde  ti  deduce 

•en  xd . sen  x 

d . coi  x =a ; 

coix 

mettendo  per  d.ttnx  il  iuo  valore  dxcosx  (n.°  46),  e riducendo  si  ha 
d.  cosx=a  — ditta  x. 

sen  x . 

5o.  Si  ottiene  la  differenziale  di  langx  considerando  che  tangxsx  ^ 

ferenziando  quest’equazione  col  metodo  del  (n.°  19),  si  trova 

coi  xrf.sen  x— sen  xd.  cos  x 
d , tane  x= ; * 

0 CU3X 

mettendo  il  valore  di  rf.senx  e di  d.  cosx  avremo 

(cos1x-+-ien1x  \ 

-■  e.»»  ~rx; 

dunque,  poiché  cos*x-4- sen*x ss  1 


d . tangx  = 


dx 

co»ax 


5i.  Si  sa  dalla  Trigonometria  che  il  raggio  è una  media  proporzionale  fra  la 
tangente  e la  cotangente,  e fra  il  coseno  e la  secante,  il  che  dà  ' 


cotx= 


, sec  x=a , 

tangx  cosx 


Differenziando  la  prima  di  quest' equazioni  (n°  19),  si  trova 
d tangx  dx  dx 


d . cot  x = - 


tang’-i 


cosJxlaugax  seu’x  ’ 


poiché  dall’equazione  ^^.sxtang,  si  ricava  cos  • tang  = sen. 
5a.  L’equazione  secxs=  — - — essendo  differenziala,  dà 

i-n«  r 


d . seex= — 


d.  cosx  sen  xrfx  senx  1 
co»J  x 


:n  u.uu.  »rii  * 1 . 

. ss  dx=z  langx  sec  xdx. 

LUI  "X  co>x  cos  X 
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53.  Si  determinerebbe  egualmente  la  differeniiale  della  coiecanle  ; poiché 


coiec  x = ; differenziando,  li  ha 

sen  x 


, cotxdx  cosx  i 

d . cosec  x = — dx 

aeu2x  seux  tenx 


: cosec  xdx  = — col  x cosce  xdx. 

tangx 


5).  Riguardo  al  seno  verso,  differenziando  l’equazione  sen  vera  x-l~  cosx  = i , 
si  trova  d . sen  versx=a</.(i  — cosx),  ed  effettuando  la  differenziazione, 

d . sen  vera  x = sen  xdx. 

55.  I princi pii  precedenti  basterebbero  per  poter  differenziare  qualunque 
espressione  affetta  da  quantità  trascendenti. 

Sia  y = at*  ; facciamo  br—u , avremo  yz=ta.u\  differenziando  per  mezzo  del 
n.°  4'  (equazione  a8),  troveremo 

—y  a"L az=al  a L, 


dunque  (n.*  39) 


du 


= bLb; 


dr  y <ìu 

du  dx 


ossia 


-f-  =o*VLaL4. 

dx 


56.  Sia  ancora  y = zv  •,  prendiamo  i logaritmi,  ti  ha  log  y = v log  a ; dunque 
d . logr  = od  . log  1+  log  zio ; mettendo  per  le  differenziali  logaritmiche  i loro 
valori  ( n.°  troveremo 

dy  dz 

— —v h 1 ogzdv, 

X * 


e par  conseguenza 


e piuttosto 


dy  as'^  -t-  log  tdv  ^ . 

Per  mezzo  di  qoesta  differenziale  , troveremo  facilmente  quella  di  y=zt‘“  ■ 
poiché  sia  f“  = s>,  l'equazione  ti  riduce  a j'eaz1';  ora  l’equazioni  ys=:z''  , 
e » — che  tono  della  medesima  forma  dell’equazione  della  quale  abbiamo 
trovata  la  differenziale  , daranno 


*L 
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Sostituendo  nel  valore  di  dy  dato  dalla  penultima  equazione  quello  di  dv  e di  »», 
avremo 


dy=:zl  £ tu  t-  log  ziu  ^ u — h lc*g  /(/ttì  J 

,*  / di  dt  , , _ \ 

= 4*  /“  I — -Hi  log  z -t-  log  z log  tdu  J . 


5^.  Avanti  di  progredire  di  più,  osserveremo  che  nel  calcolo  differenziale 

dy  . . a 

un' espressione  come  - , aignifica  che  una  funzione/-  di  una  o più  variabili  è 
dx 

stata  differenziata  rapporto  alla  variabile  x e divisa  per</x;per  esempio,  se  si 

dy 

avesse  y^ax2 u**4,  l'espressione  — - si  determinerebbe  considerando  u e * «o- 

dx 

me  costanti,  e differenziando  rapporto  ad  a;  e dividendo  quindi  per  dx\  cosi  si 

avrebbe  =2 axiPzk.  Si  troverebbe  egualmente  — sszbax^u5  e ^ =3<j.c* 

dx  dz  du 


z*u*.  Se  si  avesse  y = xa-+- z1 , sarebbe  2.*; 

dx  • 

58.  Se  in-  una  funzione  y di  x , /a  variabile  x si  cangia  in  Xr+-h  , si  ha  il 
medesimo  coefficiente  differenziale  quando  x è variabile  e h costante  , che 
quando  h e variabile  e x costante. 

Per  dimostrarlo,  se  nell’ equazione  /=a/x,  si  mette  x-+-/i  = .z'  in  luogo  di  x, 
avremo  y*  eszfjd  ; la  differenziale  di  fx*  sarà  eguale  ad  un'altra  funzione  di  x ' 
rappresentata  da  qxf  e moltiplicata  per  dx* , per  conseguenza  dy'  =.qxrdx' , 0 
mettendo  per  xr  il  suo  valore  ar-t-/i , avremo- 

dy*  = f (x+h)  d (x-h/i). 

Ora,  il  solo  cangiamento  che  apporti  in  questa  differenziale  l'ipotesi  di  x 
variabile,  e h costante,  non  è che  nel  fattore  cf(x-t-A),  che  si  riduce  a dx  quan- 
do x è variabile,  e h costante;  si  ha  dunque  allora 

d)  f = ? (x-+-h)dx , 

donde  si  ricava 

dy* 

~dx  =?(-r+/'>  • - • • (35‘- 

Se  al  contrario,  ti  fa  x collante  e h variabile,  il  fattore  d(x~h/i)  si  riduce  a <///, 
e ti  ha 

dy’  — , 

e per  conseguenza 

=?(a-+-/i)  ....  (30); 

eguagliando  questi  due  valori  di  y(x-t-A),  viene 

«</  __  jy 

dx  dh 

Dii.  di  Mal.  Voi.  111.  50 
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% I*er  esempio,  se  si  avesse  yr=*ax*  y mettendo  x-Wi  invece  di  x , si  troverebbe 

d y ' 9 . dy* 

3 a X~h//)a  = -77 - . 


e |>er  conseguenza 


dx^,a[X+h)  _ ^ 


df  __  dy' 
dx  dh 


59.  Liquazioni  (35)  e (36)  essendo  differenziate  rapporto  ad  danno  an- 

cora i risultarncnti  eguali 

= cf  (x-t-/i)  d (x-b/i), 

^ = *'(,-+-*)  rf(z-t-A). 


Facciamo  h costante  nella  prima  equazione,  e x costante  nella  seconda,  avremo 
-Jj  — '/  (*■+■*)*?  , = / (x+h)dh  , 

donde  dedurremo 

dy  _ </V 
77*  ~ d/i*  ‘ 


Concluderemo  col  medejirao  ragionamento  che  , e che  egual- 

dx3  dir 


d>/  rfV 

mente  — — j-  = , e cosi  in  seguito. 

60.  Premesso  ciò,  aia  j1  una  funzione  di  x-t-/i  ; questa  funzione  essendo  svilup- 
pata rapporto  alle  potenze  di  li,  supponiamo  che  ai  abbia 

y =y-t-A A-+-BAM-C A5-*-  ec.  . . . (3?), 

A,  B,  C,  ec. , essendo  funzioni  incognite  di  x che  si  vuole  determinare.  A 
quest’  effetto,  differenziando  rapporto  ad  A,  e dividendo  per  <//*,  avremo 

di' 

= A-+-aB/H-3CAM-  ec.  ; 
dh 


differemiando  quindi  rapporto  ad  x e dividendo  per  </x,  avremo 


dr' 

dx 


d A , rfB 

h+  — /,»- 
dx  dx 


I primi  membri  di  quest’ equazioni  essendo  eguali,  in  virtù  del  (n.°  58),  i 
secondi  membri  saranno  identici:  eguagliando  dunque  fra  loro  i coefficienti  delle 
medesime  potenze  di  A,  si  troverà 


A = 


D 


rf*  r _ '/B 

udx  ’ = 3 dx 


D 


rfC 

([dx 


,ec. 
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sostituendo  il  valore  di  A,  dato  dalla  prima  di  quest' equazioni,  nella  secondarsi 
I d*y 

avràB  = *r“ i sostituendo  questo  valore  in  quello  di  C,  si  avrà  .... 

i . a ai1 


i <£V 

C = — - — - ; e cosi  di- seguito. 

l'er  metro  di  questi  valori  di  A,  di  B,  di  C,  ec. , l'equazione  (3y)  diventerà 


, dy  , d*y  A»  d3y  A 3 

7 7 dx  dx3i.a  </»>i.  a.  3 


■+■  ec. , 


e mettendo  per  y*  il  suo  valore, 


. dy  d3y  A 2 d3y  h3 

f(x+h)  = y+  — A+_  -v-  — j-4-ec.  . . . (38) 


e questa  è la  formula  del  Taylor.  Applichiamola  allo  sviluppo  in  serie  di  alcune 
funzioni. 

6i.  Sia  yy=>  \x-i-h;  ai  ha  dunque  •*  ==Je  * • 

Dunque 


dy  i ~ i ■ t 

~d7~^x  =“v7’ 

d%y  l — i li 

dx3~  4 * ~ 4 yp  ’ 


d3y  3 1 3 i 

dx%  8 X 8 y^s 1 

sostituendo  questi  valori  nella  formula  del  Taylor , si  ha 

— » /s  i hx  i /i3 

x — — ■+■  -7.  — n — * ec. 

*yjx  *y/x*  l6Vx3 

62.  Sia  y'  =1  sen  (,r-*-/i) , donde  segue  che  y ==  sen  x ; formeremo  così  i coef- 
ficienti differenziali  successivi, 


dy 

dx 


=S  COS  X , 


rfx*  • 


j — sen  x t 


d*y  d*y 

dx3  ~ C°*  X ’ 

rf4j- 

~=cos*,  ec.  ; 

sostituendo  questi  valori  nella  formula  del  Taylor,  si  ha 

, A A*  A» 

sen(ar-Wi)  sen  x-t-  cos  x — — senx  — * — cosx  — „ 

1 1 . a a.  3 

A * A» 

■+•  sen  x 5-—-+- coir  — - — ■ — - — ec.; 

a. 3 . 4 3 .3 . 4 .5 
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f.iiouilo  x=o;  allora  »enx  = o e cotxs  ■ , e questo  sviluppo  si  riilurr  a 


iA  = A 


A4 


A* 


a . 3 2.3.4  . 5 


Se  si  prendesse  j-' = cos(x-r-A) , si  troverebbe  operando  come  nel  precedente 
esempio  , che 

, A*  A* 

cos  A = 1 — : -i e c. 

1 .2  2.3-4 

(ì3.  Sviluppiamo  ancora  log(x-t-A);  abbiamo 

y'  = log  (x-t-A) , dunque  j'  = Iogx; 

• dvzxd  - logx=  — , dunque  -f-  = — . 

x dx  x 


Otterremo  quindi  con  successive  difleremiazioni  ; 

dly  1 rfV  3x  a 

57*  x4’  dP  ~ P ~ i4  ’ *c  ’ 


sostituendo  q tirsi i \alori  nella  formula  del  Taylor,  si  ha 

h* 


. fi  h% 

log  (x“h//)=  log  4: — — 


3x» 


, re. 


r»'j.  sSe  questa  formula  fosse  siala  trovala  con  nn  metodo  diverso  da  quello 
della  differenziale  «li  un  logaritmo,  »ì  potrebbe  dedurne  questa  differemiale  in 
un  modo  differente  da  quello  con  cui  V abbiamo  fatta  ( n.*  4^)*  Infatti  essa  dà 

log  (j:-+-/#)  — log  r fi  , 

*— • ~ ■ -H  f*-’ 

X '1XX 

passando  al  limile  si  ha 

tl . b>g x 1 

dx  - x 


o*»ia 


d 


log  x — 


dx 

x 


Ecco  uno  dei  processi  che  s'impiegano  per  trovare  il  logaritmo  di  X4 -h.  .Si 
cercherà  prima  lo  svilnppo  di  log(i-+-x)  cioè  si  eguaglierà  i (r+x)  a una  serie  di 
termini  ordinali  secondo  le  potenze  di  x,  osservando  preliminarmente  che,  in 
queste  serie,  non  può  esservi  un  termine  indipendente  da  x.  Infatti  se  si  aveste 

log  ( 1 -+-x)  = A-t-Bx-i-CxM-  ec. , 

quest'equazione  dovendo  aver  luogo,  qualunque  sia  x,  ne  risulterebbe  che  fa- 
cendo x = o,  si  troverebbe  A = log  1 s=.o;  cosi  scriveremo 

log  (i-t-x)  = Àx-t-BxM-Cx^-Dx4  -+-  ec.  . . . (i); 
cangiando  x in  x,  avremo  similmente 

log  (i-f-c)  =.  As  -t-Bt2  -hCs^t-Di4  4-  ec.  ; 
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s essendo  arbitraria , potremo  supporre  che  ri  sia  fra  x e * la  retaiione 
(i-t-x)1  orvero  i-+-ax-t-x1=  i-+-r  ; 

ricavando  <la  quest* equazione  il  ralore  di  a,  e sostituendolo  nell’  equazione  {a)  , 
troveremo 

logfi-t-x)1  sa  A(3x-4-x1)-t-B(2x-t-xI)1-t-C(ax-+-x5)s-+-  ec.  ; 
ovvero,  sviluppando  e ordinando  rapporto  ad  x , 


log (i-t-x)1  = aAx-+-  A 

-t~4® 


x»-t-4B 

-t-8C 


x*-t-  B'x‘-t-ec.  ' 
-t-  * aC  | 

•4  16D 

! 


(A) 


Da  un'altra  parte,  la  proprietà  dei  logaritmi  essendo  espressa  dall'  equaiione 
log  a"  = n log  a,  abbiamo 

log(r-t-x  ,*  = a log  (r-+-x), 
ovvero,  mettendo  per  r-t-x  il  suo  sviluppo  (n), 

log(i-t-x)5  = a(4x-t-BxI-t-Cxs-t-  ec.  ); 

sostituendo  questo  valore  di  log(i-+-x)1  nel  primo  membro  dell’  equaiione  (A),  de- 
durremo un’ equaiione  che  avrà  luogo,  qualunque  sia  x;  per  conseguenza , 
eguagliando  fra  loro  i termini  affetti  dalle  medesime  potenze  di  x otterremo 


zAs=aA,  A-t-4B  = aB,  4B-+-8C  = aC,  ec.  ; 


donde  ricaveremo 

A aB  A 

B = , C = — — = — ,ec., 

a 3 i 

sostituendo  questi  valori , troveremo 

X— — y — — ec.  J-t-C. 

La  costante  è nulla,  poiché  x = o dà  C = logi=o.  Facciamo  x = — avremo 
i-Krs=  ; sostituendo,  e cangiando  in  differenza  il  logaritmo  del  quoziente. 


log  (x+/i)  — log  x — A — 


A 2 

2X* 


A* 
3 or3 


A«  \ 

4?  + 


quest 'equaiione  dà,  quando  si  passa  al  limile. 


e per  conseguenza 


fi  lo?  x A 

r/x  x 


d . log  x =.  ~J'-  A 


equazione  della  medesima  forma  dell'equazione  (3o),  pagina  {30. 


Digitized  by  Google 


446  DIF 

Conoscendo  la  differenziale  di  nn  logaritmo  sarà  facile  di  trovare  quella  di  n*-; 
poiché  facendo  y = a-**,  e prendendo  i logaritmi  nel  sistema  neperiano,  ai  ha 


€ differenziando, 


L y = La*  ossia  Ly  = xL  a , 


dxLa 


‘tonde  li  ricava 
o,  mettendo  il  valore  di  y , 


dy  — ydx  La  , 

rfa*  = a^dxLa, 

equazione  che  è la  medesima  della  Tentotteaima  (n.°  40. 

65.  Possiamo  dedurre  il  teorema  de!  Maclanrin  da  quello  del  Taylor»  nel  se- 
guente modo:  si  ha  pel  teorema  del  Taylor, 

rf»./x  A1  d*.fx  A* 


J (x+h)  =fx-k — d—j~  A ■ 


dx* 


dx*  2 . 3 


Si  chiami  (fx)  ciò  che  diventa  fx  quando  ci  facciamo  x = o, 


ciò 


che  diventa 


d .fx 
dx 


quando  ci  facciamo  x=o,  e 


cosi  di  seguito  per  gli  altri 


coefficienti  differenziali;  la  formula  del  Taylor,  quando  si  farà  x = o,  diventerà 
perciò 


/ d.fx\  f d a .fx  \ h%  / d%  . fx\  /i* 

fh = c/x)  ■+■  (-£-)  — + (^r)rxi 


In  quest* equazione,  /*  entra  in  fh  nella  medesima  maniera  che  x entrava  in 
funzione  fx , dimodoché  se  cangiamo  h in  x , fh  diventerà  fx\  e siccome  non 
Testa  veruna  traccia  di  xt  perchè  abbiamo  fatto  x = o,  questo  cangiamento  e 
permesso,  attesoché  importa  poto  di  sostituire  una  lettera  o un'altra  ad  h : fa- 
cendo dunque  questo  cangiamento,  si  trova 


cl»e  è il  teorema  del  Maclaurin. 

Passiamo  ora  alla  differenziazione  del  1'  equazioni  a due  variabili 
66.  Sia 

F(xty)z=zo  . . . , . (So), 

•in’  equazione  fra  due  variabili.  Risolvendo  quest'equazione  rapporto  ad  y , tro- 
veremo y = yx  ; supponiamo  che  si  sostituisca  questo  valore  nell’equazione  ($o)  t 
questa  diventerà  F(x, fx)  = o,  o per  maggior  semplicità 

fx  2=  o , 

equazione  identica  , e nella  quale  tutti  i termini  debbono  distruggersi  , qualun- 
que valore  che  si  dia  ad  x.  Per  esempio  se  quest'equazione  non  si  eleva  che  al 
terzo  grado,  potremo  rappresentarla  con 

A x*  Bx’ -t-Cx -4  - D c=  o , 
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e mettendo  un  valore  qualunque  per  x,  essa  sarà  sempre  soddisfatta;  dunque, 
mettendo  x-+-A  invece  di  x,  avremo  ancora 

A(x-+-/i)‘J-t-B(x^-/i)2*+“C(X'-H/<r)-4-D  = o, 


vale  a dire  che  se  abbiamo  /r  = o,  qualunque  sia  x,  avremo  ancora  f{x+h)  = o ; 
sottraendo  da  quest1  equazione  quella  di  yx  = o,  rimarrà 


dunque  ancora 


f(x-¥h)  —fx = o ; 
/(x-t-ò)— /x 


Ora 

donde  si  deduce 


= yx-hA/H-BAM-  ec.  , 


/(x-»-/i)  — fx 

h 


~ A-l-B/j-t-  ec.  ; 


il  primo  membro  di  quest'equazione  essendo  nullo,  si  ba  dunque 

A-f-Bh-t-ec.  = o ; 

e passando  al  limite , 


e per  conseguenza 
e rimettendo  y 


d .fx  — kdx  — o, 
d . F(x.yi=  A dx  = o. 


Ciò  prova  che  considerando  y come  una  funzione  di  x,  se  differenziamo  l'e- 
quazione F(x,y)=o , potremo  eguagliare  il  risultamene  a zero;  il  che  servirà  a 


determinare  il  valore  del  coefficiente  differenziale 


±r_ 

dx 


come  lo  vedremo  nel  se- 


guente esempio. 

Sia  perciò 

F(x,/)e=x‘-+-3a/— /*  = o ....  (4i); 

differenziando  con  i consueti  processi,  e osservando  che  perla  precedente  dimo- 
strazione dobbiamo  eguagliare  questo  risullamenlo  a zero,  si  ba 

uxdx-hìady  — -ìjdyxxo ($a); 

da  quest*  equazione  si  deduce 


dy_ 

dx 


ax 

a y — 3a 


— m. 


67.  Se  paragoniamo  il  processo  che  ci  ha  fallo  ottenere  questo  valore  con 
quello  che  abbiamo  impiegalo  lino  al  presente,  vedremo  che  operando  con  quo- 
to primo  metodo,  sarebbe  stato  necessario  priiWa  di  mettere  l’equazione  (4 1 ) sotto 
la  forma  y=fx , e per  conseguenza  risolverla  rapporto  ad  y,  per  dedurre  quindi 

dy 

per  mezzo  della  differenziazione  il  valore  di  — . Seguendo  questo  metodo,  co- 
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iu ideeremo  «lai  trovare 


DIF 


rc=7 

e quindi,  con  la  differenziazione 


<r  ± 

* "Vf— ' 

dr 

Questo  valore  di  si  presenta  sotto  una  forma  di  [Ferente  da  quella  elie 

abbiamo  ottenuta  con  l’equazione  (43);  ma  mettendo  nell’  equazione  (43)  il 
ture  di  quest'equazione  diventerà 


cioè  eguale  all’ultimo  valore  trovato.  L’equaiione  (4a)  è la  differeuiiale  prima 
dell’ equazione  (41). 

Per  olleoere  1’ equarione  che  dà  il  coefficiente  differenziale  del  second’ ordine, 

ci°è  77*’  dÌT*de,ldo  •'«qoMÌone  (4»)  per  dx , e facendo  ss p , quest' equa- 
xioue  diventerà 


2X-+-  3ap  — a \yp  ss  o ; 

considerando  y e p come  funzioni  di  X , avremo  differenziando, 
adx-yìadp  — 2ydp  — 2 pdy  ss  o ; 


dividendo  per  dx  e mettendo  p invece  dì  ■ ^ ■ , 

dx 


verrà 


a -+-3n  ?JL 
dx 


— 2p*  =o  , 


donde  ricaveremo 


dp  2 p1 — a 

dx  3a — 2y 


• («). 


Ora,  poiché  p= 

dx 


avremo 


£p_  _ . 

dx  dx% ’ 


mettendo  questi  valori  nell’  e- 


quazione  (44),  e facendo  sparire  i denominatori  otterremo 
d*y(3a—2y)  = ady*—adx*  ....  ((5); 
tale  sarà  la  differeuiiale  seconda  dell’  equazione  (4 s). 

Ver  avere  la  differenziale  terza,  faremo  e 1' equaskme  (44)  diven- 
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Uri,  dopo  aver  fatto  sparire  il  denominatore, 

3 ag — a 79  = a p*  — a ; 

si  differeniierk  considerando  7,  p,  9 come  funxiooi  di  x,  e si  troterà  la  diffe- 
renziale tersa  , e cosi  di  seguito. 

68.  Insece  d'impiegare  le  lettere  p,  9,  r,  ec.,  per  effettuare  l'operaxiooi , si 
giungerebbe  al  medesimo  risultamento  differenziando  P equazione  (4a)  e met- 
leodo  1 iy  per  la  differenziale  di  7,  d*y  per  quella  di  dy,  <Ty  per  quella  di 
d>7,  ec.;  e considerando  dx  come  costante,  si  l Toserebbe  in  questo  modo 

ìdx%-y-iad%y — idy%— nyd*y  =s  o , 

equazione  che  è la  medesima  dell'equazione  (45). 

69.  Diamo  ora  l’espressione  generale  della  differenziale  di  una  funzione  J\x,y) 
di  due  sariabili.  Per  eseguir  ciò  rappresentiamo  f(x,y)  con  ss;  atremo  , diffe- 

• (/ti 

renziando  questa  funzione  rapporto  ad  x,  il  termine  dx,  e differenziati- 

(/ti 

dola  rapporto  ad  y avremo  questo  secondo  termine  — dy\  dimodoché  dj\xy) 


du  dtt 

da=>  lì  dx~*m  dj  dr% 

ma  se  7 si  considera  come  una  funzione  di  x,  avremo  differenziandola 


£-dx; 


soilituendo  questo  valore»  troveremo 

dtt 


du  t 


dx 


dx  - 


du  dy 
dy  dx 


dx ; 


70.  Se  ci  rammentiamo  il  teorema  dimostrato  (n.°  29),  vedremo  che  u consi- 
derandosi come  una  funzione  di  y „ e y come  una  funzione  di  x,  il  prodotto 

-U-  dx  non  è altra  cosa  che  la  differenziale  di  u presa  rapporto  ad  x con- 

dy  dx 

tenuta  in  y. 

71.  La  differenziale  totale  di  una  funzione  di  x,  e di  / estendo  data  dall'equa- 
zione 


du  : 


du  . du  , 

77d*+-  **' 


d7 


du 


du 


si  sono  chiamate  l*  espressioni  — — dx , dy  le  differenziali  parziali  di  c*. 

dx 


dy 


Egualmente,  se  u è una  funziona  di  tre  variabili,  x, a,  indipendenti  , 
avremo 


du  du 

du  sa  — dx-f-  — dy  - 
dx  dy 


du 

ds 


da. 


DU.  di  Afat.  Voi.  HI. 
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e i termini  dx,  — —tir,  — dz,  saranno  le  differenziali  parziali  di  u. 

dx  dy  dz 

•}3.  Prima  però  di  orcuparci  dell’  espressione  generale  della  differenziale  di  tre 
variabili,  considerandone  due  come  indipendenti,  applichiamo  il  teorema  del  Ta- 
ylor allo  sviluppo  delle  fuuxioui  di  due  variabili  che  ricevono  accrescimenti,  e 
cominciamo  dal  prendere  nn  esempio.  Sia  u=x"'y’'-,  le  quantità  * ed  y non 
soggette  ad  alcuna  relazione  fra  loro,  la  seconda  può  rimanere  la  medesima, 
quantunque  la  prima  abbia  caugialo,  e viceversa.  Hesulta  da  ciò  che  il  valore 
della  funziooe  proposta  può  variare  in  più  maniere,  i.°  in  conseguenza  di  un 
cangiamento  arrivato  ad  x solo  o ad  y solo;  a-0  per  il  concorso  di  queste  due 
circostanze. 

Non  considerando  in  principio  che  il  cangiamento  segua  che  nella  variabile  x, 
se  si  sostituisce  x-t-A  in  luogo  di  questa  variabile , nella  funzione  proposta  , si 
troverà 

m mtm—ì) 

(x-t -/t)my”  =xxmj"-{ xm-'yn/i-i-  xm~1y,h1 


m(m— i)(m— a) 

■ . a . 3 


-y/i» 


Se  facciamo  variare  y solo  , scrivendo  y+k  io  luogo  di  y , avremo 
xm(y-hk,"  = xmyn-+-  — xmyn~'k~y-  — -il  xmym~*k% 


n(n—  i)(n— a)  . ... 

H ; — x"y-*l,-t-  ec. 


. 3 


Finalmente  se  si  suppone  che  i due  cangiamenti  precedenti  abbiano  luogo 
nel  medesimo  tempo,  la  funzioue  proposta  diventerà  c se  ne 

otterrebbe  lo  sviluppo  moltiplicando  quello  di  per  quello  di  (jr-t-A)*.  Ma 

si  può  ottenere  il  medesimo  risullainento  in  un  modo  più  semplice , sostituendo 
r-t-A  per  y nello  sviluppo  di  [x-\-h)myn  trovato  di  sopra,  ovvero  x-t -h  per  x in 
«jueilo  di  xm(y-yiin. 

Effettuando  la  prima  operazione  verrà 


l-t-  nxmj*~'k 


(x-ì-h)m(j-+  k)"xx  l 


— xm~,ymh 
m (m — i) 


_4_  ec. 


rn  n 



il  J 

rn1  rn — i ) n 


i.  a I 


xm~%yM~lh*k  cc. 


i • a i i . a 


1.2  I .2 
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Quello  sviluppo  ci  prelenta  la  funzione  primitiva  xmyn , più  un  seguilo  di 
funzioni  di  x e di  y che  moltiplicano  le  differenti  potenze  degli  accrescimenti 
A c A,  come  pure  i prodotti  di  queste  potenze.  Si  troverebbero  sviluppi  analo- 
ghi per  qualunque  altra  funzione,  e qualunque  sia  il  numero  delle  variabili  che 
entrano  nella  sua  composizione. Faremo  vedere  in  generale  che  questi  sviluppi  danno 
lu»go  a nuove  funzioni , che  si  possono  derivare  dalla  proposte  con  successive 
differenziazioni,  come  quelle  che  si  ottengono  nel  caso  di  una  sola  variabile. 

73.  Rappresentiamo  con  f(x,y)  una  funzione  qualunque  di  x e di  /;  comin- 
ciamo dal  supporre  che  la  variabile  x cangi  sola  e diventi  x-t-A  : bisognerà  con- 
siderare y come  una  costante  e trattare  la  funzione  proposta  come  una  funzione 
di  x;  si  avrà  perciò  pel  teorema  del  n.°  60,  facendo  per  abbreviare  f(x,y)  = u. 


du  h 

/(x-+-A,j')  = u-+-  ——  -+- 


d*u  A» 
dx1  1 . a 


dPu  A » 

dx*  « . a . 3 


-t-  ec.  . . . (tJ6). 


Se  si  volesse  trovar  ciò  che  diveota  la  funzione  proposta  qnando  y solo  prende 
un  accrescimento,  si  considererebbe  x come  costante,  e f(x,y)  ovvero  u come  una 
funzione  di  y\  con  ciò  si  avrebbe 


f(x,y-i-i)=zu-h 


du  * 

df  « 


d*u  k 1 
dy*  t .2 


d*u  k* 
dy*  r.a.3 


-f-  ec.  . . . (47). 


Supponiamo  ora  che  le  quantità  x ed  y cangino  nel  medesimo  tempo;  e di- 
ventino x-t-A,  e y~\-k\  siccome  non  abbiamo  dato  alcuna  forma  particolare  alla 
funzione  J\x,y) , non  è possibile  farci  nel  medesimo  tempo  le  due  indicate  so- 
stituzioni ; ma  è facile  di  conoscere  che  giungeremo  al  medesimo  risultamento 
cangiando  prima  x in  x-t-A,  e mettendo  quiudi  y+l  per  y , nello  Sviluppo  che 
avremo  ottenuto  dalla  prima  operazione.  • 

Si  ha  di  già,  u rappresentando./ (x,y) 


J\x-+-/l  ,/)  — u-t- 


du  fi 
dx  1 


<Ph  li* 

dx1  1 . a 


'd*u  A1 
dx3  1.2.3 


ec. 


Per  sviluppare  i coefficienti  dei  differenti  termini  di  questa  serie,  avendo  ri- 
guardo al  cangiamento  che  ha  subito/,  si  osserverà  in  primo  luogo  che  in  cia- 
scuno di  loro,  x deve  considerarsi  come  nna  quantità  costante,  e che  per  con- 
seguenza si  deve  trattargli  come  funzioni  della  sola  variabile  y.  Premesso  ciò, 
f(x,y) , ovvero  u , diventerà 

du  k d*u  k%  (Pu  k* 

u H — j—  — -t-  j-t  ~~  •+■  -j-j  = — I-  ec. 

dy  1 dy1  1 . 2 dy a 1.2.3 


Se  in  questo  sviluppo  si  scrive  in  luogo  di  «,  avremo  per  risultamento 

dx 


ciò  che  diventa  la  funzione 


du 

dx 


quando  y si  cangia  in  /-t-A;  vale  a dire. 


' du  \ / 

* dii  \ mmt 

f du  \ 

d[ 

-7—  1 <P[ 

1 dH 

] 

du 

‘ '*  ' k 

,dx)k*  \ 

-f- 

<dx  y *3 

-V-  *C. 

~dx  + “ 

, -+* 

dy  1 

dy 1 1 . a 

dy 3 1 .2  .3 
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ma  è facile  vedere  che  l' espressione 


*(£) 
dj 


indica  due  differenziazioni  falle 


successivamente  aopra  la  fumione  proposta,  la  prima  considerando  che  possa  va- 
riare solamente  * , e la  seconda  considerando  che  possa  variare  y sola  ; la  met- 
teremo perciò  sotto  una  forma  più  semplice  scrivendola  come  segue:  - * ^ ■ • 

dr* 

il  coefficiente  differenziale  dell'ordine  n relativo  alla  fun- 


Rappresenteremo  egualmente 
dn^mu 


d*u  , 

con  --- -y  : in  generale,  bisognerii  in- 
dydx 


tendere  per 


dmu 


dy"dx‘ 


lione  —m  , non  supponendoci  che  y variabile;  nel  mentre  che  questa  funzione 


è essa  medesima  il  coefficiente  differenziale  dell’  ordioe  m della  funzione  proposta, 
non  supponendo  che  x variabile. 

Premesso  ciò,  la  sostituzione  di  y-i-k  in  luogo  di  y cangerà 


du 

io 

du  _ d*u  k 

d*u  A» 

, 1 . - - - 

dx 

dx  dydx  a 

dy*dx  i.a 

d*u  . 

d*u  d*u  k 

d*u  k% 

1*  10 

dx*~*~  dydx*  i 

dy*d jr*  1.3 

cPu  . 

— io 

d*u  d*u  k 

d*u  A» 
r 1 , 

dx » ° 

dx 5 dydx % i 

dy*dx*  i.3 

ec. 

d‘u 


-+•  ee.. 


-+•  ec. , 


dy*dx  i,  a.3 

d*u  A» 
dy*dx%  m 

d‘u  A» 
djPdx*  i.a.3 


Sostituendo  questi  valori  nello  sviluppo  di  /(r+4,4),  e ordinando  in  modo 
che  tutti  i termini  nei  quali  gli  esponenti  di  A e di  A fanno  una  medesima 
somma,  siano  situati  in  una  medesima  colonna,  verrh 


f,  y . ..  . du  A d'n  A»  d*u  A* 

f{x+>‘,y-+k)  — u-+-  + — — 1 — 

dy  i <//*  i . a dys  i . a . 3 


-+-ef. 


du  fi 

A*  ~ 


dxu  k.h 


dfiu  A*  h 

— -t-ec. 


dydx  i.i  dy*dx  i.a  s 


<Pu  A» 
dx*  1.3 


d*u  k li1 
dydx*  ì i.a 

d*u  A» 

dx*  7.3.3* 


(48). 


74-  Abbiamo  ottenuto  lo  sviluppo  precedente  melteudo  prima  jr-t-A  in  luogo  di 
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x,  e quindi/-*-*  in  luogo  di  y\  ma  si  sarebbe  potuto  procedere  in  ordine  inverso, 
e cominciare  dalla  sostituitone  relativa  ad  y : allora  f{x,y)  sarebbe  diventata 


du  k 

~<iy~ 


d'u  k 1 
dy1  1.2 


d'u  k* 

-T—r ; -+-  «C. 

dy  1.2.3 


La  tostiluzioue  di  x-t-A  ia  luogo  di  x,  io  queita  >erie,  avrebbe  cangiato 


du  h 
dx  i 


d*u  A*_ 
dx 1 l.a 


d'u  A» 

di*  ,'.*.  3 ■+'e°-’ 


e quindi 

du  . du  d'u  h d'u  A1  d'u  A* 

dy  dy  dxdy  i dxdy  1.2  dx?dy  1.2.3 


d'u  . d'u  d*u  A d'u  A*  d*u  A1 

dy*  ° dy*  "**  dxdy1 1 dx1dy1  r.a  dxldy1  1.2.3"*” 


d*u  . d*u 
ly1  d? 


d*«  A 


d*«  A* 


d'u 


dxdj * 1 

dx'dy»  l.a 

iseguenza 

du  h 

d'u  /i* 

dx  1 * 

dx*  1.2  1 

du  k 

d'u  h k 

dy  1 

dxdy  1 1 

dx'dy'  i.a.3 


-+• 


A» 


d'u 
dx * ■ . a . 3 


+■  ee. 


d'u 


d'u  k1 
dy1  l.a 


dx'dy  1.2  1 
d'u  A k1 


A»  A 

H ec. 


1-ec. 


dxdy 1 1 1.2 

d'u  A» 
dy*  i.a.3 


($9>- 


È evidente  che  questo  secondo  sviluppo  de?'  essere  identico  col  primo;  men- 
tre è indifferente  di  cangiare  prima  x in  x>+<A,  e quindi  y io  y-^rk  , o di  fare 
le  medesime  sostituzioni  io  un  ordine  inverso,  poiché  in  un  modo  o nell'altro 
si  ottiene  egualmente y*(x-+-A, j-t-i  ). 

Se  si  paragonano  in  questi  sviluppi  i termini  che  sono  affetti  dalle  medesime 
poteuzo  di  h e di  £:  troveremo  questo  seguilo  di  equazioni. 


d'u  d'u 


dydx 

dxdy 

d'u 

(Pu 

dydx1'  = 

dx'dy 

d'u 

d'u 

dy'dx  ~ 

dxdy1 

dnJfmu 

dy'dx " 

dxmdyn 

ec. 

CC. 
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La  prima  c'insegna  che  il  coefficiente  differenziale  del  second’ ordine  di  una 
funzione  di  due  variabili,  preso  differenziando  rapporto  ad  una  di  loro,  c quindi 
rapporto  all'altra,  rimane  il  medesimo,  qualunque  sia  l'ordine  che  abbiamo  se- 
guito nella  differenziazione.  Sia  per  esempio,  uz=zxmyn  \ se  si  differenzia  prima 
t . </u 

considerando  x sola  come  variabile  , si  ha  -r—  =xmxm~lyn;  differenziando  quin- 


di questo  risultamento  non  facendo  variare  che  y , si  ottiene 


£a 

dydx 


-m-i.s-i . 


, . „ . . da  d*u 

operando  in  un  ordine  inverso,  si  trova  -— = nxmrn~x  e - , 
r dy  dxdy 

e si  vede  che  il  risultamento  è il  medesimo  nei  due  casi. 

j5.  Le  altre  equazioni  riportate  di  sopra  non  sono  che  conseguenze  della  pri- 


dhi 


<£) 


ma:  infatti  dalla  notazione  adottata  , r — — equivale  a — ; — ; , e a motivo 

dy  dx*  dydx 

che  possiamo  invertire  l’ordine  di  queste  differenziazioni  consecutive,  equivale 
’ du 


dxdy  dxdydx 


rf’a  , <Pu 

. 01  ba  ancora 


\dxdy  ) 


dx%dy 


dx 


e cangian- 


do T ordine  delle  due  prime  differenziazioni  indicate,  viene 

risultamento  conforme  al  precedente. 

Similmente  ai  troverà 


tPu 


dx  dxdydx  ’ 


d( 

A%“  } 4 

f d2u  \ 

d*u  _ V 

dydx  ) \ 

, dxdy  J 

tPa 

dyxdx 

dy  =~ 

dy 

dydxdy  * 

d*u 

'(-£-)  _ 

<Z) 

tPu 

dxdy 1 — 

dxdy 

dydx 

dydxdy 

In  generale  , possiamo  cangiare  come  vorremo  ! ordine  delle  differenzia- 
zioni indicate  ; purché  esse  rimangano  le  medesime  e nel  medesimo  numero , 
il  risultamento  non  cangerà. 

dm+nu 

I’er  provailo,  ti  abbia : con  faciliti  vedremo,  dalle  fatte  conveniio- 

dxmdx"  ’ 

ni  nei  numeri  Co,  e 73,  che  poniamo  decomporre  quest’ espressione  come  segue: 


dx'"-‘ 
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ma  invertendo  l’ ordine  delle  »ue  differenziazioni  isolate,  il  che  è permesso,  si  ha 


dxm~‘ 


e riunendo  solto  un  medesimo  segno  tutte  l’indicale  operaiioni,  Tiene  in  luogo 
della  formula  proposta  1’  espressione  equivalente 

dm*na 

dxm-'d)dxdj*-' 


Se  si  decomponesse  ancora  quest’ ultima,  si  potrebbero  fare  nuore  permutazio- 
ni nella  dispostone  delle  dy  c dx;  dobbiamo  perciò  considerare  la  proposto- 
ne  di  sopra  come  di  mostra  la. 

96.  Sottraendo  fix,y)  .ovvero  u,  da  f{x+h,  y-ki),  si  trova 


du  h 

/(x+ì^y+k)  -f(X,y)7=z  — — H- 


du  k 

IfT 


d*u 

h* 

- » p p 

dx* 

i . a 

“T“  CU. 

d*u 
dy  dx 

k h 
1 ’ 1 

tc. 

d2u 

k » 

ec. 

dy* 

1 . 2 

-+*  ec. 

Se  si  estende  alle  funzioni  di  tre  Tariabili  la  definizione  che  abbiamo  data 
della  differenziale  delle  funzioni  di  una  sola,  ? ed  re  ino  che  quella  di  f{x,y)^ 
ossia  di  zia  è compresa  nei  due  termini  ebe  formano  la  prima  colonna  dello  svi- 
luppo precedente;  e cangiando  h in  dx,  e k in  dy,  avremo 


du  du 

df(x>r)  = du  = a — dar-f.  — - dy. 


Segue  da  ciò  che  la  differenziale  di  una  funzione  di  due  variabili  contiene 


due  parti  , cioè  : 


du 

dx 


dx,  o la  differenziale  presa  considerando  x come  sola  va- 


du  , , # 

riabile,  e — — dy , o la  differenziale  presa  considerando  y come  sola  variabile. 


Possiamo  duoque  applicare  alle  funzioni  di  due  variabili  le  regole  date  per 
la  differenziazione  di  uoa  aola,  e perciò  differenzieremo  la  funzione  proposta 
prima  rapporto  ad  una  delle  variabili  , e quindi  rapporto  all'  altra  : la  som- 
ma dei  due  risultameli  sarà  la  differenziale  cercata. 

Si  vede  sul  momento,  con  questa  regola  che 


I 


d . (x-k-y)  =3  dx-ydy 
d . xy  sxydx-yxdy 
yix  — xdy 


d . — 

r 


rx 
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Non  crediamo  necessario  di  dare  molti  esempi  relativi  alla  differenziazione 
delie  funzioni  di  due  variabili  , poiché  essa  rientra  in  quella  delle  funzioni  che 
ne  contengono  una  aola;  ci  limiteremo  dunque  ai  seguenti: 

i du 

«.*  u=s*"*/";  ai  ha  — — dxxmxm~‘y"dx 
dx 


du 

jT  dj = nxmy*~<  dy 


dunque 


du  s=s  mxm~‘yMdx-+-nxmy',~'dy  =i  xm~'yn~'  ( mydx+nxdy  ). 

ayxdx 


ay  . , du 
■ ■ ■ ■ ; ti  ha  — — dx  — 
dx 


V x’L-t-y* 


(**-+-/*)  ì ’ 

du  ndr  nyidy 

dy  1 ~yjxi-i-yi  ~ ’ 


dunque 


du  =a  — 


ayxdx 


ady 

-+■  — — — 


ay'Ay 


ovvero  riducendo 


da  = — 


ayxdx~y-ax*dy 

(xM-r»){ 


3.*  uas/.tang — : per  differenziare  quest’espressione,  nella  qnate  la  quan- 
tith  — i inviluppata  successivamente  sotto  due  funzioni  trascendenti  , ss  farà 


— at,  e si  cercherà  , per  mezzo  dei  numeri  43  e 5o,  la  differenziale  di  / tang  a, 

r 

Verrà  per  risullamento 


dui 


d . tang  s 


rfa 


di 


tang  a taogaco»aa  sena  cosa 
mettendo  in  luogo  di  a e di  dt  i loro  valori,  si  troverà 
ydx—xdy 

y%  ydx—xdy 


du  : 


XX  XX 

sen  — eoa  — y'itn  — cos  — 

r y y r 


77.  Conviene  osservare  che  una  funzione  di  una  sola  variabile  non  ha  in  cia- 
scun ordine  che  un  coefficiente  differenziale,  nel  mentre  che  una  funzione  di  due 
variabili  ha  due  coefficienti  differenziali  per  il  prim'  ordine  , tre  per  il  sccoudo , 
quattro  per  il  terzo,  ec. 
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Ecco  come  possiamo  Irovare  questi  diversi  coefficienti , partendo  dai  due 
primi. 

Si  ha  in  primo  luogo 


du  = i 


du 

dx 


dx  - 


du 

dy 


dfi 


prendendo  quindi  la  differenziale  delle  funzioni.  - — e 
essere  trattate  come  funzioni  di  due  variabili , viene 


— — ■ , che  debbono 
dy 


d1  iì 
dir» 


dx  -t- 


d*u 

dydx 


dy, 


d%u  d*u 

dxdy  X "**  dy* 


dy. 


e siccome  la  diflerenxiale  seconda  non  è altra  cosa  che  la  diflerenxiale  della  dii- 
fereuxiale  prima,  avremo 


(Plt 

<Pu—  — dx*+ a 
dx* 


d*u  cPu 

dxdy- +-  • dr 

dxdy  dy* 


considerando,  dx  e dy  come  costanti,  e osservando  ebe  i coefficienti  differenziali 
i di  cui  denominatori  non  presentano  che  le  differenti  disposizioni  di  un  me- 
desimo prodotto  in  dx  e in  dy,  sono  identici. 

Se  si  differeuziano  i coefficienti  che  si  trovano  nel  precedente  risullamcnto , 
verrà 


dhi 
dydx 1 


dy. 


<Pu  , dPu 

dx  -V-  • dy  , 

dx*dy  dydxdy  1 ’ 


d*u 

dxdy * dy 


dr, 


e per  conseguenza 


d3u  ae 


d%u 

dx>* 


dx * 


3 dlu 
dx*dy 


dx1dy 


idlu 
dxdy * 


dxdy 1 


dla 

~df 


dyK 


Si  continuerà  facilmente  questa  formazione,  ed  osserveremo  certamente  l'ana- 
logia che  regna  nei  risultamene  ai  quali  siamo  giunti,  e gli  sviluppi  delle  po- 
tenze del  binomio.  Per  assicurarci  che  quest’analogia  ha  luogo  a qualunque  or- 
dine ebe  si  spinga  la  differenziazione,  basta  cercare  la  legge  che  rrgua  fra  due 
consecutive  differenziali. 

Z/i*.  di  Hat.  Poi.  HI.  58 
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Supponiamo  perciò  che  li  abbia 
dmu 


«Tu  = 


dx" 


rfx*-+-A 


dnu 


dx'-'dy 


dx"~'dr 


dnu 

- fi dx”-*dr% 

dx*~%dy%  J 


d"u 


: dx"-,dj-1  ec. 


dx"-ldy* 

A,  B,  C,  ec,  estendo  coefficienti  numerici  indipendenti  da  a:  e da  y,  se  si  dif- 
ferenzia ciascuno  dei  termini  del  secondo  membro  di  quest’equazione  rapporto 
ad  x e rapporto  ad  y successivamente , che  quindi  si  riunisca  i ritultamenli  ai- 
raili,  ai  troverò 


d’H‘,u 

t.  ^.^(A-t-.)- -</xvr 


dxn  t* 


d”*'u 

■ (B-t-A)  dxT-'dy* 

’dx—'dyx 

d"+'n 


-t-  ec. 


Sia  ora 


(x-hyY’ =*"■+-  k'xn~'yH-'B'x"-*j*-i-C'x’'-ìjri-h  ec.  ; 

si  avrò 

{x+yf*’  = (x-yy)"(x+y)=  *"+,-+-(i'-+-i)ur”r-+-(B/-t-A')ar',-'r*  j 

-+-(C'-t-B')x"-y  J ; 

-+-  ec.  ] 

donde  si  vede  che  nel  passaggio  da  n a si-4-l  , i coefficienti  dello  sviluppo  di 
(x-t-j  )"  provano  i medesimi  cambiamenti  che  quelli  di  d"u\  e siccome  i primi 
sono  respeltivamente  eguali  ai  secondi,  allorquando  n=si,  quest’eguaglianza 
deve  ancora  aver  luogo  per  qualunque  altro  valore  intero  di  n:  possiamo  dunque 
scrivere  in  generale 

d"u 

■ dx’-’dy 


dnu-. 


d”u  n 

' dxT  d*  **■  i dx*-'dy' 


n(n— i)  <Tu 
i . a dx'-'dy 

n[n — i)(n — a)  d"u 


- dx"~*dyx 

dx'-'dy*  . . 


(5o). 


i . a . 3 dxl'->d)i 
Segue  da  ciò  che  si  formerò  la  differenziale  d"u  sviluppando  il  binomio 
(rfx-t-rfy)" , e moltiplicando  i differenti  termini  del  risultamento  per  i coefficienti 
differenziali  analoghi,  dimodoché  quello  che  è affetto  da  dxn~mdym  abbia  per 
moltiplicatore 

tTu 

dx"~mdym 
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y8.  Lo  sviluppo  ili  / (af-t-A , y+t)  puA  ancora  dei] «irsi  ila  quello  delle  dif- 
ferenti potente  del  binomio;  poiché  ridncendo  al  medesimo  denominatore  i ter- 
mini nei  quali  gli  esponenti  di  A e di  A fanno  una  medesima  somma , esso  pren- 
derà la  seguente  forma 


i ( du  du  1 

**■  T j 7Z  [ 


1 I d*U  1%  ! rf5,‘ 

71  1 


7Xì| 

1. 3.3.4! 


dxdy 

(Pii  _ d3u 

— 

dx3  dx*dy 


hk  -é- 


d%u 


A*A-t-3 


4? 

d*n 


-} 


dx  dy% 
d*u 


hk*- 


d*u  d*u 


A»A*  - 


(Pii 

V 

d‘u 
dxdy * 


4» 


AA3  - 


<#*« 


e allora  si  tede  certamente  che  esso  si  deduce  dalla  serie 


u -t—  — (A-+-A)  ■+.  (A-t-A)  (A-+-A)  -t- . — - (A-t-A)* 

1 i.a  1.3.3  i.a.3.4 


come  le  differenziali  du,  d*u,  d:'u , ec.  si  deducono  dalle  potente  (dx-ydy) , 
(dx-ydy)%,  (dx\dyf , ec. 

Non  ci  limiteremo  all’induzione  che  possiamo  ricavare  dal  paragone  dei  primi 
termini  della  precedente  formula,  e sari  facile  provare  che  l'analogia  che  abbiamo 
fatto  osservare  ha  luogo  in  tutta  l’estensione  di  queste  formule. 

Consideriamo  il  termine  generale  di /{x+/i,  y+ A);  è evidente  che  esso  deve 
derivare  da  quello  di_/{x-l-A ,y)  sostituendoci  j^-t-A  in  luogo  di  y;  ma  a mo- 
tivo di 


J(x-y-h,y)  — u + 


du  A 
dx  1 


d}u  A?  d3u  A* 

dx*  1 .-a  dx3  t.a.3 


quest'  ultimo  sarà 


dmti  A” 
dx"  i.a... ist 


; facendo  nella  funzione 


dm  u 

dT"' 


il  cambiamento  in- 


dicato rapporto  ad  y,  avremo  per  rìsultaraento  una  serie  di  termini 
dmu  </"•+>«  A (im+*u  i%  dm*3u  A* 
dx"  ~*~dxmdyi  "**  dxmdy%  i.a  dxmdy3  t.a.3  ‘ * 


d™+"  u A" 

dxmdyk  1 . a . . . n 

e per  conseguenza  il  termine  generale  domandato  sarà  espresso  da 
d’"+"«  ^ Ami" 

dxmdyn  1 . 3 . . . ns . 1 .a ....n  ’ 

Ma  il  prodotto  Amt*  è omogeneo  ad  Am+”  e A'"*",  che  avranno  1’  uno  e l’al- 
tro per  coefficeute  numerico  ■ — ; moltiplicando  dunque  per  1 . a ... 
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(<«-♦-«),  i 'lue  termini  <lell>  frazione 


si  troverà 


i.a...m.i.2...n 

■ t ■ a (m-H») 

i . a . , . (m-t-n)  i .a...m.i.a...n 


e prendendo 


i . a . . . (m-t-n) 


per  fattore  comune  di  tutti  i termini  omogenei 


_ . ...  . r . a . . . . (m-t-n  ) 

a f imt ",  resterà  per  il  coefficiente  proprio  di  questo  termine  j ^ ; 

vale  a dire  il  medesimo  che  quello  di  cui  sarebbe  affetto  nello  sviluppo  di 

79.  Se  si  cangia  h in  rfx  e k in  dy  nello  sviluppo  di  /"(x-t-A, yt-i)  che  «li- 
biamo considerato,  ritroveremo  allora  , facendo  astrazione  dal  denominatore, 
le  differenziali  di  lutti  g>»  ordini  dell»  funzione  m,  cioè  la  differenziale  prima 
nei  termini  in  coi  gli  accrescimenti  non  giungono  che  al  primo  grado,  la  dif- 
ferenziale seconda,  io  quelli  che  Tanno  al  secondo,  la  differenziale  terza,  in 
quelli  in  cui  non  si  elevano  che  al  terzo,  ec:  avremo  dunque  così 


r,  » a « du  u-u 

f {x+Jx , y-*rdy)  = u — — -4-  -4- 


d%u 

. 2 


d*u 

1.2.3.$ 


<5f). 


La  serie  precedente  conviene  dunque  egualmente  alle  funzioni  di  una  e di  due 
variabili,  purché  si  prendano  le  differenziali  in  un  modo  conveniente  in  ciascuno 
di  questi  casi. 

80.  Non  ci  occuperemo  delle  funzioni  di  tre  o di  un  maggior  numero  di  va- 
riabili, poiché  con  la  massima  facilità  si  possono  render  generali  ì processi  dei 
numeri  precedenti  rel.nl  ir  amen  le  alle  funzioni  di  due  variabili,  e per  conseguenza 
dedurre  da  questi  i loro  sviluppi. 

81.  Passiamo  ora  ad  una  funzione  di  tre  variabili  x,  y>%  *,  onde  completare  la 
teoria  della  differenziazione  dell'equaziuni  trattata  al  n.°  66,  fra  le  quali  se  ne  scel- 
gano due  per  Tariabili  indipendenti.  Un  esempio  di  questo  caso  si  presenta 
quando  nell’ equazione ^/*(x, /•,  s,)=o  di  una  superfìcie  curva,  si  determina  la 
variabile  t dando  valor»  arbitrari  alle  due  altre  variabili , che  mediante  .-ciò  di- 
ventano variabili  indipendenti.  In  questa  circostanza  * dipendendo  da  x e da  y% 
è una  funzione  implicita  di  queste  variabili;  bisogna  aver  riguardo  a ciò  nella 
differenziazione.  Così  rappresentando  per  u questa  funzione  di  tre  variabili 

* , se  vogliamo  averne  la  differenziale  rapporto  ad  x,  questa  differen- 
ziale non  ai  comporrà  solamente  di  dx , ma  bisognerà  aggiungervi  il  ter- 

. du 

mine  ~dz  ‘ dx  ' ^Cr  'n,*‘care  c^e  **  considera  «come  dipendente  da  x.  La 
differenziale  totale  rapporto  ad  x sarà  perciò  espressa  da 
du  du  dz 

d7  dz*  UT  ■ - dTdx 


(52). 


I.a  differenziale  totale  rapporto  ad  y avrà  egualmente  per  csprejjione 


du 


■ dr 


du 

\ir 


di 


dy 


• (53). 
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Se  «i  aggiunge  I»  differenziale  presa  rapporto  alla  variabile  indipendente  x, 
alla  differenziale  preaa  rapporto  all’altra  lariabile  indipendente  , ai  troverà 
per  la  differenziale  totale 


du 

dx 


du 

dx-y-  -, — dy  ■+• 


du  / di 
di  V dx 


d x -t- 


■ (54), 


e aiccome  la  qnantità  racchiusa  fra  le  parentesi  non  è altra  cosa  che  la  diffe- 
renziale completa  di  a,  l’espressione  che  abbiamo  trovata  si  ridurrà  a 


du 

dx 


dx-t- 


du 

7r 


dy+ 


du 

di 


di . 


Se  questa  differenziale  totale  fosse  egoale  a «ero,  seguirebbe  lo  stesso  dell' espres- 
sione (54),  che  a motivo  dell'indipendenza  delle  variabili  *e/,  ti  decompor- 
rebbe in  queste  due  altre  equazioni 


du  du  di 

-r—  dx- 1-  — . — 
dx  di  dx 


dx  = 0 , 


du  , da  d*  , 

~T  ày  ■+•  -3—  . — — dyxxo. 
dy  di  dy 


8a.  Se,  come  al  (n.°  71  ),  nè  nna  funzione  di  tre  variabili  indipendenti  *, 
y,  1,  ne  troveremo  la  seconda  differenziale  riunendo  le  differenziali  di 


du  , du  , 
_ dx-  _ dy 


■+■  di  ...  . (55) 


prete  rapporto  a ci. intana  delle  variabili;  ma  per  esegnir  ciò  bisognerà  osservare, 
che  dx  non  avendo  la  differenziale  feconda,  a motivo  dell1  indipendenza  d»  x 
seguirà  il  medesimo  per  dy  e per  dx , riguardo  ad  y ex.  Cosi  differenziando, 
tratteremo  i littori  da r,  dy  e dx  dell1  equazione  (55)  come  costanti  , e avremo, 
differenziando, 


rapporto  a x 

d'u 

x * rfl“ 

~dx* 

dydx 

d*u 

rapporto  a y 

dxdy 

***** 

d*u 

d%u 

rapporto  a x 

dxdi 

dxdx  H-  3—- 
dydx 

dydx  -4-  , dtdx , 


dy*  •+ 
dydi  -t- 


dldx 

d*u 

didy 

d*u 


didy, 

di'-. 


aggiungendo  questi  risultamenti , avremo  per  la  differenziale  totale  dell'  espret- 
aione  (55) , 


d*us 


d'u 

dx* 

a rPu 
dxdy 


dx 1 • 


dxdy- 


d*u 

ipr 

ad*u 

dxdi 


dy* 


dxdz  ■ 


d'u 

di* 

2 d*n 
dydi 


di » 


dydz 


(56). 
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Se  u non  fotte  fumiooe  che  ili  due  variabili  x e y,  questo  riiultameoto  ti 
ridurrebbe  a 


d*u  ss 


d*u 
dx * 


d*u 

dx*  + —dy* 
dy* 


ad*u 

dxdy 


dxdy 


(57>- 


Continuando  a differenziare  nella  medesima  maniera  l' equazioni  (56)  e (5j)  , ri 
troierebbero  le  differenziali  terze,  qnarte,  ec. , . . . di  u;  e In  queste  differen- 
ziali successive,  si  osserverebbe  facilmente  l'analogia  che  hanno  con  le  potenze 
di  un  binomio,  di  un  trinomio,  ec. , secondo  che  la  funzione  si  componesse  di 
due,  di  tre  o di  un  msggior  numero  di  variabili. 

Nell'  ipotesi  in  cui , fra  le  tre  variabili  x,  y,  t che  contiene  u,  non  vi  siano 
che  le  due  prime  indipendenti,  bisogna  considerare  * come  una  fonzione  di  x 
e di  y,  della  quale  faremo  conto  nella  differenziale. 


_ , dt  dt 

Per  conseguenza,  sostituendo  — - — dx — — i 
dx  dy 


formula  (55) 


poirii  scriverti  coti: 


/ du 
d{u)  = (_ 


/ du 


du  az\ 

lidi  )dx 

du  dz  \ , 
-r>dy)dr' 


t u,  contenendo  a implicitamente,  sari  riportato  ad  una  funzione  di  due  varia- 
bili. La  differenziale  seconda  di  u si  determinerìi  perciò  per  mezzo  della  formo- 
I*  purché  si  tratti  s,  come  una  fuhzione  di  x e d i>;  e |a  questione  ai 

, , d*u  d*u 

ridurrà  a ottenere  i valori  che  prenderanno  allora  — — , •—  , - — — , e alle 

v dx1  dy 1 dxdy 

sostituzioni  nella  formula  (5^).  A quest'effetto,  {'equazioni  (5a)  e (53)  nume- 
ro 8i  pagina  460,  daranno  subito  per  i coefficienti  differenziali  del  prim’or- 
dme  di  u,  rapporto  a x,  a y e alla  variabile  * considerata  come  funzione  di  due 
altre, 

d (u)  du  du  dt 

dx  dx  dt  dx 

d(u)  du  du  dt 

dy  dy  dt  ' dy 


differenziando  la  prima  di  quest*  equazioni  rapporto  ad  x solo,  col  metodo  del 
n.*  17,  avremo  questo  coefficiente  differenziale 


1*  parte  di 


dx* 


d*u 
dx * 


d*n  dt  tPu  dt* 

didi  di  H*  di*  ' ' " ( 9>  1 


differenziando  quindi  la  prima  dell'equazioni  (58)  rapporto  a * funzione  di  x, 
avremo  quest’allro  coefficiente  differenziale 


a * parte  di 


d*(n ) d*u  dt 

dx*  dxdt  dx 


du  d*t 
dt  ' dx * 


..(60); 
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a questo  risai  la  mento  non  aggiungeremo  il  termine  che  dovrebbe 

esservi  secondo  la  regola  del  ( n.°  17),  perchè  mettendo  questo  termine  sotto  la 
forma 


du  cPi 
di  dxdx 


du 

Tt 


•m 


dx 


dudi 

didx 


du 

di 


d costante 
dx 


vediamo  che  esso  sparisce,  per  la  ragione  che  una  costante  non  ha  differen- 
ziale. Aggiungendo  dunque  i risultamene  (69)  e (60)  avremo  per  il  coefficiente 
differenziale  rapporto  ad  x. 


(Piu)  d%u 

dx%  (fx% 


2 d*u  di 
dxdi  dx 


du  d*i  d*u  dix 

~di  ' ~dx*  5*»  ' dx*  ' ■ ' (6l,i 

operando  egualmente  per  y , troveremo 

/ 

d*(u)  d*u  kPu  di 

dy*  dy * ***  dydt  dy 

du  d*i  d1n  di * 

di  dy*  di*  dy*  K ' 


Non  li  tratta  più  che  di 


trovare 


d*(u ) 
dxdy 


. Ci  poniamo  giungere  in  due  diffe- 


renti modi  ; o differenziando  la  prima  delle  equazioni  (58),  rapporto  a y e a z 
trattata  come  funzione  di  y , o differenziando  la  leconda  dell'  equazioni  rap- 
imelo a * e a z trattala  come  funzione  di  x.  Operando  nella  prima  ipoteli,  otter- 
remo, differenziando  la  prima  dell’ equazioni  (58)  rapporto  a y 


i."  parte  di 


«*»(«) 

dxdy 


d*u 

dxdy 


d*u  di  du  d*i 

didy  dx  di  dxdy  ’ 


c differenziandola  rapporto  a *,  funzione  di 

..  d*lu ) d*u  di  d*u  di  di 

a.*  parte  di  . = 1-  - - — . — ; 

dxdy  dxdi  dy  di*  dy  dx 

aggiungendo  quelle  parti  troveremo 


d*[u)  d*u  d*u  di 

dxdy  dxdy  didy  ' dx 

d*u  di  d*u  di  di 

dxdl  dy  di*  dy  dx 


du  d*i 
di  dxdy 

(63). 


l’ar  ottenere  la  differenziale  di  n , nell'  ipoteii  in  cui  le  due  prime  variabili 
x,y,l  liano  lolamenle  indipendenti  , biiognerà  come  lo  preterire  1’  equazio- 
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q unzione  (5;),  moltiplicare  1’  equazione  (6i)  per  dx1,  1'  equazione  (6a)  per  il/* 
e I’ equazione  (63)  per  %dxdy,  e formare  U lomma  di  quelli  prodotti;  ma  fa- 
cendo questa  lomma,  avremo  cura  di  eieguirc  alcune  riduzioni,  osservando  ebe 

dt  dz 

— ; — dx~h  — — dyxzdz% 
dx  dy 


t che  quell’equazione  euendo  differenziata  , dà 


d*  i . d%z  d1z 

; dx*  + 2 - — - dxdy  -+-  dy*  : 


dx 1 


dxdy 


: (/**. 


i 


83.  Facciamo  ora  un’  osservazione  utile  iul  coefficiente  differenziale 


*r . 

dx  • 


«libiamo  veduto  (n.°  57)  che  un'  espressione  (li  questo  genere  indicava  che  U 
fuuzione  y era  itala  differenziata  rapporto  alla  variabile  x,  e divisa  quindi  per 


dx  ; segue  da  ciò  che  se  abbiamo  T equazione  ~ — = A,  e che  se  ne  deduca 

dx 


A 


dx 

non  poniamo,  lenza  dimoitraaioue,  concluderne  che 


poiché  , in  queita  nuova  equazione,  la  differenziazione  non  è più  fatta  rapporto 
ad  x,  ma  rapporto  od  y\  e non  lappiamo  se  io  queita  nuova  ipoteii  di  diffe- 
renziazione, il  riaultamento  è il  medoaimo. 

i’cr  levare  queita  difficoltii,  abbiamo  diiuoitrafo  (n.°  29)  che 


dv  dv  dx 

dx  dy  dx 


Se  in  queit’ equazione  ai  fa  osx,  eita  diventa 


dx  dy 

' ~ ’ dy  dx  ’ 

donde  ai  ricava 

dx  1 

dx 


il  che  fa  vedere  che  il  cangiamento  d’ipotfii  di  differenziazione  » accorda  con 
l'algebra. 

Ecco  in  qnal  maniera  si  potrebbe  dimoilrare  direttamente  che  nella  nuova 

• • dV  , 

accezione  che  dì  il  legno  della  differenziazione  all’  equazione  = A , siamo 
in  diritto  di  dedurne. 


t 
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Sia'' 

— A-+-BA+C/<M-D/<3-t-  ec.; 

x — x 

dunque 

x'  — x z 

y' — y A-A-B/i-t-C/^-t-D/s3-*-  ec. 
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effettuando  la  divisione  o sviluppando  questa  funzione  con  l’aiuto  del  teorema 
del  Maclaurin,  si  ottiene 


x>  — x 

f—x 


passando  al  limile,  si  ha 


dx 

dy 


B 

A 


A •+■  ec. 


A 


Il  che  prosa  che  considerando  x come  una  funzione  di  r ‘I  coefficiente  ditferen- 
alale  si  Irosa  dividendo  l'unità  per  il  coefficiente  differenziale  A,  che  si  otter- 
rebbe considerando  y come  mia  funzione  di  x. 

Il  calcolo  differenziale  è eminentemente  utile  in  tutti  i rami  delle  scienze  ma- 
tematiche, e tanto  per  darne  un  piccolo  saggio,  applichiamolo  alla  ricerca  degli 
asintoti  delle  curve. 

8^.  Dai  trattali  d’  applicazione  d’algebra  alla  geometria,  si  sa  che  gli  asin- 
toti sono  Unte  che  si  assicinano  continuamente  ad  una  curva  senza  giungersi 
mai.  Sia  dunque  yxxfx  l’equazione  di  qutsta  cursa  , perche  sia  in  grado  di 
avere  asintoti,  bisogna  cbe  dopo  asere  ordinato  lo  ssiluppo  ili  fx  secondo  le  po- 
tenze discendenti  di  x,  si  cada  sopra  esponenti  negatisi.  Allora  lo  ssiluppo  di 
j>,  nel  quale  gli  esponenti  or,  ® . 7,  ec.,  .soderanno  diminuendo  e Uniranno  per 
diventare  negativi,  sarà  di  questa  forma 

y = Ax  2 + Bx  ^ -t-  Cx  1 -+-Lx  5 •+■  — ■ -h  ec.  . . . (6^). 

x * Xt“ 

Ora  con  facilità  si  dimostra  che  se  gli  esponenti  or,  ,3, 7,  ec.»  restano  quan- 
tità fioile,  1’  equazione 


y=.  kx  * -t-Bx  ? -t-Cx’if 4-Lx‘  ....  (65), 


sarà  quella  di  un  asintoto  alla  corsa  costruito  per  mezzo  dell' equazione  (6$). 
A quest'  effei lo , siano  PM  e PN , ( Tav . CI  ,J!g  ■)  l’ordinate  corrispondenti 
ad  una  metlesima  ascissa  determinata  dall’ equazioni  ; 6 \ ) e (65),  la  differenza  di 
queste  ordinate,  positiva  o negativa  , secondo  quella  che  supererà  l’altra,  sarà 
espressa  da 


N 

— — -h  ec.  ; 

Xt“ 


quantità  che  diminuii à a misura  che  x aumenterà,  e che,  per  la  ragione  che 
pi  il  il  denominatore  di  una  frazione  si  accresce,  più  essa  diminuisce,  si  astici- 
nera  indefinitamente  a zero,  senza  mai  giungervi;  donde  segue  che  l’equazio- 
ne (65)  sarà  quella  di  un  asintoto  alla  curva  corrispoudcule  all'equazione  (fij). 

Dii.  di  Mal.  l'ut.  Ili  5<j 
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85.  Cerchiamo,  per  «tempio,  in  qual  cato  le  carré  del  tecond’  ordine  poetano 
avere  asintoti.  L’ equazion  generale  di  queste  curve  è r1  — mx+nx1 , risolven- 
dola si  trova 


yz^'hyj  mx-'rnx* 


(6C). 


Cominciamo  dal  prendere  il  segno  superiore  e sviluppiamo  quest’  equaxione 
secondo  le  potente  discendenti  di  x.  Per  ottenere  ciò  , divideremo  1’  equazione 
y*  =.  mx-y-nx*  per  x*,  il  che  la  ridurrò  a 


t 

— -t-  n; 

X 


y I 

estraendo  la  radice  quadrata  e facendo  e **  metteremo  «otto 

questa  forma 

u = — V n+mz\ 

paragonando  questo  radicale  a quello  dell'  equazione  (r8)  pagina  43o,  avremo 

mixxbx^  a%=s  n , ovvero  a = y/i; 

sotliluendo  questi  valori  nell’ equazione  (18),  otterremo 

mi  maxa  m3** 

"71  ^ r * 

2 n 8n  i Cn 


rimettendo  i valori  di  u e di  *,  e ricavando  quello  di  y,  si  trova 


r = x yj  n - 


2 V n 


8 xn  “ 


iGx2/! 


In  questo  sviluppo,  si  vede  che  x passa  al  denominatore  cominciando  dal  se- 
condo termine  , il  che  è un  indizio  che  la  curva  può  avere  asintoti.  Esaminia- 
mo dunque  in  qual  caso  essa  ne  ammette.  Perciò  , osserveremo  che  quando  n è 
negativa,  questo  sviluppo  contiene  quantità  immaginarie,  e per  conseguenza  di- 
venta impossibile;  ma  si  sa  che  quaudo  n è negativa,  la  curva  appartiene  ad 
un’ellisse;  dunque  l'ellisse  non  ha  asintoti;  segue  il  medesimo  quando  si  ha 
n =o ; mentre  in  questo  caso  il  primo  termine  dello  sviluppo  sparisce,  e tutti 
gli  altri  diventeranno  infiniti. 

Questo  caso  essendo  quello  delia  parabola,  concluderemo  ancora  che  la  para- 
bola non  ha  asintoti.  Finalmente , ci  rimane  da  considerare  il  caso  di  n positivo, 
che  è quello  dell’  iperbole  ; allora  lo  sviluppo  essendo  possibile.,  prenderemo  i 
termini  che  non  contengono  x al  denomiuatore,  ed  avremo 


'—XyJ  «- 


2-^  n 


(6;)- 


Quest'equazione  potrà  considerarsi  come  quelle  di  un  asintoto  all'  iperbole , 
alla  quale  si  riferisce  allora  l'equazione  wx-f-nxa.  Per  dare  a quest’equa- 

zione uua  forma  più  cuuveuicule  a questo  caso,  facciamo  /so  , troveremo 
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Br+u'  = o;  il  che  ilari  xr=o,  e x = — — per  le  ascisse  ilei  punii  le  C, 

n 

( 7ai>.  CI  ,f‘g-  a),  ore  la  curva  inconlra  Passe  delle  r la  retta  AH  è una  co- 
llante che  ('indica  con  aa  nell’equazione  dcH'iperbola  riportata  al  vertice  B. 

Facciamo  dunque  — = 2 a,  cioè  ns  = ana,  l’ equazione  j»*  = mx-ì-nx1  si  cangeri 

in  y%=n(2ax+xì)  ; e (otto  questa  forma  si  conosce  nella  costante  n quella 
che  per  analogia  con  l’equazione  dell’ ellisse,  abbiamo  convenuto  di  rappresen- 
ta 

tare  con  — . Ponendo  donqne  1’  equazioni 


— xsa  e ss  - , 


te  si  moltiplica  termine  a termine  la  prima  per  la  radice  quadrata  della  sccon- 
b 

n =s  — , si  troveri 


m 

V n 


= 2 b. 


Questo  valore  e quello  di  y n essendo  sostituiti  nell'equazione  (67)  la  cange- 
ranuo  in 

b 

y=*-  *-+-*; 

d 

e si  vede  che  quest’  equazione  sarà  quella  di  una  retta  OK , che  taglierà  I’  asse 
dell’/-  in  un  punto  C,  e che  per  fissarne  la  posizione,  basterà  di  condurre  pel 
centro  O dell' iperbole  e per  l’origine  A le  rette  OA=sa,  e AC  = 4. 

Riguardo  al  secondo  valore  del  radicale  dell’equazione  (66),  è evidente  che 
esso  determina  l'asintoto  OKr. 

Applichiamo  ora  i principi!  del  calcolo  differenziale  alle  funzioni,  ebe  per  un 

valore  della  variabile,  diventano  — . 

a 


86.  Quando  una  frazione  come  — — diventa  — sostituendoci  un  valore  di  x 

QX  O 

che  si  rappresenterà  con  a,  questo  è nn  indizio  che  i due  termini  di  questi 
frazione  hanno  x — a,  o,  in  generale  (x — o)“  per  fattore  comune;  te  si  potesse 
toglierlo,  si  avrebbe  il  vero  valore  della  frazione. 

Supponiamo  dunque  che  x — a sia  m volle  fattore  in  Fx,  e n volle  fattore  in 
vx  (salvo,  quando  il  caso  lo  esiga,  a supporre  che  m ed  n siano  eguali  all’unilà 
o a zero),  potremo  scrivere 

Fx=P(x— n)™  , fx  = Q(x— n)"; 

dunque 

Fx  P 

_ = £<*—)—  ■ • • • (68). 
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Per  meno  della  difTVvfhtiaxione  troveremo 

« 


d . Fx 
dx 


dP 

dx 


Osserviamo  che  questo  valore  di  — j—  si  compone  di  due  termini  , di  mi 

l'uno  contiene  una  potenza,di  x—a,  minore  di  un’ uniti  di  quella  rhe  entra 
nella  funzione.  Per  la  medesima  ragione,  prendendo  il  coefficiente  differenziale 

fi  • Fx  • 

di  1 , si  troverà  un  termine  affetto  da  (x—a)m,  un  altro  da  (x— o)m~' , e 

dx 

un  terzo  da  (x— o)m_*;  quest’ultimo  termine  sari  m(m — i)P(x — a)"*-*.  Conti- 
nuando così,  vedremo  che  ciascuna  nuova  differenziazione  riproduce  termini  af- 
fetti dalle  medesime  potenze  di  (x—a) , di  quelli  che  erano  contenuti  nella  fun- 
zione differenziata,  piti  un  termine  nel  quale  la  potenza  di  x—a  t diminuita 
«li  un’unità;  cosi,  prendendo  i coefficienti  differenziali  successivi,  il  termine  che 
sontiene  la  meuo  alta  potenza  di  x — a , sari 

alla  prima  differenziazione  . . . mP|x-»)"'' , 


alla  seconda m(m  — i)P(x — a)m-1 

alla  terza m(m — i)(/n — a)P(x — a )""* 


all'n’""“  ..." m(os — i) P(x — a)m~". 

Dimodoché  il  coefficiente  differenziale  dell’  ordine  r di  Fx  sari  di  questa  forma 

tf’Fx 

-jpr-  = X (X— o)"M~X'(x  - a)"1  -*  -t-X'*(x  -a)n  -*-+-X'  "(x- a) * -» 

— i)(m— »)  . . . P(x— a)m_r. 

Quello  che  si  dice  della  Fa-  potendo  applicarsi  a ^x,  troveremo  per  la  diffe- 
renziale dell'ordine  r della  frazione  proposta,  un  risullamenlo  di  questa  forma, 

d.r  Fx 

dx'  __  X[x-a'm-+-X'(x-a)m-'-h . . . -*-m(m- 1)  . . . P|x-«)"-r  lr  ^ 
j . r,  x Z(x— a)"  -t-Z'(x— d)  . . . -h~a  (a — i) . . . Q(x— a)"'r  ® 

di’ 

87.  Premesso  ciò,  consideriamo  tre  casi 

i”  m=n;  a”  m > a ; 3.”  m<«. 

Se  m = n,  e che  il  numero  r delle  differenziazioni  effettuate  sia  eguale  ad 
m,  i binomi  (x — a)m~r  e (x— a)”-r  si  riducono  ciascono  a (x— o)”,  cioè  all'uni- 
tà, riguardo  agli  altri  binomi  (x — a)’”,  (x—a)'"-1 , ec. , (x—a)",  (x— a)"-1,  ec., 
essi  souo  nulli  nell’ipotesi  di  x=a;  così  tulli  i termini,  fuori  l’ultimo  del  nu- 
meratore e l’ultimo  del  denominatore,  spariscono,  e l’equazione  (69)  discuta 

dm.Tx 

d-T''  m(m — i)(m — 2) P P Fx 

dm.-,x~~  n(n-i) (a- a) P Q ;*  ' 

dxm 
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Kel  secondo  caso,  dir  è quello  in  rui  abbiamo  m^>n , se  il  numero  r delle 
differenziazioni  elici l u. ile  è eguale  a»l  o,  il  binomio  (x  — o)*,~r  si  riduce  all'unità, 
perchè  il  suo  esponente  n — r c nullo.  Gli  esponenti  n-i  , n — a,  ec.,  m — i, 
m— a,  ec. , degli  altri  binomi  , essendo  maggiori  di  n — r sono  positivi;  per  con- 
seguenza , questi  binomi  si  riducono  ciascuno  a zero  quando  si  fa  x=sa;  tutti  i 
termini  spariscono  perciò  in  quest' ipotesi,  fuori  di  quello  in  cui  entra  (x—a)"-,r , 
e 1'  equazione  (69)  si  riduce  a 


d”.  Fx 
dxn 


dn,x  «(«—») Q;x-o)"-r  /i(/i— 1)  . . . . Q 

dx»~ 


Questo  valore  è perciò  un  indizio  che  si  ha  m>/i,  caso  in  cui  I' equazio- 
ne (68)  si  riduce  a zero.  Finalmente  se  si  ha  il  numero  r delle  differen- 

ziazioni eseguite,  essendo  preso  eguale  ad  m,  tutti  i termini  spariscono  , fuori 
del  termine  m(m — 1)  . . . P(x — a)0,  e rimane 


dm.  Fx 

dxm  m(m  — 1) P 

dm  .x  0 

dxm 


questo  valore  annunzia  dunque  che  n supera  m,  caso  in  cui  il  secondo  raentbro 
dellT  equazione  (68)  è infinito. 

88.  Da  ciò  che  precede,  risulta  questa  regola;  Quando  vogliamo  determinare  il 
Fx  o 

vero  valore  di  una  frazione  — — , che  diventa  — per  un  valore  dato  alla  va- 


riabile , si  differenzierà  separatamente  i due  termini  di  questa  frazione , e 

quindi  si  esaminerà  se  i risai!  amenti — e si  riducono  ancora  a 

dx  dx 


zero,  per  il  valore  ipotetico  della  variabile  , se  ciò  segue , si  prenderanno  i 

coefficienti  differenziali  dell' espressioni  - , e - * ” X e si  vedrà  se,  nella 

dx  dx 


medesima  ipotesi  della  variabile  questi  coefficienti  differenziali  si  riducono 
ciascuno  a zero , continuando  così  questa  verificazione , se  si  trova,  dopo  un 
dato  numero  di  differenziazioni , che  i due  termini  della  frazione  non 
si  annullano  col  valore  dato  alla  variabile  , quest'  ultima  frazione  sarà  il 


vero  valore  di 


: ma  se  il  numeratore  solamente  diventa  zero  ptl  valore 

<px 


di  x,  V espressione 


Fx 

V* 


sarà  nulla  ; finalmente  se  il  denominatore  solo  si  an- 


nulla pel  valore  di 


Fx 

x , / espressione  ■ — 


89.  Prendiamo  per  esempio  la  fraxione 


sarà  infinita. 


Fx  _ xi—bi 

ir  - 4(x-i; ; 


Digitized  by  Google 


470 


DIF 


questa  frazione  diventando  ■—  quando  x — b , se  vogliamo  averne  il  vero  valore 


3** 

differenzieremo  > suoi  due  termini,  ed  otterremo  — - — ; c siccome  i due  termiui 

4 

di  qnesta  frazione  non  diventano  nulli  nell' ipotesi  di  * ==  6,  il  vero  valore  della 

. . , 3 A* 

frazione  proposta,  quando  xsò,  i perciò  — . . 

4 

90.  Prendiamo  ancora  per  esempio  la  frazione 

x* — 3x4- a 
x* — 6xi-t-8x  — 3 ’ 


questa  frazione  riducesi  a — quaudo  x=  r,  differenzieremo  i suoi  due  termi- 
ni per  ottenerne  il  vero  valore,  e troveremo 

3x* — 3 

4**—  12x4-8  ’ 

i due  termini  di  questa  frazione  essendo  ancora  nulli  nell'ipotesi  di  x=i  , dif- 
ferenzieremo ancora  , ed  otterremo 

6x  • 

1 axl—  1 2 

Il  denominatore  solo  si  riduce  a zero  quando  si  fa  x=i  ; dunque  la  frazio- 
ne proposta,  nell'ipotesi  di  x=i,  è infinita. 

91.  Se  si  applicasse  la  medesima  regola  alla  frazione 

tT—b* 


cliefdivenla  zero,  nell' ipotesi  di  x = o,  si  troverebbe,  differenziando  i due  ter- 
mini di  questa  frazione, 

ar  log  a— br  log  b 


espressione  il  di  cui  denominatore  non  diventa  nullo  quando  x = o,  e che  per 
conseguenza,  dà  Ioga — log b pel  valore  che  prende  la  frazione  proposta  quan- 
do x =0. 

fi  abbastanza  evidente  ebe  il  fattore  comune  ai  due  termini  della  frazione 
projHisla  è x — o,  cioè  x;  ma  come  riconoscere  questo  (attore  in  crr — b*  ? per 
giungerti  osserveremo  che,  pel  (n.°  4*)> 

x AJx* 

a*  = 1 4-  A — • 4-  4-  ec. , 


B»x» 
1 . a 


•4-  ec.  ; 
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dunque,  prendendo  U differenza  , 

(A1— B1) 

a*— A'=(à— B)x  -f-  x*  -+•  ec. , 

I . 3 

espressione  per  mezzo  della  quale  ti  vede  che  x è faltore  comune  di  a*— A*\ 

92.  Non  bisogna  però  credere  che  la  regola  che  abbiamo  stabilita  serva  per  tutti 
i casi  ; la  dimostrazione  precedente  è fondata  sopra  gli  esponenti  m ed  n con- 
siderali come  numeri  interi;  ma  se  essi  fossero  frazionari,  non  si  potrebbe 
ottenere,  con  successive  differenziazioni,  un  termine,  in  cui  x — a si  trovasse 
elevalo  alla  potenza  zero  ; per  t onseguenza  , non  ti  potrebbe  , col  processo  che 
abbiamo  adoprato,  spogliare  la  frazione  dal  fattore  comune. 

Si  abbia  dunque  per  maggior  regolarità,  l'espressione 

Fx  P (x— a)  2 -t-Q  (x— a)  -t-R  (x—  a)^  cc 

P (a — a)  -t-Q'(x— a)1'  -t-R'(x-o)^  •+•  ec 

nella  quale  a,  j?,  ■/,  ec. , sono  positivi  e crescenti,  come  pure  a',  fi',  y',  ec.  ec. 

Quest’ espressione  ridurendosi  a — quando  x = a,  potremo,  in  luogo  di  cangiare 

x in  a , cangiare  x in  a-t-A,  riserbandoci  a fare  A = o,  dopo  aver  ridotto;  al- 
lora l'ipotesi  sarà  la  medesima  che  se  ti  fosse  fallo  subito  x=ao,  ed  avremo 


Fx 

VX 


P/r  y -t-QA  ^-t-R  A?  -+-  ec. 

1 ....  (70). 

P'A*'  -t-Q'/Z'  -t-RVi  ' ec. 


Considerando  a cd  a’ , che  sono  i più  piccoli  esponenti  in  ciascuna  di  queste 
serie,  possono  succedere  tre  casi  : 


a>s 


3°  *<. 


Nel  primo  caso,  dividendo  per  A‘  i due  termini  della  frazione  (70),  ti  ha 
Fx  PA*  — *,+QA'3  — ^'-t-R  & ee 

— “ (71)» 

P'-f-  Q'A  1 V K'A  -t-  ec 

per  ipotesi  a supera  a',  per  conseguenza  il  numero  a — a'  sarà  positivo;  a più 
forte  ragione  3 — J , 7 — a ' , ec.  lo  tono  ancora,  poiché  a , jS  , 7 , cc.  vanno 
alimentando;  — a',  fi'  — J , ec.,  saranno  ancora  quantità  positive,  per  la  ra- 
gione che  l’ espressioni  a',  f}r , y'  ec. , andando  crescendo,  a'  è minore  (li  fS  , 
■li  7',  ec.  Premesso  ciò,  se  facciamo  A — o , tutti  i termini  del  secondo  membro 
dcH'equazione  (7  r)  si  distruggono,  eccettuato  P' ; dunque  quest'equazione  ti 
riduce  allora  a 


Fx 

3* 


o. 


Nel  secondo  caso,  in  cni 


x =stl',  il  termine  P/r  *"”x  si  riduce  a PA’ssP; 
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Fx 

dunque  dall'ispezione  dell’equazione  (71),  ti  vede  che  quando  x=za,  — . ti 
P 

riduce  x pj. 

Finalmente,  nel  terzo  caro,  in  cui  abbiamo  «<<*',  dividendo  per  A*  li  teri- 
leni coti  l’equazione  (70)! 


Fx  P-t-QA  3~aH-RA 


P'A 


a — a 


+Q'A y ~ ‘‘-hK'/i + ec< 


(7*)» 


e ti  tede  che  l’ipotesi  di  h — o riduce  quest'equazione  a 

Fx  P 

; X o 

,j3.  Prendiamo  per  eiempio  la  frazione 

(x1— 3ax-+-ao3)? 

(x3— as)i 

la  quale,  quando  x = o,  si  ridure  a — . Se  in  questa  frazione  si  mette  a-+-A  ia 

luogo  di  x essa  ditenU 

(A1— oA)t 


(A— a)  f A 3 


(3aaA-+-3aA*-t-A3) I ( 3a*-t-3aA-*-A*  ) s Al 
(A— o)*  A S — i (A -a) 3 A? 


(3«a'C-3a/i'i-Al  ) s (3ua-t-3aA-t-/<a)l 

faceudo  A=zo,  si  ottiene 

Fx  o 


(3u*)  i 


Fx 


qi.  Se  un  valore  di  x rendesse  iuGnili  i due  termini  della  frazione , ai 

>•* 

diùderebbero  questi  due  termini  per  FxX;*-  e ai  asrebbe 

■ 

Fx 


Fx 

c>5.  Finalmente,  se  si  aresse  un  prodotto  MN,  nel  quale  l’ipotesi  di  re o ren- 
desse uno  dei  fattori  nullo  e l'altro  infinito;  sia  AI  il  fattore  che  diteula  nullo 
pel  ratore  di  x che  rende  N infinito;  questo  prodotto  ti  scriverebbe  cosi 

MN=«; 


, M o 

e siccome  allora  — sarebbe  o * l’ espressione  — si  ridurrebbe  a — 

IO 
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q6.  Parleremo  ora  del  cambiamento  della  variabile  indipendente. 

Allorquando  una  formula  che  contiene  coefficienti  differenziali  è data,  non  pos- 
tiamo eliminarli  che  con  l'aiuto  dell’equazione  della  curva  alla  quale  vogliamo 
applicare  questa  formula  ; ed  è cosi  che,  quando  ai  ha  la  formula 


dx * 


t che  ai  domanda  ciò  che  casa  diventa  quando  la  curva  è una  parabola , si  rica- 
verà dall’equazione  y=px*  della  parabola,  i valori  di  e di  , che  so- 
stituiremo in  questa  formula,  e allora  i coefficienti  differenziali  spariranno.  Se 

dx 


e 


dx1 


si  considerano  come  incognite,  sono  in  generala  necessarie  due  equazio- 


ni per  eliminarli  da  una  formula,  e queste  due  equazioni  le  avremo  differen- 
ziando due  volle  di  seguito  1’  equazione  della  curva. 

97.  Quando  per  mezzo  di  operazioni  algebriche,  le  dx  hanno  cessato  di  essere 
sotto  le  dy , come  nella  seguente  formula. 


y(dx*+dy') 
dx^ydy* — yd*y 


• • 03), 


la  sostituzione  si  opera  considerando  dx , dy  e d*y  come  incognite;  e poiché 
per  eliminare  bisogna  in  generale  un  sinsil  numero  di  equazioni  , non  pare  in 
principio  che  l'eliminazione  possa  effettuarsi,  perchè  la  differenziazione  dell’e- 
quazione della  curva  non  può  procurarci  che  due  equazioni  fra  dx  , dy  e d*y  ; 
ma  bisogna  osservare  che  quando  per  mezzo  di  queste  due  equazioni  avremo 
eliminato  dy  e d*y , si  troverà  nella  formula  un  fattore  comune  dx*  il  quale 
sparirà. 

Per  esempio,  se  la  curva  è sempre  una  parabola  rappresentatala  yxxpx*,  dif- 
ferenziando due  volle  di  seguito  quest'  equazione,  otterremo 


dy=>apxdx,  d*y  = 2pdx*  ; 

questi  valori  essendo  sostituiti  nella  formula  (73),  otterremo,  dopo  aver  soppresso 
il,  fattore  comune  dx* , 

1+4 p***—»py 


98.  La  ragione  per  la  quale  dx * diventa  fattore  comune  è.  facile  a coropren- 

yr 

dersi  ; poiché  quando  io  una  formula  che  primieramente  conteneva  -j— y 0 ~ — 

d*r  • • • • 

si  è fatto  sparire  il  denominatore  di  , tutti  i termini  faori  di  quelli  in 


Dii.  di  Mal.  Voi.  111. 


Co 
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</V 

~<h? 


e in 


dr 

dx 


hanno  dotato  acquiitare  il  fattore 


comune  dx»;  allora  i ter- 


d%Y 

mini  che  erano  affetti  da  — - non  contengono 
QX* 


mini  che  erano  affetti  da  contengono  dx  al  primo  grado,  poiché  il  prodotto 


di 


±_ 

dx 


per  dx * ai  riduce  a dydx.  Allorché  in  arguito  ai  differenzia  1'  equazione 


dglla  curia,  e che  ai  ottengono  risnllatnenti  della  forma  dy  = Mdx , d*/  = Ndx», 
quelli  calori  essendo  sostituiti  nei  termini  in  d*y  e in  dydx,  gli  cangeraono , 
come  gli  altri  termini,  in  prodotti  di  dx*,. 

99.  Quello  che  ai  dice  di  una  formula  che  contiene  le  differenziali  dei  doe 
primi  ordini  potendo  applicarsi  a quelle , nelle  quali  queste  differenziali  si  ele- 
vano ad  ordini  superiori,  segue  da  ciò  che  differenziando  tante  volte  quante  sarò 
necessario  l'equazione  della  curva  , potremo  sempre  mandar  eia  dalla  formula 
proposta  le  differenziali  che  ci  sono  contenute. 

100.  Nou  seguirebbe  il  medesimo  se,  oltre  le  differenziali  che  abbiamo  con- 
siderato, la  formula  contenesse  termini  in  d*x,  in  <Px,  eo.  ; poiché  supponiamo 
che  entrassero  in  questa  formula  le  seguenti  differenziali  dx , dy,  d*x , d'y , e 
che  differenziando  due  colte  di  seguilo  l'equazione  rappresentata  da  ys=fx,  se 
ne  deducessero  queste  eqnazioni  : 

F (*>*  dx)  — 0,  F {x,y,  dx , dy , d*x,  cPy)  = o, 

non  si  potrebbero,  con  queste  due  equazioni , eliminare  che  due  delle  tre  diffe- 
renziali dy , d*x,  cPy,  e si  vede  che  sarebbe  impossibile  di  fare  sparire  tutte 
le  differenziali  dalla  formula  ; ci  è perciò  in  questo  caso , una  condizione  tacita 
espressa  dalla  differenziale  d*x\  questa  é che  la  variabile  x é essa  medesima 
considerata  come  una  funzione  di  una  terza  variabile,  che  non  comparisce  nella 
formula,  e ohe  si  chiama  la  variatile  indipendente.  Ciò  diventerò  manifesto,  se 
facciamo  attenzione  che  l'equazione  yxxfx  potrebbe  derivare  dal  sistema  di  due 
equazioni 

x=F<,  y — ',t, 

fra  le  quali  ai  sarebbe  eliminato  l\  ed  é mediante  ciò  che  l'eqnazione 
^ _ o(x-cì» 


equivale  al  sistema  delle  due  equazioni 

x = òr-t-c , yssat*. 


e si  concepisce  che  x ed  y debbono  variare  in  virtù  dell' accrescimento  che  f 
può  ricevere.  Ma  quest'  ipotesi,  che  x ed  y variano  per  l’accrescimento  dato  a 
r,  suppone  che  vi  siano  delle  relazioni  fra  x e t,  e fra  y et;  una  di  queste 
relazioni  è arbitraria  , poiché  l’equazione  , che  iu  generale  rappreseutiamo  per 


o(x— e)» 

) —fx  , essendo  per  esempio,  / = • ■ — 


se  si  stabilisce  fra  x e t la  rela- 


,3  (x  — f)» 

none  arbitraria  x=  — , questo  valore  essendo  messo  nell' equazione/  =u  - -, 
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c3)  |S 

la  cangerà  in  y = — — , equazione , che  adendo  combinata  con  x=  — , de- 


ve riprodurre  per  meno  dell’  eliminazione, 


a (x  e)1 

r- 


•ola  oonditione  alla 


quale  dobbiamo  avere  riguardo  nella  scelta  della  variabile  t. 

tot.  Poniamo  dunque  determinare  arbitrariamente  la  variabile  indipendente  t. 
Per  esempio  si  prenderli  la  corda,  l'arco,  l'ascissa  o l’ordinala  per  variabile  indipen- 


dente; se  t rappresenta  l’arco  della  curva, bisogna  che  si  abbia  dt sa \dxx-ydy’1-, 
se  t rappresenta  la  corda  , e che  l'origine  sia  al  vertice  della  curra  , avremo 

t xxyj  x*-+-y* ; finalmente  t potrebbe  essere  l'ascissa  o l’ordinata  , e si  avrebbe 
allora  rs=x,  o t~y. 

ina.  La  scelta  di  una  di  queste  ipotesi  o di  qualunque  altra  diventa  indispen- 
sabile, perchè  la  formula  che  contiene  differeniiali  possa  esserne  liberata;  se 
sempre  non  adopriamo  questo  sistema,  ciò  dipende  perchè  tacitamente  supponia 
mo  che  là  variabile  indipendente  aia  stata  determinata.  Per  esempio,  nel  caso  il 
piò  ordinario  in  cui  una  formula  non  contenga  che  le  differenziali  dx,  dy , d\r, 
d'y,  ee. , l'ipotesi  è che  la  variabile  indipendente  ( sia  stata  preaa  per  Pascimi, 
poiché  allora  ne  resulta 


dx  d'x  d*x 

f_x,  — -I,  ^=0,06.} 

e si  vede  che  la  formula  noa  deve  contenere  differenziali  seconde , terze  , ec.  , 
di  x. 

to3.  Per  stabilire  la  formula  in  tutta  la  sua  generalità  , bisogna  , da  quello 

che  precede , che  x ed  y siano  funzioni  di  una  tersa  variabile  indipendente  r ; 

e che  si  abbia  n.°  39. 

dy  dy  dx 

dt  dx  dt  ’ 

si  ricava  da  quest’  equazione 


dy 

dy  dt 

~d*  ~ rfj 

dt 


• • • • <74)  1 


prendendo  la  differenziale  seconda  di  y,  e operando  sul  secondo  membro  come 
si  fa  per  le  frazioni , n.®  19,  ai  troverà 


~Tx 


dx  d*y  dy  d*x 

dt  dt  dt  dt 


dx » 


la  quest’espressione,  dt  ha  due  usi:  uno  è d’indicare  qual  è la  variabile  in- 
dipendente t , e l'altro  d'enlrarvi  come  segno  d’algebra.  Possiamo  non  considerare 
dt  che  sotto  il  secondo  rapporto  , se  non  perdiamo  di  vista  che  / è la  raria- 
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bile  indipendente  ; allora  sopprimendo  dt1  come  {attore  cornane,  1’  espressione 
precedente  ti  renderà  più  semplice  scrivendo 
d*y  dxd*y  — dytPx 

dx  dx*  ' 

e dividendo  per  dx,  essa  diventerà 

d*y  dxd*y  — dyd*x 

d?  di' 

104.  Operando  egualmente  sopra  l'equazione  (74)  > vediamo  che  prendendo  / 
per  variabile  indipendente,  il  secondo  membro  dell’  equazione  diventa  identico 
al  primo;  per  conseguenza,  quando  si  prende  t per  variabile  indipendente,  non 
dobbiamo  fare  che  un  solo  cangiamento  nella  formula  che  contiene  i coefficienti 

differenziali  e — I , ed  è di  aostituire  questo  secondo  coefficiente  ditte* 

dx  da » 

renziale  in 

dxd*y—dydxx 

dx3 

Per  applicare  queste  considerazioni  al  raggio  di  curvatura  che,  ( Fedi  Cuarl- 
Tuaa  a aggio  ) , è dato  dall'equazione 


r -t- 


dx*) 


dx » 

se  vogliamo  avere  il  valore  di  •/ , nel  caso  in  coi  t sarebbe  la  variabile  indipen- 
dente, si  cangerà  quest'equazione  in 


dx1) 


dxd*y  — dyd'x 
dx * 


\) 


osservando  che  il  numeratore  equivale  a ^ » *>  avrà 


dx* 


(dx*-\-dy*)i 


(75)- 


' dxd*y  — dyd*x 

io5.  Questo  valore  di  •/  suppone  perciò  che  x e y siano  funzioni  di  una  terza 
variabile  indipendente;  ma  se  x doveva  essere  questa  variabile,  vale  a dire  se 
si  aveva  t — x,  si  avrebbe  d1x=o , e questa  formula  ricaderebbe  nel  caso  ordi- 
rlo ritornando 


(dx*-hdy*p 
’ dxd*y 


(■-è')s 


d*y 

f/.T* 
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Vo6.  Ma  se,  iti  luogo  di  prendere  x per  la  variabile  indipendènte  , si  volasse 
ohe  l’ ordinala  foue  quella  variabile  indipendente,  questa  condisione  sarebbe 
espressa  dall’ equazione  y ~ (i  e differenziando  due  volle  di  seguilo  quest’ equa- 
rione,  si  avrebbe 


La  prima  di  quest'  equazioni  dice  solamente  che  y è 1 a variabile  indipen- 
dente, il  che  non  cangerà  niente  nella  formula;  ma  la  seconda  mostra  che  d'y 
dev’estere  nullo,  e allora  l’equazione  (75)  si  riduce  a 

_ th*-ydy*)l 
7 — dyd'x~  ' 


107.  Conviene  osservare  che  quando  a:  è la  variabile  indipendente,  e che  si  ha 
per  conseguenza  d^x—o , quest'equazione  dice  che  dx  è costante,  donde  segue 
che  in  generale  la  variabile  che  si  considera  come  indipendente,  ha  sempre  una 
differenziale  costante. 

108.  Finalmente  se  prendiamo  l’arco  per  variabile  indipendente,  si  avrà 


dt  as  ^ d x^-t-dy'  ; 

elevando  al  quadrato  e dividendo  per  dt',  quest’equazione  ci  darà 

dx * dy* 


dt ' 


dt* 


differenziando  quest'equazione,  considereremo,  n.°  107,  dt  come  costante,  poiché 
t è la  variabile  indipendeote ; e operando  con  la  regola  degli  esponenti,  tro- 
veremo 

%dxd?x  ìdyd'y 


di'  dt ' 

donde  si  deduce 

dxd'x  = — dycPy  ; 

per  conseguenza,  se  ti  sostituisce  il  valore  di  d'x  o quello  di  d'y  nell’  equa- 
aione  (75),  avremo  nel  primo  caso 

(<j**-*“‘y%$  dx_  yjdx'+dy* 

(dx'  -t-  dy')  d'y  d'y  ’ 

e nel  secondo  caso, 

(dx*  •+■  dy')i  J yj dx'  -t-  dy'  ^ 

7 ( dx ' -H  dy')d'x  * cfix  * 

log.  In  quello  che  precede  , non  abbiamo  considerato  che  i due  coefficienti 
• . rfy  d^y 

differenziali  — — , ; ma  se  la  formula  dovesse  contenere  coefficienti  diffe- 

dx  dx1 

renziali  d'ordini  più  elevati,  bisognerebbe  con  mezzi  analoghi  a quelli  che  ab- 

tPr  j«r 

biaroo  impiegato,  determinare  i valori  di  di  , ec.  i quali  si  riferirei»- 

dx* 

bero  al  caso  in  cui  x cd  y sono  funzioni  di  nna  terza  variabile  indi  pendente. 
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■ io.  Esaminiamo  il  rato  in  cui  la  formula  del  Taylor  è difetto**.  In  generale 
quando  in  una  funzione  di  x si  pone  x-v-A  invece  di  x,  la  forma  della  funzione 
rimane  la  medesima,  poiché  x-t -A  entra  per  tutto  dove  esisteva  x;  cosi  quando 
fx  contiene  un  radicale, y(x-t-A)  deve  ancora  contenerlo:  per  esempio,  se  si  ha 

fx  = b±%  -h  ~^=, 

v* 

il  medesimo  radicale  si  troterii  nell'  espressione 


/(x+A)  » i (X-+-A)*h ■■■». 

V <*-+-*) 

fion  seguirebbe  sempre  il  medesimo  però,  se  si  assegnasse  il  valore  dell'ascissa 
x per  ano  dei  punti  della  curva.  Per  esempio,  nel  caso  in  cui  fx  contenesse  un 

termine  come  yx  — “,  ,e  diamo  ad  x il  valore  a,  si  vede  che  il  radicale  cubi- 

a _ s — — 

co  \ x — a sparisce  in  fx,  nel  mentre  che  il  radicale  cubico  y x-+-A— a , che 

dovrebbe  entrare  in/Jx-t-A) , lungi  dallo  scomparire,  si  riduce  allora  a y A . In 
una  simile  circostanza , f(x-h/i)  non  può  svilupparsi  secondo  le  potenze  di  A,  il 
che  si  manifesta  per  mezzo  dei  valori  infiniti  che  prendono  i coefficenti  diffe- 
renziali; ed  è in  questa  guisa  che  l'equazione  jr=yj  x — à ci  da 


*J_  _ 1 

dx  3 


(x— a) 


-I 


t 


3 y (x— a)*  ' 


dalla  quale  si  vede  che  x — a rende  questo  coefficiente  differenziate  infinito. 

in.  Perchè  si  cada  in  questa  guisa  Sopra  quanliU  infinite,  basta  che  la  f(a-\-h) 
essendo  ordinata  rapporto  alle  potenze  di  A,  contenga  fra  queste  potenze  un 


esponente  frazionario  compreso  fra  i numeri  interi  n e n-t-i  ; infatti,  in 


quest'ipotesi  avremo 

_ r 
n + — 

f (a-t-A)  SE  A-t-BA-+-CA*-t-DA‘ M A"-t-NA  * 

PA*t,,-t-QA"+*-+-RA"+*H-  ec (76). 


sviluppo  nel  quale  un  termine  che  mancasse  sarebbe  considerato  avere  zero 
per  coefficiente.  Premesso  ciò,  considerando  a come  variabile  troveremo,  numeri 

58  e 59. 


ifffa+fi)  df(a-t-h) 

ah  da  ’ 

<fy(a-t-h)  d*f ( ) 

rfA*  da1 


(7))- 


Differenziamo  successivamente 


rapporto  ad  A,  l'equazione  (76),  e 


rappresen- 
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li.mo  per  abbreviare,  con  M\  N',  P Q'  R'  ec.,  con  M",  N",  P",  Q",  R",  ec., 
ciò  che  diventano  i coefficienti  M , N,  P,  Q,  R,  ec. , avremo 

■ 

- — ho—  I 

dÙL±!L  _B_j.aC/j+sDAa  . . . , * 

d/i 

-+-P /A+-Q' An+*-hR'/iw  ta-+-  ec. , 


— -+-n — a 

^ = -aC-+-a . 3 DA -+-M"A"-*-+-Jì'Vj  * 

dhr 

-+-P"A— '-+-Q'<A"-t-R"A?«-+.  ec. 

ec.  ec.  ec.  ec. 


Sostituendo  ai  primi  membri  di  quest’equazioni , i valori  ricavali  dall'  equa- 
zioni (77),  otterremo 


— +a  — a 

^ = B -haCA-f-3 DA*  . . . -f-  M'A*-'-t-N'A 

da 

ec (78), 


d*f[a-¥h) 


da% 


saC-f-a.  3 DA .4- 


hn—  a 

« * 


-t-  P"A"-,-t-Q"A,,-+-R"A»*'  ec. 
ec.  ec.  ec. 


(79) 


facendo  A = o,  nell' equazioni  (76),  (78)  e (79),  avremo  per  determinare  i coeffi- 
cienti A,  B,  C,  ec.  dell’  equazione  (76) , 

/a  = A,  ^ =>B,^m>C,  ec. 


Premesso  ciò,  dall'  ispezione  dell'  equazioni  (78)  e (79) , ai  vede  ebe  a ciascuna  dif- 
ferenziazione diminuendo  n di  un'unità,  allorquando  saremo  giunti  aU’n"m“,  gli 

1 

esponenti  dei  termini  in  A”,  in  A'I+~,in  A"+’,  io  A*** , avranno  per  valori  n — n, 


t 

n—n-b  — , n— n-f-  1 , n— n-t-a , ec. 

Dimodoché  rappresentando  i eoe  dicco  ti  corrispondenti  con  AI,,  con  N, , ec. 
otterremo 


t 


d*f(a+h) 

da” 


M.-+-N/*  -t-P/i-t-Q/i^-V-R/j'-t-  ec.  . . (80), 


e alla  seguente  differenziazione,  troveremo 


<rf/(a-+-A) 

~~da"+' 


h 


1 

z 


t 


•+-P1/*n-+-Q,/'  t-R,/‘1-t-  e=-  ■ • (8a); 
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e siccome  — è minore  dell'unità , 1'  esponente  i del  primo  termine  di  que- 

sto sviluppo  potrà  scriversi  cosi:  — ^ i — — ^ i Allora,  facendo  pausare  A al  de- 
nominatore nel  primo  termine  del  secondo  membro,  1’  equazione  (81)  diventerà 
d("tl  >/(«-+-*) 


da"ti 


I 

A ‘ _ 7 


•4-  ec. 


(8a). 


Ora,  se  facciamo  A = o,  nell'equazione  (8o),  si  vede  «he  tutti  i termini  in  A 

spariscono  ancora,  il  che  permette  di  determinare  My,  donde  dipende  il  coeffi- 
cienty  M del  termine  MA"  deli'  equazione  (jG).  Non  segue  il  medesimo  se  si  fa 

A=o  nell' equazione  8a;  poiché  allora  il  primo  riducendosi  a — ^ rende  i)  va- 

o 


ture  di 


infinito. 


da" +* 

Seguirebbe  il  medesimo  se  si  prendessero  i coefficienti  differenziali  degli  or- 
dini seguenti,  perchè  tutte  le  differenziali  successive  di  un  termine  della  forma 

•jy 

j~  contengono  A al  denominatore. 


Risulta  da  questo  teorema,  che  allorquando  ti  fa  x = a,  nello  sviluppo  di 
f(z-t-h),  xe  esiste  una  polenta  frazionaria  di  b in  questo  sviluppo  e che  essa 
sia  compresa  fra  i termini  affetti  da  h"  e hn+I , non  potremo  determinare  i 
termini  della  serie  del  Taylor,  che  fino  aiT  ordine  n inclusivamente  : tutti 
gli  altri  termini  diventeranno  infoiti. 

ita.  Una  funzione  di  x rappresentata  da  fx  essendo  data,  se  vogliamo  deter- 
minare lo  sviluppo  di  f(x-i-h),  nell’ipotesi  di  x = a,  bisognerà,  come  sappiamo, 
calcolare  i termini  della  serie 


/*  + 


dr  h -a-  *X 
dx  dx* 


A» 

1.3 


ma  te  facendo  questo  calcolo  si  trova  che  uno  dei  coefficienti  differenziali  di- 
ssenti infinito  nell’ipotesi  di  x=t a,  non  cercheremo  più  lo  sviluppo  diy(x-t-A) 
per  mezzo  della  serie  del  Taylor;  ma  invece  ecco  il  processo  che  adopreremo. 
Si  metterà  x-T- h invece  di  x in  fi  ; allora  il  termine  che  contiene  x — a al 
denominatore  conterrà  x — a-t-h , e non  diventerà  più  infinito  quando  ci  fare- 
mo x = a,  ma  darà  luogo  ad  un  termine  affetto  da  una  potenza  fraziona- 
ria di  h. 

il 3.  Sia  per  esempio 

fx  = 2ax— a*  ; 
differenziando,  si  trova 


dy  ax 

77  = ~- 


V*'— 
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d*Y  . d*Y 

sostituendo  quoti  valori  e quelli  di  -j- - , di  — j , ec. , nelle  formule  del  Tay- 
lor ( equazione  38  pagina  ^3),  si  ottiene. 


f (x-t-/i)  sa  2 ax — xM-  a 


[ a (a-  x) 


— -nX—  1 h -t- 
\ a:1 — a*  -* 


ec. 


Ora,  quando  x=sa  il  termine  moltiplicato  da  A diventa  infinito  ; dunque  que- 
sto sviluppo  non  è più  possibile. 

In  questo  caso,  per  la  precedente  regola,  si  metterli  x-t-A  in  luogo  di  x nel- 
1'  equazione 


e si  troverà 


Jx  e=  aox — x’-t-o  x3 — a‘  , 


/(x+A)=  aax-t-aaA — x1 — a x/i — AM-a  -A1— a1  , 

equazione  che  nell'ipotesi  di  x=a,  diventa 


/(a-+-A)  = a»-/i*+aV aaA-t- A*  , 

ovvero 


/(<z-l-A)=;  a* — /l’o  fi y A^aa-t-A  ; 

sviluppando  per  mezzo  della  formula  del  binomio,  e rappresentando,  per  abbre- 
viare, con  A,  B,  C,  ec.,  i coefficienti  che  dA  questa  formula,  si  ha 


■yj ìa  -4-  A ss  (aa-t-A) 3 =s  A-t-BA-l-C A’-t-DA’-t-  ec.  ; 
sostituendo,  si  trova 

/(a-+-A)  = a* — AJ-+-o.Ay  A-t-aBAy  A -4-aCA*^  A -t-  ec. 

Da  quest'  esempio,  si  vede,  ohe  mettendo  x-t-A  nella  funzione,  e facendo  x = o, 
possiamo  introdurre  una  o più  potente  frazionarie  di  A;  si  sviluppa  quindi  se- 
paratamente i termini  che  sono  capaci  di  esserlo,  o con  la  formula  del  binomio, 
O con  altro  mezzo;  e si  sostituisce  questi  termini  nel  valore  di  /(x- +-A),  il  che 
ne  dì  lo  sviluppo. 

* * 4-  Allorquando  x rimane  indeterminato,  il  Lagrange  ha  dimostralo  che 
questo  sviluppo  di  /"(x-t-A)  non  poteva  contenere  termini  affieni  da  una  potenza 
frazionaria  di  A.  Intatti,  supponiamo  che  si  avesse 

/(x-t-A)  = fx+ph+qh%  ....-+-  Ky  A ; 


siccome,  dalla  teoria  dell'equazioni  si  sa  che  Ky  A è capace  di  tre  valori,  M, 
N , P,  avremo  questi  tre  sviluppi  di  J{x-\-h ) 


/(x-t-A)  =/  x-+-/iA-*-yAl-+- 

/(x+A)  = /r-t-pA-t-yA*-t- 

/(x-t-A)  s=/x-t-rA  t «AM- 
IA z.  «fa  Afa/,  f-'o/.  //f. 


. -+-M  , 
. -t-N, 

. +P. 


Gì 
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Ora  ,fx  dovendo  contenere  i medesimi  radicali  di  f(x-\-h),  { n.°  (io),  biso- 
gnerebbe che  fx  arene  ancora  tre  valori  differenti,  Q,  R,  S ; sostituendo  succes- 
sivamente questi  valori  in  luogo  di  fx,  ai  troverebbe  dunque 

f(x+h)  = Q-y-  ph-^-i/l >l  . , . . -t-M, 

• . s . *+-M, 

/i[*-t-A)  = Q-t-/»fi-«-0A*  . . . . -4-P, 
f(cc-\-h)ss:  R -t-pA  -+-  qh%  . . . . -t- M , 

/<x-f-A)  = R-t-pA-4-?A».  . . .-+-N, 

/(l+/l)=cR  -S-pA-t-iyA*  . . . . -S-P, 

/■(x-t-AJss  S -t-pA-4-yA*  . . . . H-  M , 
y(x-+-A)=  S . . . . -t-  N, 
f{x-t-à)=  S -thpA-t-yA»  . . . . -+-P; 

dimodoché  1' espressione  f(x-yh),  essendo  sviluppala,  avrebbe  nove  valori  diffe- 
renti, nel  mentre  che  non  sviluppata,  essa  non  potrebbe  averne  che  tanti  quanti 
ne  comporta  fx,  e per  conseguenza  tre  nell’ipotesi  attuale  ; così  non  si  può  sup- 
porre che  lo  sviluppo  di  J\x-\-h)  contenga  una  potenza  frazionaria  di  A , senza 
cadere  in  una  contradizione. 

n5.  Infatti,  è certo  che  f[x- t-A)  non  può  ammettere  nel  suo  sviluppo,  un  ter- 
mine affetto  da  una  potenza  negativa  di  A;  mentre  se  esso  contenesse  un  lermiue 
coinè  MA-",  si  avrebbe 

/(x+AJas/x-t-pA-t-yA» 

Ora  facendo  A =3  o,  il  primo  membro  si  cangerebbe  in  fx,  e il  secondo  io  luogo 
di  ridursi  a fx , diventerebbe  infinito,  a motivo  del  termine  p,  che  esso  contiene. 

Seguirebbe  il  medesimo  se  lo  sviluppo  contenesse  un  termine  affetto  dal  lo- 
garitmo di  A;  mentre  se  si  avesse,  per  esempio,  un  termine  come  A log  A,  que- 
sto termine,  allorquando  si  farebbe  Asso,  diventerebbe  Alogo;  ora  il  logaritmo 
•li  zero  essendo  l'infinito  negativo,  il  termine  AlogA  sarebbe  allora  infinito;  don- 
de segue  che  fx  dovrebbe  esserlo  ancora  ; il  che  è contro  l' ipotesi. 

Date  le  regole  principali  che  il  calcolo  differenziale  comporta  fino  a questo  pun- 
to, per  mezzo  dei  limiti,  esporremo  ora  le  medesime  regole,  almeno  le  piò  es- 
senziali, per  mezzo  degl’  infinitesimi. 

■ 16.  Tutto  ciò  che  abbiamo  detto  sopra  le  differeoze  finite  può  applicarsi  senza 
difficoltò  alle  differenziali.  Per  esempio  la  dijferenta  di  un  prodotto  di  due  va- 
riabili semplici  x ed  y essendo  ( Vedi  Calcolo  delle  Differenze  visite  n.®  i5) 

A(x . y)  = XÒ/-HÒX  . ày-t-yÒLX, 

se  prendiamo  le  differenze  infinitamente  piccole,  quest’  espressione  diventa 
( d(x  ,y\ ss  xdy->rdx . dy-y-ydx , 

ovvero  semplicemente 

d{x -y)~  xdy-i-ydx , 

sottraendo  dx.dy  che  è una  quantità  infinitamente  piccola  del  seeond’ ordine  e 
clic  nou  ba , per  conseguenza,  alcun  valore  paragonala  con  quelle  del  primo  xdy 
e ydx. 
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117.  La  legge  fondamentale  ( Vedi  Calcolo  dell*  Dirreaesze  fiEite  n.°  i5  ) 
quando  si  cangia  1’  accrescimento  i in  dx  si  riduce  a 

d"(Fx._/x)=s  Fx  . d’fx-hn.d¥x.dn~,fx 


+ li?=LllPFx.d~fx 

1 . a 


n{rt  — i)(n — a) 
1 . a . 3 


rP¥x . d*-yx 


-+•  ec.  ec.  . . . (A), 

trascurando  le  quantità  che  si  distruggono.  Questa  legge  però,  come  il  binomio 
del  Newton  , col  quale  essa  ha  una  grande  analogia,  può  trasformarsi  nello  èvi- 
luppo  di  tre  o di  un  numero  qualunque  di  fattori. 

118.  Esponiamo  ora  la  deduzione  delle  differenziali  delle  funzioni  elementari. 
Sia  in  primo  luogo  (fx)m  la  funzione  che  si  tratta  di  differenziare. 

Se  m è un  numero  intero  qualuuque,  facciamo  m=p-+-y,  p e y essendo  egual- 
mente numeri  interi,  ed  avremo 

( yx)m  s=(<fX)P+9ist{  fx  )1  (fJr  )?. 

Ala  per  la  legge  precedente 

d [(  t*  V ■ ( ?■ * )9  ] — ( ?*)'’  d(  <fx  )*-*•  ( V * )'/  • d (Tx  Y- 
Cosi  facendo  pa  1 e successivamente  </x=  1,  2,  3,  4,  ec.  m—i  , si  fia 
d (yx)*  z^2yx . dyx  , 
d (yx  )3  3(  yx  )a  . dyx , 

d{yx),=s^{yx)i.dyx  , 


« generalmente 


ec.  ec. , 


d(yx)mssm(yX)m-'dyx  ....  (B). 


Se  di  è 011  numero  frazionario,  rappresentandolo  con  — potremo 


considerare 


_p_ 

(jr)  ’ come  nna  funzione  incognita  $x  della  variabile  x,  e fare 


(yx)9  (1), 

donde 

(?X)P  = (ÌX)V (2) 

d[(Tx)P]:=:<f[(f*)»] (3). 

Cosi,  p e q essendo  nnmeri  interi,  si  ha 

d[{yX)P]=p(fX  )P “«  .d?x, 
d [ ( 1 px)9  ] = q ( yj/X)f~‘  . difiX 

e per  conseguenza 

p ( yd  )P~‘ . dy X ss  q ( ^x)f"*  . d j*x , 
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si  ricava  da  quest'  eguagliami 


J>x=p-A 


?*)r 
1 '('l’x)r 


~d’ix 


Ma  dall'  eguaglianza  (i) 


«>• 


f(fr):=ed[<fX)V'] 


Pf~P 


9-1  t P 1 9-1 

(**)  = j(J*)7j  =(?X)  , , 

aoitituendo  nella  (4) , si  ha 


} = 


p (-x)f-* 
(f  ‘ Pt-f 
(?*)  9 


I?x 


* 


— J •(?*)'  • «*!*■ 

Così  I1  espressione  ( B ) ha  luogo  quando  m è un  numero  posi  ti  ?o,  intero  o fra- 
zionario. Quando  m è uu  numero  negativo^  intero  o frazionario,  possiamo  fare 

donde 

- * =/x 

<?*r  J 

e quindi 

I = (fi)"  ./x. 

Avremo  dunque  ancora,  a motivo  dì  dt  =o,  poiché  i è una  quantità  co- 
stante 

° = </[(?x)m/x], 

e per  la  legge  (A) 

o=  d (f> x)m  ./x  -I-  (?x  )m . dfx , 

vale  a dire 

m (fx  d{<fx  ) fx  ss:  — ifxm.  dfx, 

donde 

dfx  = — m |TX>  --  .dfX.fx 
J (yx)m 

=s  — nt(fx)-«.dp*./x; 

ma 

d/x  = d[(Tx)-"-]  e /ia(fx)-", 

dunque  , sostituendo  questi  valori  nell’  ultima  eguaglianza , si  ottiene  defiuili- 
vamente 

d(yx)~mss  — m{tyx)~m~l  .djXy 
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ì'  espressione  (B)  si  trova  così  dimostrala  per  tutti  i valori  interi  e frazionari 
positivi  e negativi  dell1  esponente  m. 

Sarebbe  facile,  adoprando  un  processo  simile  a quello  del  quale  ci  siamo  serviti 
all1  articolo  Angolo,  N.°  16,  di  estendere  questa  dimostrazione  al  caso  dell*  espo- 
nente irrazionale. 

119.  Con  facilità  presentemente  si  può  trovare  la  differenziale  di  un*espres> 


• . o X 

sione  frazionaria  come  y — , mentre  si  ha 


*?*•(/*)■• 

e per  conseguenza 

d ( | =f  *-d{fx)-'+(Jx)-x  .df  X 

= — 1 .'fX.d  [fx  )“» . dfx+  (fx  ) ~'dfX 
yx.dfx  d ex 

= lm1-  7^ 

f x .dox — -df  x 

tAp 

tao.  Sostituendo,  in  quest'  espressioni  generali,  delle  funzioni  determinate  di 
X,  possiamo  con  facilità  trovare  le  differenziali  di  queste  funzioni.  Questo  è ciò  che 
i seguenti  esempi  renderanno  più  chiaro. 

Sia 


<fXss{kfX%)m  e m=s  — , 

si  ha 

s » _ 

1 i~  * 

d{k+x*)  = J(A-t-x»)  .d(  A-t-x»), 

ora 

d{  k+x1)  =3  dk+d  . x 1 — o+2X( ìx , 

dunque 

1 1 

d ( A-Kc1)  = j . ( A+x  *)  5i  xdx 


xdx 

* Xik+x*)  ‘ 

Si  troverebbe  nella  medesima  maniera 


a motivo  di 
Sia  ora 


i 


<T+Xr 


IH 


r - 

p£  .dx 


1 — m = — (m— »). 


(■tx)m=x(a-¥b*ry~ , 
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ai  atri 

d(a-t-bxn)m  — m[a-+-bx*)m~' . rf(a-t-Ax") 
= m(a-t-bx”)m~‘ . nbx"~'dx 
=zmnbxn~'  . (a-t-bx”)m-’ . dx. 
Prendiamo  per  ultimo  «empio 

«•■T- [•*;(*-£)]-• 

Avremo  in  primo  luogo 


Ma 


e,  di  piti 


= +p,*-r-.d* 


dunque  aoitituendo 


-[  ~j(*-s)r 


ik-i 


■ . pcdx . 


:P*t 


lai-  L'espressione  teorica  del  logaritmo  di  un  numero  x,  dipendente  dalla 
base  a,  essendo 


Iog*=»(* 

Della  quale  so  rappresenta  un  numero  infinitamente  grande  e La  il  logaritmo 
naturale  della  base  a {Vedi  Logìeitmi),  la  differenziale  per  quello  che  pre- 
cede, è 


i 
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OllÌ<| 


l 


V 


co  K 

La  ’ w 


dx 


d. v 

La  • x 1 


a motivo  di  x®  x*”'. 


Se  fi  trattasse  di  un  logaritmo  naturale,  si  avrebbe  La=  i, 

<£Lx  = fi. . 


Si  avrebbe  egualmente,  in  generale 


diogyxxs 


dix 
La . 


saa.  Quest’  altima  differenziale  ci  dì  il  meno  di  ottenere  facilmente  quella 


dplla  funzione  esponenziale  a'x  . Infatti , facciamo 


a?* 


=/> 


avremo 

d [o  Vx  J zxdy. 

Ma  prendendo  i logaritmi  naturali  dai  due  membri  della  prima  eguagliente, 
abbiamo 

y x . La  =a  Ly 

il  che  ci  dì  differenziando 


La . d -y  x = dLy  ss 


dy 

J 


Cosi 


dy xx y .La  . d fX , 

e per  conseguenza,  sostituendo  i valori  di  dy  e di  y qui  sopra,  verri 
d £ a ss  a^xI,a  .d<fx. 


i»3.  Per  ottenere  le  differenziali  delle  funzioni  trigonometriche  sena:  e cosx, 
potremmo  partire  dall' espressioni  teoriche  di  queste  funzioni  (Fedi  Sebo),  ma 
si  presenta  un  mezzo  più  semplice  di  ottenerle  immediatamente.  Abbiamo  ge- 
neralmente (F’edi  Calcolo  delle  Diffebeszb  visite  n.°  7) 


Cosi 

ora 

dunque 


dyxxxif  (x-t -dx)  — <f  x. 
d sen  x = sen  (x-t -dx)  — sen  x , 
sen  (x+dx)  =z  sen  x . cos  dx+  cos  x . sen  dx , 
dsenx  = sen  x . co* rfx-f- cos  x . sen  rf x — sen  x. 
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Ora  , di  essendo  una  quantità  infinitamente  piccola 


senc/x  a=  di  e co sdx  = I 


( f'edi  Stiro),  per  conseguente 

d sen  x = cosi . di. 


Si  troverebbe  egualmente 


d coi  x = — sen  x . di. 


Con  l' aiuto  delle  precedenti  differenziali , si  possono  costruire  senza  alcuna 
difficoltà  quelle  di  tutte  le  funzioni  composte,  perciò  non  ci  arresteremo  punto, 
e invece  parleremo  immediatamente  delle  più  importanti  applicazioni  del  cal- 
colo differenziale. 

12$.  Il  grande  scopo  del  calcolo  delle  differenze  Unite  o indefinite,  essendo 
di  ottenere  la  generazione  di  una  funzione  qualunque,  col  mezzo  dei  suoi  ac- 
crescimenti, indichiamo  con  Fx  una  tale  funzione,  ed  esaminiamo  ciò  che  essa 
diventa,  quando  si  aumenta  successivamente  la  variabile  x di  una  medesima 
quantità  z.  Ora,  a essendo  considerata  come  l’accrescimento  di  x,  abbiamo  in 
generale 

AFx  = F(x -+-*)— Fx  , 

donde 

F (x-Hz)  = Fx-t-AFx , 


facendo  successivamente  in  questa  relazione  generale  x=x-t-s,  *=aM-az, 
x=x-*-3z,ec  , e sostituendo  gli  uni  negli  altri  i valori  che  dà  questa  medesima 
relazione,  otterremo  il  seguilo  dell’ espressioni 

F (x-t-z)  = Fx-+-AFx 

F’  (x-t-az)  = F (x-t-az)-t-AF  (x-t-a*)  = Fx-t-aAFx-v-AlFx 
F (x-+-3z)  = F (x-+-3z)~ AF  (x-+-3z)  -t-  Fx-+-3AFx-+-3A1Fx-t-A5Fx 


ec.  ec. 


e in  generale 


F (x+ms)  m Fi+mAF*+  AJFx-H 

i . a 


m[m — i)(m — a) 

•+■ A5Fx-t-  ec (C) , 

i.a.3 

il  che  può  dimostrarsi  seguendo  il  metodo  adoprato  per  la  legge  del  n.“  i3.  (V-'ie- 
di  Cslculo  DELLE  Diffeeekzk  rieiTa). 

X 

Ora,  / essendo  un  multiplo  esatto  di  s eguale  a mi,  ti  ha  m=— , c sosti- 
tuendo questo  valore  nell’equazione  (C),  ti  ottiene 


f (i+r) 


Fx-t- - 


AFx 


/(/-z)  A’Fx 

I . 2 t2 


, r(r— *)  a3Fx 

•+•  ■ 5 • 7— 

1.2.3  xJ 

Ma  il  numero  dei  termini  di  quell'  eipresiione 


ec. 


(D). 


è tanto  maggiore,  quanto 


la 
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ffoanlilà  x che  è on  summulliplo  ili  y è minore,  allorquando  dunque  questo 
accrescimento  è infinitamente  piccolo,  e allora , può  sempre  considerarsi  come 
un  summulliplo  esalto  di  y,  il  numero  dei  termini  di  (D)  diventa  infinitamente 
grande.  In  questo  caso  le  differenze  diventano  differenziali,  z è semplicemente 
dx , e 1'  espressione  (D)  diventa 


F (x-hy)  = Fx-t-y 


d Fx 
^ dx 


y%  d*Fx 

- — . •+• 

i .2  dx* 


y*  ePFx 
12. 3 dx* 


~V-  ec. 


(E). 


Tale  è la  generazione  della  funzione  F (x-t-j).  Questo  è ciò  che  si  chiama  il 
teorema  dei  Taylor. 

ia5.  Per  applicare  questo  teorema  alla  generazione  di  una  funzione  determi- 
nata si  vede  facilmente  che  basta  saper  trovare  le  successive  differenziali  di 
questa  funzione,  il  che  può  sempre  farsi  con  le  regole  date  di  sopra.  Sia  in- 
fatti F (x-4-jr)  = (x-+-/ )m q avremo  Fx  = xm,  e per  conseguenza 

dFx  = d {xn')=.mxn*~ldx , 

d*Fx  = du(xm)  = d[mxm~ldx]  = m{m  — t)xm~%dx% , 
d*Fx=z  <f3(.rm)  = d \rn{m — i )xm~*dx*J  = 

=3  m(m — t){m — 2)xm~*dx* 


la  quantità  dx  essendo  considerata  come  costante. 

Sostituendo  lutti  questi  valori  nel  teorema  (E),  si  otliene 

mirri  — i ) 

{x-k-y  ,m  = zm-y+ 

I . 2 

m(m — i)(m— a)  . . 

H xm-^Y  +-  ec., 

1.2.3 

o la  formula  del  Newton,  che  con  ciò  si  trova  dimostrata  per  un  esponente 
(ualunqae  m. 

126.  Se  nel  teorema  (F.),  si  fa  x = 
un  punto  situato  sopra  lo  x in  Fx, 


qualunque  m. 

126.  Se  nel  teorema  (F.),  si  fa  x = o,  si  ha,  indicando  questa  circoslauza  con 


...  . r y iì Fx  y*  <i* Fx 

H;)  = Fr+i-r  4-  — . —ryr 
i dx  i.a  dx* 


d*  Fi 


1.2.3  ’ dx 3 
cangiando  in  x,  si  ha  definitivamente 

d Fx 


ec. 


F(x)  aFx+  — 


rf»  Fx 


dx 


dx* 


x * <F’F.r 

’4'  i.tj.'T? 
Diz.  di  Mal.  Voi.  III. 


(F) 


6a 
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formula  conosciuta  sotto  il  nome  di  teorema  dei  Maclaurin  , e della  quale  è 
stata  rivendicata  ultimamente  la  proprietà  in  favore  dello  Slirlirg. 

Abbiamo  digià  dato  deduzione  di  questa  formula  Cui  metodo  dei  coefficienti 
indeterminati , e ancora  col  mezzo  dei  limiti  n.°  34. 

127.  Cerchiamo  di  render  chiaro  l'uso  di  queste  formule  con  alcnni  esempi. 
Sia  Fx  = L (i-t-x),  la  caratteristica  L indicando  il  logaritmo  naturale  di  (i-t-x). 
Avremo  le  differenziali  successive  di  L(t-t-x)  facendo  subito,  come  pel  u.°  121, 


e quindi 


dL(i-t-x) 


dx 

1 -t-  x 


d*L(l-t-x)  = d £ — — — 1 1 = d[(i-t-x)~*  . dx] 


= — 1 . (i-t-x)_* . dx*  = — 


dx» 


(i-t-x)*’ 

d*I.(i-t-x)  = d £ — J = -t-a(s-t-x)-*.dx* 
dx* 


(>-t-x(s 

d*L(i-t-x)  = d £ 2 . 3 — 2. 3 (i-t-x)~*dx* 

dx* 


= — 2.3. 


(l-t-x)*  ’ 
ec 


e in  generale 


dx" 


d"*L(  1 -Kr)=  2.3.4  ....  (m-i). . .(-i)’"-». 

* 1 ' (i-V-xP  ' 


Ferendo  in  tutte  quest'  espressioni  x = 
(F)  si  ottiene 

, , , v x x% 

L(i-t-x)  = L ■ -t-  — — — ■+. 


o solamente 


L(s-+-x)=  -- 
I 


o,  e quindi  sostituendo  nella  formula 


a motivo  di  L 1 = 0. 

Sia  ora  Fx  = sen  (a-t-x) , troveremo  per  le  differenziali  successive 
d sen  (a-t-x)  = cos  (a-t-x) . dx , 

d*  sen  (a-t-x)  = d [ cos  (a-t-x) . dx  | = — sen  (a-t-x) . dx* , 
d»  sen  ( a-t-x)  = d [ — sen  (a-t-x) . dx*J  = — cos  (a-t-x) . dx*, 

d*  sen  (a-t-x)  = d [ — cos  (a-t-x) . dx5  J = -t-  sen  (a-t-  x) . dx* , 
e cosi  di  seguilo. 
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Facendo  in  questi  valori  x=o  e sostituendo  nella  formula  (F)  si  ha 


sen  (a-f-x)  = sen  a -+•  coi  a sen  a . 

I 1.2 


X® 

— cos  a . - ~H  ec. 

1.2.3 


•e  si  fa  asso,  si  ha  seno  so,  cos  osi,  e lo  sviluppo  diventa 


sen  x = x — 


t. 2.3. 4*5  1.2. 3*4  .5 .6. 7 


Si  troverebbe  nella  medesima  maniera  per  cos  x,  l'espressione 


coix  — 


x«  x" 

i.a.3.4  1.  a .3 . 4 . 5.  fi”*”  *C 


128.  Abbiamo  fin  qui  considerato  la  variabile  x della  funxione  generale  si 
come  una  variabile  indipendente,  vale  a dire  come  una  variabile  che  si  può  de- 
terminare a piacere;  ma  può  presentarsi  il  caso  in  cui  questa  quantità  sia  essa 
medesima  funzione  di  un'altra  variabile,  dagli  accrescimenti  della  quale  i suoi 
dipendano;  per  esempio,  x può  essere  una  funzione  qualunque  fz  di  z,  e si 
può  aver  bisogno  di  conoscere  l'accrescimento  di  7 x corrispondente  a quello  di 
* , o la  differenziale  di  yx  in  funzione  immediata  di  dz.  Per  meglio  far  com- 
prendere questa  particolarità,  supponiamo 

tjp  x = a xa  e x=.  bz. 

eliminando  x fra  queste  due  equazioni,  si  ottiene 

y x 2=  aòa*a , 

la  cui  differenziale,  facendo  variare  z,  è. 

df  = 2ab%zdz. 

Ora,  quest'eliminazione  può  spesso  diventare  complicatissima,  ed  è sempre 
facile  ottenere  immediatamente  la  differenziale  di  yx  in  funzione  della  variabile 
indipendente  z. 

Per  quest' effetto,  osserviamo  che  la  differenziale  di  una  funzione  qualunque 
yx  è sempre  della  forma  M<?x , vale  a dire  che  si  ha  in  generale 

«/(px=  M dx  ; 

x essendo  considerata  come  variabile  indipendente,  e M essendo  una  quantità 
nella  quale  x può  o non  si  può  trovare,  secondo  che  in  yx,  entrano  o non  en- 
trano potenze  di  x.  Ora,  dividendo  l'equazione  precedente  per  dx  , si  ha 


dy  r 
dx 


5=  M 


e M è ciò  che  si  chiama  la  derivata  differenziale  di  yx. 
Cosi,  nel  caso  iu  cui  fx  fosse  a-\-bx-*-cxx , avremmo 

dfx  sa  bdx-+-2cxdx 
= (ò-*-2cx)</x 
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e , per  conseguenza 


DIF 


-?r  = A-t-acx , 
dx 


i-t-acx  sarebbe  la  derivata  d [fife remiate  di  jx. 

Egualmente  — è la  seconda  derivata  differenziale  di  ;x,  e cosi  di  seguito. 
dxx 

Ora,  quando  la  derivala  diilèrenziale  di  una  funzione  è conosciuta,  ti  Ottiene 
imiuedi.tanieute  la  sua  dillereuziale , poiché  dall' equazione  geueiale 

dmzx  

dxm  — * 


dmifX  — X ,dxm. 

Aveodo  dunque  la  funzione  yx  nella  quale  x—fz  il  che  equivale  a 

se  si  giunge  a trovare  la  derivata  • 

d o ( / z)  (fax 

o — ■ — • , 

di  di 


avremo  nel  medesimo  tempo  la  differenziale  di  yjr  in  funzione  della  differenziale 
di  della  variabile  indipendente  i. 

Ma  se  indichiamo  con  M la  derivata  di  q?x,  e fcon  N quella  di  fi  y avremo 


donde 


é.lZ 

dx  di 


Ora,  a motivo  di  x=.fts  ti  ha  dx  ~df  i , sottraendo  dunque  il  fattore  co- 
mune ai  due  termini  della  frazione,  fjgpme 


e conseguentemente 


d'j  x 
di 


= M 


.N 


dfxsM.N.t/x, 


il  clic  insegna  che  per  ottenere  la  differenziale  di  ox,  rapporto  alla  variabile  in- 
dipendente z , bisogna  prendere  il  prodotto  delle  derivate  di  yx  e fi  e molti- 
plicarlo per  di.  Applichiamo  subito  questa  regola  all*  esempio  dato  qui  sopra 
nel  quale 


si  ha 
donde 


yxssax*  e x =.  bz: 
d t?  x ss  2axdx , e dx  sa  idi , 


d cp  x 

dx 


=i  2(1  x 


e 
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cosi 


d % x 

di 


d y x 

dx 


dx 

— = 2QUX 

dx 


e defmilifamenttì 

d s x = 2abxdz  , 

differenziale  che  è identicamente  la  medesima  di  quella  ottenuta  con  V elimina- 
zione^ sostituendo  invece  di  x il  suo  valore  bz. 

Si  abbia  per  secondo  esempio  ^xssa-h&r3  e x=5mz+/nl,  avremo 


d 9 x 

dx 


= 3 bx*  , 


dx 

--  = m-hanx 
dx 


e 


= 3 bx%  (m+an*  ) , 


ovvero 

d © x = Zbx%[m-*-2nz)dz, 

i2Q.  Se  la  variabile  x di  yx  , dipendesse  da  un'altra  variabile  j',  dipendente 
alla  sua  volta  da  una  terza  z,  vale  a dire,  se  si  avesse 


x=fy,  e 7=0*, 

fy  e 0 z essendo  funzioni  qualunque  di  / e di  »,  si  otterrebbe  la  differenziale 
di  yxy  in  funzione  del  solo  accrescimento  dx,  pel  prodotto  delle  tre  derivate 


vale  a dire  che  si  avrebbe 


i yx 


d'.  x 

dx 

dr  . 

dx  ’ 

4r' 

di  ' 

dr,  x 

dx 

.ÈL. di , 

dx 

' ~dy 

di  ' 

l 


il  che  è una  conseguenza  di  ciò  che  precede  e può  estendersi  ad  unl’nuroero 
qualunque  di  equazioni  .ausiliari. 

i3o.  Queste  formule  possono  essere  adoprate  con  vantaggio  nella  diflerenzia- 
xione  delle  quantità  complicate;  un  solo  esempio  basta  per  insegnarne  iljoro  uso. 
Sia 


**=[a+v/(A_l)]\ 

supponiamo 

*~7=r (>), 

ed  avremo 

ox  = {a^-yJx? (a)> 

r equazione  (i)  ci  dark 

djr  c 

dx  ""  x1’ 

e l'equazione  (a) 

dv  x 3 

dr  *v7  ’ 
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avremo  dunque 

d y x dyx  dy 

dx  djr  dx 

donde  mettendo  per  / il  »uo  valore , 


ar(a-t-V/) 

*'\y* 


dex  = - 


3t[ 

- v[‘-?r 


• . dx. 


i3i.  Sema  arrestarci  alla  dedazione  delle  successive  differentiali  di  una  fun- 
tione  px  nella  qnale  x è una  variabile  dependente  , deduzione  che  non  pre- 
senta veruna  difficolti,  applichiamo  le  considerazioni  precedenti  alla  genera- 
tione  della  funzione  generale  Fx,  per  meno  degli  accrescimenti  dy  di  una  va- 
riabile indipendente  y con  la  quale  x è legala  dall’  equazione  x=fy. 

La  funzione  Fx  4 allora  propriamente  F (fy)- 

Ora,  applicando  a quell’ ultima  il  teorema  del  Maclaurio  (F)  avremo 

F(/D«F(/r)-4-  -f-  £ ^ÌH-ec....(G). 

Il  punto  situato  aopra  y indicando  sempre  che  bisogna  fare  y = o dopo  aver 
preso  le  differentiali. 

Ma,  dalla  formula  del  n.°  rag,  ahbiamo 

d Fx  rfFx  dx 

~dy  IT  ' dy  ' 

cosi  indicando  con  A,,  questa  derivata,  o ponendo 


avremo  evidentemente 


e per  conseguenza 


di'  x 

-—  — A,  , 

dy 


(fA,  d A,  dx 

dy  ~ dx  dy 


dA, 

dy 


d1  Fx 
dy 


Indichiamo  di  nuovo  questa  seconda  derivata  con  A*,  e proseguendo  nella  me- 
desima maniera,  troveremo,  riunendo  i risullamenti 

dFx  dx  dFx  , 

= • — r-  — —r~  — A<  ’ 


djlfy) 

dF  x 

dFx 

dx 

dFx 

dy 

dy 

dx 

dy 

~~  dy 

d'f-ifr) 

d*  Fx 

d\t 

dx 

ii 

\P 

dy * 

dyx 

dx 

dy 

dy 

d*V(fy) 

d'Fx 

__  dA^ 

dx 

dk% 

dy* 

dj* 

di 

dy 

~ dy 

d*F(  fy)  _ 

d‘Fx 

_ ££> 

dx 

dA3 

df* 

= dy' 

dx 

dy 

~ dy 

<c. 

cc. 

= = A, 


3 S — 
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Sostituendo  questi  valori  nell’  espressione  (G),  essa  diventerà 

Far  =:  F x -4-  k , —4-  k%  — — + À 8 — -f-  ec.  . • > 

i u t.a . 3 

Il  punto  indicando  che  dopo  le  differenziazioni  bisogna  dare  alla  variabile  x 
il  valore,  che  resulta  per  questa  quantità  della  relazione  j=o  ueil1  equazione 
x =,/y.  Ma  se  indichiamo  con  r la  funzione  inversa  che  dà  y = yx%  avremo 
definitivamente 


FxasFx  -H  À, 


9» 


k% 


tu 

I . 2 1.2.3 


(H). 


e allora  il  punto  indica  che  bisogna  dare  ad  x , dopo  le  differenziazioni , il  va- 
lore che  rende  ?x=o. 

Questa  formula  che  dà  la  generazione  in  serie  di  una  funzione  qualunque  della 
Tariabile  x per  mezzo  delle  potenze  progressive  ?x,  (px)1,  ( -j.j )3  di  un'altra 
funzione  arbitraria  della  medesima  variabile,  si  chiama  il  teorema  de l Paoli,  dal 
nome  del  geometra  che  i’ba  scoperto. 

s3a.  Esaminando  la  formazione  dei  coefficienti  A,,  A.,  A,,  postiamo  espri- 
merli come  segue,  rendendoli  indipendenti  gli  uni  dagli  altri; 


ec.  ec. 


Se  dividiamo  questi  valori  per  i coefficienti  numerici  che  entrano  nell' espres- 
sone (G)  ovvero,  te  farciamo 


Ai  , Aj  A,  , A, 

• — — — » | , — — — «ai  “7TT"  " s » . _ 9 » 83 

I 1.2  1-2.3  1.2.3. | . 


A4,  ec. 


potremo  darli  la  forma  più  semplice 

Ex  = Fx -V- A,  ;x-t-Aj(  ^ x ( ■p  x (’-V-As  ( s x)4-t- ec.  . . . (K) 

e allora  questi  nuovi  coefficienti  saranno 

dA„ 


A — — X A — 1 

1 rf/X  2 d,x 


a»=t 

3 d 


ec. , ec. 
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ovvero 


ec.  ec. 

t 33.  Possiamo  ancora  ottenere  altre  espressioni  molto  piti  semplici  di  questi 

medesimi  coefficienti.  A quest1  effetto,  rappresentiamo  con  Ae  il  termine  Fx 
clip  è una  quantità  costante,  e consideriamo  come  interamente  indeterminati  i 
coefficienti  A0,  A,,  Aa,  ec.  della  serie  generale 

Fx  = A0-4-A,  © ar-+-Aa'px1-+-Aa^  a^-+-A4y  x4-j-  ec. 
indicando  in  generale  con  yxm  la  potenza  m,  non  di  x ma  di  y x. 

Prendendo  le  differenziali  successive  dai  due  membri  di  quest1  equazione,  arre* 
mo  U serie  di  eguaglianze 

d Fx|=^  Atd  ^>x-+-A %d  «po^-4-A  id  5>x4-+-ec., 

d*¥x  = A t*i*  y x-4- A arfa  v xa-+- A v x*-+-A  4</a  * x4  -+-  ec., 
d* Fx=.  À4rf*  ^ ar-t-A^3  ©xM-A  8<i5  ^x®-t- A4d3 7 x4  -4-  ec., 

<i4Fx  = Ajtf4  <f  x-t-A}dly  xa-t-Asd4  <p  x3-+*A5</4  y x4-+-  ec. , 
ec  ec. 

Ora  , se  si  Fa  ?r  = o,  tutte  le  differenziali  nelle  quali  l’esponente  di  9 x è 
maggiore  di  quello  della  carallerislica  diventano  zero,  poiché  è facile  vedere 
che  nella  diflerenziale  generale 

dn  © xm , 

quando  m è maggiore  di  rt,  yx  entra  come  fattore.  Indicando  questa  circo- 
stanza con  un  punto  posto  sopra  Px,  c osservando  di  più  che  quando  si  f» 
^x=so,  si  ha  in  generale 

dm  — — a) 3 . 2.  (d  fx)m 

avremo  V equazioni 


fì  = a% 

d Fx  =2  Atd  ?x  , 

«^Fxsr'A  td*yx  -4- a A a</(  ©x  )*, 

d*Fx  = A,  d*  y x -*-A  acF  f x a-+-a  . 3A^(rfa.x  )x  , 

..  4Fx  =zAtdA9x  -4- A 2d*  yx  a-t-A  id*  f x 3 -4-  2 . 3 . A 4(</^x  )* 
ec.  ec.  , 
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A_  = Fx 


i . A,=j  -dFx 

d x 


1.2.  À*  = — | d*Fx  — A ld*c,or  J 

(d?x)%  ' » 

2. 3.  A. ss — — ( d*Far  — A,d*^x  — Aad*oi*  ) 

rf(VJf)1  t > 

.3.4  A4=j  — ( d*FÌ  — A,d«fi 

</(  > ur) 4 \ l 


•li). 


Espressioni  con  l'aiuto  delle  quali  ditenta  facilissimo  di  calcolare  questi  coeflfi- 
cieoti  gli  uni  per  mezzo  degli  altri, 

1 . Facciamo  di  yx  una  funzione  determinata  per  far  conoscere  1*  uso  di  que- 
ste formule.  Sia  per  esempio, 


x-H/i 


il  che  ci  dà  orsa,  nel  caso  di  *jt=o. 


Prendendo  le  successive  differenziali  di  t x ovvero  di  9 ■ * , ottenerne 

x -t-/i 


</  . X = 


(x-4-/i)! 


A-*** 


*** — * • [7^77- <,x’’ 


i/'.is  a .3 


(X  •*•/!)' 


d*  « x=t  a . 3 . 4 5.  


d*  yx  = —a. 5 .4.5.6  


ec.  cc. 

iJia.  di  iWuf.  /W.  III. 


es 
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diodo  ad  x,  in  quell'  eipreuioni,  il  valore  »,  che  rende  pso,  avramu 

dx 


dfX  ; 
d’p: 
iCf  * : 


3» 

dx* 

d* 

(inf' 


• dx* 

d''*  = -3.3.4.—,. 

'•**-  •***■&’ 


a.“Ti=(_.) f*-+- * , f*1*  Ifl  , 

(a»).“ 

con  queit'  eipreisioni  sarà  facile  di  coilruire  le  differenziali  delle  polente  di 
far  che  entrano  nei  coefficienti  (I).  Infatti,  dalla  legge  (A),  abbiamo 

d“(fx)*«sd^  | fx.farj  u=f  xd^y  x-4-pdf  xd‘“  1 p + 

+ L d» 9 x<i“  * f x •+•  ec. 

i . a 1 T 

coti 

<P(fx)*r=yar  . d*f  x-t-  ad  f x .df  x-t-d*  yx.fx 
e conseguentemente  facendo  p=o , 

d»{yx)*=ad5ix.dfx 

il  che  ci  di,  foitituendo  il  valore  qui  aopra  di  dyx 

• a d X% 

*<?»)* 

troveremo  nella  medeaima  maniera 


d'{?x)i—  — 


d<(?x)» 


d,(?*)*  = 


(a»)* 

«adx* 

ì^)r  ’ 

ya .dx* 

ia.dx* 

(an)* 
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1*  = Fi 

dVi 


499 


A,  =(vi). 


dx 
d Fi 

dx 


(a«)» 


d F x 

At=<a»).— — — t-  a (an)* 


A«=(a  n). 


dx 

d Fi 
~dl~ 

ec.  ec. 


d»Fx 
i . a dx* 

d*  Fx 
i . a dx* 

d*  F; 


(anf 


d*Fx 

i.a.3.dx* 


y-m. 


kfi  = (an ) 


d Fx 


dx 

( — »)(.“  — a) 


+-  ( /*. — ')(»")* 
(an)» 


d*Fx 
i . a . dx* 

d*Fx 


i . a . 3.  dx* 


(/»  — <)<“  — »)  ( —3) 


i . a . 3 ' i.a.3  4.  dx» 

■+•  ec. 

« la  serie  generale  (K)  prende  la  forma 

nella  quale  n è una  quantità  arbitraria. 

*35.  Applichiamo  quella  legge  particolare  di  generaxione  ad  alcune  funzioni 
elementari.  Cominciamo  da  Fx  = logx,  log  indicando  il  logaritmo  naturale.  - 
Si  costruiscano  le  differenziali  successive  di  logx,  e troveremo 

d Fx  ss  d log  x sa  -<^r-  , 


d»Fx  = d*  log  x =a  — 
d*Fx  = d*  log  x ss  a. 
d‘Fx  = d*  log  x ss — a.3. 


dx* 
x*  * 

dx» 
■?"  * 

dx» 


ec.  ec.  ec. 

Sostituendo  questi  valori  nell’ espressioni  (L) , dopo  aver  fatto  ama,  ottcr- 


2 3 3 

A|  =:  a , k%  — o,  A|By , A4  = o , A,  ss  — , A(se,  A,  = — , ec. 


Digitized  by  Google 


500  D IP 

e,  per  conseguenu  , 

_ . /jt— n\  2 /x— ;i\s  a fx  -n\i 

Log  x = log  o + , ( —n)  + j (— J + , J «• 

il  che  direni»  facendo  nai,  donde  logn  = log  i=o,  lo  sviluppo  conosciuto 

‘'-p+ìe),+fe3,«"i 


il  quale  é conrergenle  per  tulli  i calori  di  x. 

Prendiamo  per  secondo  «empio  Fx  sa  (i-t-x)_‘.  Le  differenziali  aucceaaire  di 
Fx  sono,  in  questo  caso 

d Fx  = — (i-l -x)~*dx, 

d* Fx  =«  1 . 2 (i-+-x)  dx*, 

tPFx  = — i . a . 3 (i  — x)  ~*</x*, 
d* Fx  = i . a . 3 . 4 (H  x)  dx\  , 

ec.  ec. 

Facendo  araco,  e soslitncndo  in  (L),  avremo 


A.= 

A,  = — 

A,= 

A,  = — 
A i — 


i t-n 

an 

Fn5 

an  (/i — i) 
(«-*-«)* 
an(n  — i)* 
('•+-«)* 
anfn  — i)* 

l »■■»-»)* 


e per  conseguente 

, , . i an  / x — n\ 

(i-+-x)-'  es  . — ( I 

i-W»  (n  n,*  \x+-n/ 


ani  a — i ) /x— n\» 
(H-a)1  Vx-r-«/ 


an(n — i)*  /x— ni  s 
r-  ( 1 -+-  ec. 

(I-+-/I)*  \x-t  n/ 

Serie  conrergenle  per  tutti  i calori  dell»  qoanlit!i  arbitraria  n.  Frr  esempio 
nei  raso  di  a=i,  in  cui  lo  sviluppo  di  (t-t-x)-'  dii,  |ier  lutato  della  fui  mula 
del  Newton,  l'espressione  singolare 

■ 

— si-H-t-i+i — I+I-IH  I ec. 

a 

• W-  '•  f -•  * a 

questa  serie  diventa 

i i an  /i — n\  an(n— i)  / i-nit 

. i,  . a **•*  (Ha)’ \i+n/  (i-t-n)*  V i-t -«/ 
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rhe  per  qualunque  valore  di  n è una  serie  convergente  drudo  — ■ . 

Facendo  nsi,ii  ha  immediatamente 

i 1 1 

a i-fr-i  ~ a 

La  legge  (M)  può  ancora,  con  determinazioni  adattate  della  quantità  arbitraria 
n,  dare  generazioni  in  serie  tempre  convergenti  di  una  funzione  qualunque  Fx, 
il  che  non  può  fare  il  teorema  del  Taylor.  Ma  lo  sviluppo  delle  funzioni  in  se- 
rie è l'oggetto  di  un  altro  articolo,  nel  quale  vedremo  che  il  teoiema  del 
Paoli,  dal  quale  abbiamo  dedotto  la  legge  (M),  non  è e»*o  medesimo  che  un  caso 
particolare  di  un  teorema  generale  del  quale  daremo  1'  esposizione.  ( Fedi  Se- 
rie e Teoria). 

>36.  Vedremo  in  altra  parte  come  gli  sviluppi,  che  abbiamo  ottenuti  per  fun- 
zioni di  una  sola  variabile,  si  estendano  alle  funzioni  che  ne  contengono  più. 
Quanto  alTapplicacioni  dei  Calcolo  differenziale  esse  si  estendono  a tutte  le 
parti  delle  matematiche,  e potranno  consultarsi  in  questo  dizionario  gli  articoli 
ne' quali  è stato  adoprato  questo  calcolo.  Fedi  in  particolare:  Accelerato, 
Asintoto,  Urto,  Cubatura,  Sviluppata,  Massima,  Normale  e Sunrormale,  Oscu- 
latrice, Purto  singolare.  Quadratura,  Radici  eguali.  Rettificazione,  Tan- 
gente e Suttahgerte,  Serie;  Ritorno  delle  Serie,  ec.  ec. 

l3y.  Abbiamo  veduto  di  quale  utilità  era  il  teorema  del  Taylor  quando  si  vo- 
leva sviluppare  delle  funzioni  in  serie.  11  L»grange,  considerando  la  gtan  facilità 
con  la  quale  i principi!  della  differenziazione  poetano  dedursi  da  questo  teo- 
rema, arrivò  a dimostrarlo  senza  far  uso  del  calcolo  differenziale,  per  mezzo  di 
un  processo  che  modificheremo  nella  seguente  maniera. 

Sia  y =y(x-t-ò  ) ; dalla  natura  di  questa  funzione,  bisogna  che  quando  si  fa 
Asso,  f\x+-h  ) si  riduca  a fx  ; questo  è ciò  che  avrà  luogo  se  la  parte  che  con- 
tiene A in  quest' equazione  e un  multiplo  di  h.  Rappresentiamolo  con  PA  ; atre- 
mo dunque 

/,*-+-A)=/*+PA, 

P potendo  essere  una  funzione  di  A , se  si  chiama  p ciò  che  diventa  P quando 
/i  = o,  e QA  U parte  che  dipende  da  A,  avremo  ancora  Psg<f>Q/j;  continuan- 
do questo  ragionamento  avremo  questa  serie  di  equazioni: 

y=fx+Vh, 

P=p-hQA, 

Qs=f  +RA  t 
ec.  ec.  ec. 

Mettendo  il  valore  di  P,  dato  dalla  aeronda  equazione,  nella  prima,  verri 
y s= ; 

mettendo  io  quello  risullamento  il  valore  di  Q,  dato  dalla  terza  equazione  , ai 
avrà 

y se /i*  ; 

continuando  coi! , e mettendo  f(x-yh)  invece  di  y , avremo,  in  generale 
— fx-+-ph-t  A*-*-  ec (a). 

|38.  L’  eiprenione _/"(x-t-A)  rappresenta  in  geurrale,  la  funzione  die  non  è in- 
cora ridotta  in  iene;  te  io  quella  funzione  ti  cangia  x io  x-V-i , ai  atra  il  tue- 
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desimo  ritullamenlo , che  te  ti  fotte  cangiato  fi  in  A-t-i.  infatti,  quetla  funzio- 
ne  non  polendo  contenere  x tenia  che  quella  variabile  non  tia  seguila  imme- 
diatamente da  fi,  uu  termine  come  A (x-t-A)"*,  per  eterapio,  quando  avremo 
cangiato  x in  x-hi , diventerà  A(x-+-/-t-A)’"  ; quantità  che  é la  medeiima  di 
Af-r-v-A-t-i)"*  che  rilutterebbe  dalla  tottitmione  di  A-*-t  invece  di  A,  nella  fun- 
zione A(x-+-A)"\  Quello  che  ti  dice  di  quetto  termine  dotendo  applicarti  a tutti 
gli  altri,  ne  tegue  che,  nelle  due  ipoleti,  il  primo  membro  dell'  equazione  (a) 
*'  darà  luogo  a riiullamenti  identici;  donde  tegue  tbe  lo  tviluppo  fx-rp/i-k-t//i*-+-  ec. 
condurrà  al  medesimo  riiultaraento  sostituendo  x con  *+>)  o A con  A-t-i. 

i3g.  Cominciando  dal  sostituire  A-t-i  invece  di  h in  fx-i-p/i-t-q/i*  ec, 
avremo 

-/*+p(A-t-«)-+-^(A-4-i/M-r(A-t-j)4-t-  ec.  . . . (A); 
aviluppando  i termini  in  A di  questi  binomi,  verrà 

fx+-ph  . . . -t-?A*-t-ayAi  . . . -4-rA,-t-3rA*i-t-3rAi*)  ec (c). 

Per  ottenere  quindi  il  riaullamento  della  sostituzione  di  x-t-i  invece  di  X, 
nell' et  pressione  Jx-i-ph-H)/i*-t-rfii-+-  ec. , osserviamo  che  in  questa  serie,  A esten- 
do io  evidenza,  quest'accrescimento  non  entra  in  fx  e nei  coefficienti  p,  y,  r, 
e,  ec. , quantità  che  non  potendo  perciò  contenere  A,  debbono  considerarti  co- 
me funzioni;  e poiché  l'equazione  (a)  ba  luogo  per  qualunque  fumione  di  x , 
la  sostituzione  di  x-t-i  in  luogo  di  x caugerà 

fx  in  ec. , 

p in  p -+-p,t-t-p"i*-t-p'"i,-+-p“’r,-+-  ec. , 

? in  7 -{-7'r-»-y,'i1-t-7','i,-H7“’i‘-r  ec., 
r in  r -+-r/i-t-r"iM-r,"s*-t-r,*'i4-t- ee., 
s in  x •+-r,«-t-r"s1-+-x,"r,-»-i"'s'4't'  ac. , 
ec.  ec.  ec.  ec. 

Non  è necessario  prevenire  cbe  con  le  lettere  accentate,  rappresentiamo  i coef- 
ficienti delle  differenti  potenze  di  i in  questi  sviluppi. 

Sostituendo  questi  valori  di  fx,  di  p,  di  7,  di  r,  di  a,  ec.  , nella  seri* 
^/x-t-pA-r-yAM-rA'-t-  ec. , otterremo 

/*-t-/M-hyi1-S-ri,-t-ec.  -+■  [p+p'i-bp"i1+  ec.  ) A-+-  (q-f-q'i-H/'i*- t-ec.  )A» 
(MVi+f/'i*-t-  ec.)  A*-t-  ec (d). 

z$o.  Questo  tviluppo  dovendo  essere  identico  (n.°  s 38 ) con  quello  dato  dal- 
l'equazione (c)  bisogna  che  i termini  che  contengono  le  medesime  potenze  di  A 
siano  eguali  ; avremo  dunque 

ec.  r=  p-haqi  ~h  ec.  ; 

7-t-/i-à-gf't*-4-  ec.  = y-+-3 ri -+-  ec.  ; 
r-+-r's'-t-r,,sl-t-  ec.  = r-t-fsi  ~h  ec. 

Quello  cbe  si  dice  di  A potendo  applicarsi  ad  1,  eguagliando  i termini  affetti 
dalle  medesime  potenze  di  i,  si  troverà 

p’xxltf,  y'=3 r,  r’xxl^s,  ec (e). 

Ciò  equivale  ad  eguagliare  i termini  affetti  da  hi,  da  A1/,  da  A*i,  ec.,  dell’e- 
quatiuni  (c)  e (d). 

*4 *•  Abbiamo  veduto  ( u.°  i3g)  , cbe  p era  in  generale  una  funzione  di  x; 
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rappreirntanHo  dunque  p con  f'x  , chiamando  f"x  il  termine  che  moltiplicherà 
A nello  sviluppo  della  ftimione  /'  (x-f-A)  ; chiamando  egualmente/'"*  il  coeffi- 
ciente di  A nello  sviluppo  di  J~"  (x-t-A  ) , e cosi  di  seguito,  avremo  quest’ equa- 
sioni 

/ (■r-t-Ajnr/x-t-A/''  X -+■  termini  in  h*,  in  h*,  co. 
j'  (x-\-h)=J' x-\- hf" x termini  in  h*,  in  b’,  ec. 

/"(x-t-A)  = /"x-t-//"'x-t-  termini  in  ha , in  h‘ , ec. 
ec.  ec.  ec. 

■4a  ^er  ipotesi,  abbiamo  , (n.°  r 4 1 ) > />=/'*;  dunque  se  in  quasi’ equazione 
ai  fa  x — x-t-A , ai  avrà 

/>-+■/>' A-+-p"A1-t-p,',A*-t-  ec.sa /'  ( x-t-A) (g); 

mettendo  in  quest’  equasione  il  valore  di/'(x+A) , dato  dalla  aeeonda  dell’  e- 
quaiioni  (/),  otterremo 

p-t-p'A-t-p''A*-+-  ec.  =/'x-t-A /"x  -t-  termini  in  b»,  in  h»  , ec. 

Quest’  equazione  avendo  luogo,  qualunque  sia  A,  bisogna  che  i termini  delle 
medesime  potenze  di  A siano  eguali;  dunque 

p'  = f"x-, 

questo  valore  di  p‘  cangerà  la  prime  dell*  equazioni  (e)  in  fx= a»g;  donde  ri- 
caveremo 


9=  -r*- 

Se  io  quest’equazione  si  cangia  x in  x-t-A,  verrà 
g-+-/A-t-y"Al-t-  ec . ss  (x-t-A)  ; 

avremo'0  *n,*C*  U ,uo  ”iluPP°  dato  dalla  terza  dell’equazioni  (/), 

. y * 

9+<ì'/‘-+y"h%-h  ec.  *=:  — (/"x-t-A/'"'x-t-  termini  in  h*,  in  h*,  ec.  ); 
paragonando  i termini  che  moltiplicano  la  prima  potenza  di  A , avremo 
^ r « valore  che  essendo  messo  nella  secoode  dell*  equazioni  (e),  la  can- 

gerà in  — /"'xoi  5r,  donde  dedurremo 

continuando  cosi,  troveremo  snccessivamente  tutti  gli  altri  coeffioenli  dell’  eque- 

*»one  (a)  ; aostituendo  in  quest’equazione  i valori  dì  »,  di  di  r.  ac 

•Tremo 


/(x-t-A)  =sfx+hfx  x -t-  — /"'*.+-  ec.  . . . (A) 

X i4  3 
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iij3  Ora  se  si  considerala  prima  dell’ equazioni  (y*),  si  vedrà  chey^x  essendo 
il  coefficiente  di  A uello  sviluppo  di  y*(x-l-A),  questo  è ciò  che  s*  iudica  cou 
d . f x dr 

o con  ; egualmente,  considerando  la  seconda  dell'equazioni  (/*),  si  ri- 

dx  dx 

conoscerà  che  il  coefficiente  f'rx  della  prima  potenza  di  4,  nello  sviluppo  di 

x *7 


df'x 

f'(x-±h\  de»'  estere  rappresentato  da  -- — , vale  a dire  da - 

dx 


dx 


dx 


*7 

dx* 


cosi  di  seguito;  per  conseguente  mettendo  queeli  falori  di  Jx,  di  f'xy  di  f'x,  et 
nell’  equazione  (A),  ai  troverà 


, . , dr  . d*r  A*  tPy  A* 

f[ x-4-h)  — fx  ■+■  — — - A-t-  j — -+•  — r j*-t-  < 

J Jx  dx*  i.a  dx*  a.3 


(">)• 


Ed  è in  quella  guisa  che  ai  giunge  alla  formula  del  Taylor,  senza  far  uso 

dr 

del  calcolo  differenziale.  L’  espressione  , che  entra  in  questa  formula  , è il 
seguo  dell'  operazione  con  la  quale  si  ottiene  il  coefficiente  di  h uello  sviluppo  di 

d*y  d*Y 

quando  abbiamo  trovato  questo  coefficiente,  1’ espressioni  _ - , -re, 

dx * dx* 

indicano  che  la  medesima  operazione  ripetuta  ci  fari  conoscere  i coefficienti 
dell' altre  potenze  di  A;  dimodoché  noo  abbiamo  bisogno  che  di  couoscere,  cou 

dr  , , 

mezzi  ricavati  dall’Algebra,  ciò  che  de»’ essere  —J—  in  ciascuna  funzione.  Per 


esempio,  se  si  domandasse  qual  è -J—  per  la  funzione  xm  , si  svilupperebbe 

dx 


(-r-+-/</m  con  la  formula  del  binomio,  le  quale  darebbe  xm-t-/(ixm-,A-v- ic.;  e aie- 

dy  . . . 

come  — dovrebbe  indicare  il  coefficiente  della  prima  potenza  di  A,  in  questo 


sviluppo,  si  avrebbe  c=mxm~’.  Cosi,  tutto  si  riduce  a poter  trovare,  eoa 
dx 

protesti  analitici  lo  sviluppo  delle  differenti  sorti  di  funzioni  che  l'algebra  può 
presentare:  questi  processi  nou  sono  differenti  da  quelli  che  abbiamo  fatto  co- 
noscere per  sviluppare  le  diserte  funzioni  che,  eoo  ia  loro  combinazione  danno 
tutte  le  altre;  ed  è in  questo  modo  che  abbiamo  dato  gli  sviluppi  di  a*rA , di 
log(r-t-A),  dì  cos (x+A),  ec. 

i'|5.  Ecco  dunque  un  terzo  metodo,  col  quale  i principii  del  calcolo  differen- 
ziale si  trovano  dimostrati  io  una  maniera  indipendente  da  qualunque  conside- 
ratone di  limiti,  d'mfmitamente  piccoli,  o di  quantità  che  si  distruggano;  ma 
questo  metodo  nou  può  peiò  escludere  quello  dei  limili,  o degl*  infinitesimi,  per- 
che allorquando  si  giunge  all* applicazione , e che  si  vuole  , per  esempio  , deter- 
minare i volumi  o le  superficie,  rettificare  le  curve,  ovvero  ottenere  1' espressioni 
delle  suttangeiiti , sunnormali  , ec.,  siamo  sempre  obbligali  di  ricorrere  ai  limili, 
ovvero  agl’  infinitesimi. 

</t0.  Considerando  gli  sviluppi  delle  diverse  funzioni  (x*+-/i)m,ojrtA,  log  (x-f-4), 
scn(a-r4),  ec. , che  l1  Algebra  ci  offre  , siccome  queste  fuuzioui  sono  in  nurneio 
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limitatissimo,  con  facilità  si  riconosce  che,  nei  loro  sviluppi,  il  coefficiente 
della  prima  potenza  di  A non  è nè  nullo  nè  infinito,  almeno  fintanto  che  x 
conserva  il  suo  valore  indeterminato;  questo  è d'altra  parte  ciò  che  risulta 
dall*  precedente  dimostrazione.  Infatti,  supponiamo  che  si  avesse  p = o neil'equa- 
zione 

/(x-+-A)  =3/ T-hph-+-qh*-*-r/P+  ec . , 


succederebbero  due  casi  : o il  valore  di  x,  che  contiene  pt  dovrebbe  esser  dato 
da  un’  equazione  identica  , o da  un'  equazione  che  non  lo  sarebbe.  In  quest'  ul- 
timo caso,  p=zo  rappresenterebbe  un'equazione  di  un  dato  grado,  e quest'e- 
quazione non  darebbe  che  un  numero  limitato  di  valori  di  x,  il  che  sarebbe 
contro  l'ipotesi,  che  ammette  per  x un  valore  qualunque;  ma  se  />  = o,  vale 
a dire  *e  f'xx=.a  fosse  un'equazione  identica  in  x,  facendo  x = x-+-A,  si  avreb- 
be ancora f(x-^ A)  =.0;  e siccome  A,  entrerebbe  per  tutto  ove  entra  x,  quest'e- 
quazione considerata  rapporto  ad  A,  sarebbe  ancora  identicamente  nulla,  ovvero, 
in  altri  termini,  quest'equazione  avrebbe  luogo  qualunque  sia  A;  seguirebbe 
perciò  il  medesimo  del  suo  sviluppo,  che,  per  l'equazione  (g) , è 

p-+*p,A-+-p''AM-p/"Aa  -t-ec , = o ; 


ma  quando  un'equazione  di  questo  genere  è nulla,  indipendentemente  da  A, 
bisogna  che  i coefficienti  delle  differenti  potenze  di  A siano  nulli  separatamente, 
e che,  per  conseguenza,  si  abbia 

p'=o  , p"  = o,  pfn  sao,ec. 


Sostituendo  questi  valori  nell' equazioni 

p'  = a<f,  f/'s=3r,  p'"  = ^t,  ec., 

che  resultano  dall'identità  dei  termini  affetti  dalle  medesime  potenze  di  lA  di 
saA,  di  13 A,ec.,  nelle  serie  (c)  e (</),  si  otterrebbe 


q = o , r =0 , s = o , ec.  ; 

e,  siccome  inoltre  p = o,  l'equazione  («)  si  ridurrebbe  a 
/(x-t-A)=/x. 

Bisognerebbe  dunque  che  x-f-A , messo  in  luogo  di  x,  non  cangiasse  la  fun- 
zione, il  che  esigerebbe  che  questa  funzione  fosse  identica  o costante;  poiché  si  sa 
che  se  fx  tosse,  per  esempio,  di  questa  forma,  xx — a% , o di  questa , c-+-xa — a*, 
la  sostituzione  di  x-t-A  in  luogo  di  x darebbe  sempre  il  medesimo  risullamento; 
e si  vede  che,  nel  primo  caso,  la  funzione  sarebbe  identica,  e,  nel  secondo, 
si  ridurrebbe  ad  una  costante  c.  Segue  da  ciò  che  precede,  che  il  coefficiente 
della  prima  potenza  di  A non  può  esser  nullo  nello  sviluppo  generale  di  /*(x-+-A). 

Non  sarebbe  meno  assurdo  di  supporre  questo  coefficiente  infinito,  poiché  il 
secondo  membro  dell'equazione  (o)  divenendo  infinito,  il  primo  membro  lo 
sarebbe  ancora,  vale  a dire  che  si  avrebbe 

/(x-+-A)=*  ; 

e siccome  /(x-t-A,  si  compone  in  x-t-A , come  fx  si  compone  in  x,  il  termine 
che,  in  J\  e-4-A)  renderebbe  quest’ espressione  infinita,  dovrebbe  rendere  ancora 
infinita  fx.  Per  esempio,  se  _/*(x-f-A)  contenesse  un  termine  qualunque  della 
A 

forma  7 7—,  che  è infinito,  è elidente  che  si  dovrebbe  avere  in  fxy 

(x-*-A)— (x-+-A) 

Di*.  di  àfat.  Voi  III  C} 
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il  termine  il  quale  farebbe  ancora  infinito.  Segue  da  ciò  che  la  funzione 

x — x 

proposta  sarebbe  infinita,  il  che  non  supponiamo. 

1 47-  L' espressioni  f'x , f'x , ^"x , ec. , sono  ciò  che  il  Lagrange  chiama 
funzione  prima  , funzione  seconda  , f unzione  terza  , ec.,  ili  x , e in  generale 
ne  sono  le  funzioni  derivate.  11  Lcgrange  indica  ancora  le  funzioni  derivate  iu 

dy  , dxy  rf  d*y 

~ ~ ~ -r—r  COR 

«IX3 


in  un  altro  modo,  vale  a dii  e sostituendo 


dx 


C°°  r ' d^  C°°  T 


y'n  e così  di  seguito. 

Stabilito  il  teorema  del  Taylor  nel  modo  che  abbiamo  indicato,  il  Lngrange 
passa  a dedurre  dal  medesimo  tutte  le  altre  regole  del  calcolo  differenziale, 
siccome  però  i limiti  di  quest1  opera  c’impediscono  di  poter  esporre  ancora  queste 
regole  secondo  questo  sistema,  così  quei  lettori  che  vorranno  esaminarle  nel  suo 
completo  potranno  valersi  delle  seguenti  opere. 

Lagrange,  Lecons  sur  le  Calcul  des  Fonctions , Parigi,  1808;  Idem,  T Udor  i e 
des  Fonctions  analytiqucs , Paris,  i8i3  in-4  i Brunacci  Matematica  sublime , 
voi.  4,  Fireoze,  i8o5  e segg.  Antonio  Bordoni,  Lezioni  di  calcolo  sublime , 
voi.  a in-8,  Milano  i83r , ec. , co. 

1 48.  In  tutto  ciò  che  precede,  abbiamo  considerato  le  differenze  successile 
nell’ordine  diretto,  vale  a dire  passando  dalla  prima  alla  seconda,  dalla  seconda 
alla  terza  e così  di  seguito,  ed  abbiamo  formato  così  una  serie  di  funzioni  derivate 


<p* 

o (px 

A yx 

d rj  x 

A1?  x 

d%y  x 

A*  y x 

(Py  X 

ec. 

ec. 

questa  formazione  successiva  delle  differenze  nell’ ordine  diretto,  conduce  come 
P abbiamo  di  già  detto,  alla  considerazione  opposta  dalla  loro  formazione  nel- 
l'ordine inverso;  ora,  il  problema  di  costruire  la  differenza  Aasx,  per  esempio,  per 
mezzo  della  differenza  superiore  A5 ©x  è 1’ oggetto  generale  «lei  calcolo  integrale . 
Si  chiama  integrale  o somma  la  differenza  presa  neU’ordiue  inverso.  Così, 

2 essendo  lo  caratteristica  dell’integrale  per  le  dilTcrenzc  finite,  e J*  quella 

dell’ integrale  per  le  differenziali , si  scrive 


sl 

[a»?*] 

| =d*5X 

f[d>?x]  = 

:d*yx , 

2I 

A»?*j 

ss  A yx 

/[*?*]  = 

d?x. 

’l 

A ij 

= ? x 

S{d*x]= 

■ yx 

con 

indici 

negatisi  , 

*i 

[ H 

| = A-?* 

SI  H- 

zd-'yx, 

A~‘yx 

J si-1)! 

= d~xyx  , 

•i 

A--V.r 

J ss  A-3  a x 

= d~*  y x , 

Digitized  by  Google 


si  In  egualmente 


ij  l[Asfx]  }=x[a»,«]  = A?x 

/j  J'[  -P * ] } = /[«**?*]«=**?* 

X*  A*  ? x =x  A yx  d,fx=xdfx 


in  generile 


j = 4,'"f*l  J £ <f  fi  = *. 

Come  ancori  1'  espressioni 

r(jl)ed-";*,  J ( ?*)  e d~mfx 
sono  equivalenti. 

sfo.  Applicando  queste  considcraiioni  alla  legge  fondamentale  (A)  (n.*  ispessa 
diventa  per  il  caso  delle  differenziali  inverse  o degl’integrali 

f ^ Fx./x  ^ = Fx  ("  /x  — ™ JFx  . J /x 
H.^^rfsFx.J”-/x 


I . 2 

m ( w — 1)  (m — 2) 


1.2.3 


/•  m-J 

.^Fx.j  /* 


ec. 


molliplicMndo  i due  membri  per  dxm. 

Le  applicazioni  di  questa  legge,  come  pure  tulio  ciò  che  si  riferisce  al  cal- 
colo delle  differente  inverse , si  troveranno  all'articolo  Calcolo  integialb. 

1 5o.  Ci  rimarrebbe  da  esaminare  col  calcolo  infinitesimale  il  caso  in  cui  le 
funzioni  che  si  vuole  differenziare,  contenessero  piti  variabili,  ma  questo  caso 
non  presenta  veruna  difficoltà  , e si  può  concludere  dai  principii  precedenti  che 
la  differenza  di  una  funzione  F (x%jr%  *,  cc.)  di  un  numero  qualunque  di  va- 
riabili riceve  per  T accrescimento  particolare  di  ciascuna  variabile  un  accresci- 

mento  distinto;  cojì  indicando  come  è l1  uso  con  f — — J l' accrescimento  o 

la  differenza  della  funzione  F corrispondente  all'accrescimento  dx  della  varia- 
a#  ^F  \ 

bile’x,  con^.^ - jdy  1' accrescimento  o ls  differenza  della  funzione  F corri- 
spondente all' accrescimento  dy  della  variabile  y,  la  differenza  generale  sarà  la 
somma  di  queste  differenze  particolari,  cd  avremo 

T (xi  X i *1  ec')  — (£)  .dx-y(£).dy 


d?( 
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Vale  a «lire,  rlie  la  differenza  totale  si  trova  prendendo  la  somma  delle  diffe- 
renze prese  per  ciascuna  vanghile  in  particolare,  come  se  tulle  le  altre  fossero 
costa  oli. 

Sia  per  esempio  / 

F(  x,  y ) = jp+-3x%y-i-2xy% 

cominciando  dal  differemiare  come  se  y fosse  costante,  avremo  da  una  parie 


,d  F ( j.  r \ 

\ dx  ) ' 


dx  as  Jj'V* 


e dall'  altra , differenziando  come  *e  x fosse  costante 


("* ) . djr  = Ix'dy+^xydy 


donde,  avremo  per  la  differenziale  generale 

rfF(x,^*)  ss:  (3 Jr*-+-6xf  4-3/*)<Lr-4-(3xa4-$x/)rfj  ....  (z). 
Infatti,  dalla  costruzione  medesima  delle  differenze,  si  ha 


<*F(x,r)=F  (jr-Hfx , r+dy)  - F(x,/) 
vale  a dire,  nell'  esempio  che  ci  occupa 

(x-H«/x)*-4-3(a ?-*-dx)%  {y-t-dy)  -4-  2 (x-bdx,[y-+-'fy)%  — 

— x*-3xa/— 3xja 
ovvero  sviluppando  i prodotti 

x**-v-3xa</x-+-3x  . dx%  -4-r/x3 
-4-3 x*y  -+-6xy  . dx  -4-3 ydx% 

•4-3xat/y-+  Gxdxdy  -4-3  dy  dx a 
-4-2xya  -f*aj }%dx 

-+-\xydy  +\ydxdy 
-4-2 xdy%  -4-2  dxdy2 

— x3  — 3xa/  — 2xy* 

operando  le  sottrazioni  e togliendo  tulle  le  quantità  indefinitamente  piccole  de- 
gli ordini  superiori  al  primo,  rimane 

3xa</x-f- Sxydx-h  2j*a dx -4- 3 xa  dy-h l\  x dy 
il  che  è identico  con  l'espressione  (z). 

Vedremo  all' articolo  Skbie  come  si  possano  estendere  alle  funzioni  di  più  va- 
riabili i teoremi  del  Taylor,  del  Maclaurin,  del  Paoli  , ed  altri  su  ora  più  ge- 
nerali. 

i5i.  La  scoperta  del  calcolo  differenziale  è stata  P oggetto  di  una  lunga  con- 
testazione che  in  altra  parte  di  questo  dizionario  avremo  occasione  di  ri|>ortare 
( Vedi  Leibnizio  e Newton),  e quantunque  sia  al  giorno  d'oggi  dimostralo  al- 
l'ultima evidenza  che  l'accusa  di  plagio  di  cui  gl'inglesi  hanno  voluto  colpire 
Leibnizio,  non  riposa  sopra  alcun  fondamento,  noi  non  ci  serviremo  degli  argo- 
menti che  gli  storiti  francesi  e tedeschi  delle  matematiche  hanno  accumulato 
per  vendicare  la  sua  memoria.  Secondo  noi  la  gloria  del  Leibnizio  resta  pura  e 
inattaccabile  poiché  non  solamente  quest' grande  uomo  ha  il  primo,  proJullo  il 
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calcolo  differenziale , ma  esso  è ancora  il  primo  che  abbia  compreso  la  natura 
astralta  «li  quoto  calcolo;  e i suoi  infinitamente  piccoli  dei  diversi  ordini, 
sono  una  concezione  filosofica  di  un  ordine  ben  superiore  a quella  dell ejlustioni 
del  Newton.  Ammettendo  dunque  il  che  pare  assai  probabile  cbe  ciascuno  di 
questi  geometri  sia  giunto  con  la  sola  forza  del  suo  genio  alla  scoperta  di  un 
medesimo  metodo  di  culcolo , al  Leibnizio  però  appartiene  l'onore  di  essersi  ele- 
valo fino  ai  veri  priuripii  metafisici  di  questo  metodo,  e di  averlo  cosi  costi- 
tuito uno  dei  rami  fondamentali  delia  scienza  dei  numeri. 

Non  crediamo  far  cosa  discara  al  pubblico  col  chiudere  quest'articolo  dando 
un'  idea  dei  diversi  metodi  usati  dagli  antichi  e dai  moderni  per  supplire  al- 
1*  analisi  infìuitedroale  estraendo  tali  idee  dall'opera  dell'illustre  Carnot  sopra 
la  metafìsica  del  calcolo  infinitesimale. 

i5a.  Il  primo  metodo  che  si  presenta  è il  cosi  detto  metodo  di  esaustone, 
questo  era  quello  del  quale  si  servivano  gli  antichi  nelle  loro  ricerche  difficili, 
e particolarmente  nella  teoria  delle  linee  e superfìcie  curve,  e nella  valutazione 
dell' aree  e dei  volumi  cbe  esse  contengono.  Siccome  essi  non  ammettevano 
che  dimostrazioni  perfettamente  rigorose,  essi  non  credevano  di  poter  conside- 
rare le  curve  come  poligoni  di  un  grandissimo  numero  di  Iati;  ma  allorquando 
volevano  scoprire  le  proprietà  di  una  fra  di  loro,  la  riguardavano  come  il  ter- 
mine fìsso  al  quale  i poligoni  ins- ritti  e circoscritti , si  avvicinano  continuamente, 
e tanto  quanto  si  vuole,  a misura  che  si  aumenta  U numero  «lei  loro  lati.  Con 
ciò  essi  annientavano  in  qualche  modo  lo  spazio  compreso  fra  questi  poligoni  e 
la  curva,  il  che,  senza  dubbio,  fece  dare  a questo  sistema  il  nome  di  metodo 
dì  esaustione. 

Siccome  questi  poligoni  terminali  da  linee  rette  erano  figure  conosciute,  il  loro 
avvicinarsi  continuamente  alla  curva  dava  di  questa  un'idea  di  più  in  più  pre- 
cisa e la  legge  di  continuità  servendo  di  guida,  si  poteva  finalmente  giungere  alla 
conoscenza  esalta  della  sua  proprietà. 

Ma  non  bastava  ai  geometri  di  aver  riconosciuto  e come  indovinalo  queste 
proprietà;  bisognava  verificarle  in  un  modo  incontestabile,  e questo  lo  facevano 
provando  cbe  qualunque  supposizione  contraria  all' esistenza  di  queste  medesi- 
me proprietà  conduceva  necessariamente  ad  una  qualche  contradizione  ; questo 
è il  motivo  perchè  essi  davano  a questo  genere  di  dimostrazione  il  nome  di,  ri - 
dazione  a/t* assurdo. 

* 53.  Fu  in  questa  guisa  cbe  avendo  cominciato  da  stabilire  che  l'aree  dei  po- 
ligoni simili,  stanno  fra  loro  come  i quadrati  delle  loro  linee  omologhe,  essi 
hanno  concluso  che  i circoli  di  raggi  differenti  slatino  fra  loro  come  i quadrati 
di  questi  raggi  ; che  è la  seconda  proposizione  del  secondo  libro  di  Euclide.  L'aua- 
logia  gli  ha  condotti  a questa  conclusione,  immaginando  in  questi  circoli , dei 
poligoni  regolari  inscritti  di  un  medesimo  numero  di  lati.  Mentre,  siccome  au- 
mentando (pianto  »i  vuole  il  numero  di  questi  lati,  le  loro  aree  rimangono  sem- 
pre fra  loro  come  i quadrati  dei  raggi  de' circoli  circoscritti,  essi  hanno  con  fa- 
cilità riconosciuto  che  la  medesima  cosa  doveva  necessariamente  aver  luogo,  per 
i circoli  medesimi  a cui  questi  poligoni  si  avvicinaoo  continuamente,  e fino  a 
differirne  tanto  poco  quanto  si  vuole;  ma  ciò  non  bastava,  bisognava  dimostrare 
rigorosamente  che  la  cosa  era  realmente  così;  e questo  è ciò  che  fecero  provan- 
do che  qualunque  supposizione  contraria  faceva  necessariamente  cadere  iu  un'as- 
surdità. 

Gli  antichi  hanno  dimostralo  nella  medesima  maniera,  che  i volumi  delle  sfere 
stanilo  fra  loro  come  i cubi  dei  loro  diametri;  che  le  piramidi  della  medesima 
altezza  stanuo  come  le  loro  basi,  che  il  cono  è il  terzo  di  un  cilindro  della  me- 
desima base  c della  medesima  altezza. 
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Spesso,  per  meglio  discutere  il  loro  oggetto,  gli  antichi  introducevano  nel  me- 
desimo tempo  come  ausiliari,  i poligoni  incritti  e i poligoni  circoscritti , che 
paragonavano  gli  uni  agli  altri.  Con  ciò  essi  riserravano  sempre  più  la  curva 
compresa  fra  queste  figure  rettilinee,  e si  rendevano  con  maggior  facilità  pa- 
droni delle  proprietà  di  questa  grandezza  media. 

i 5jJ-  Essi  usavano  egualmente  riguardo  alle  superficie  curve  e ai  volumi  dei 
corpi.  Essi  gl' immaginavano  nel  medesimo  tempo  inscritti  e ciscosrritti  ad  altre 
superficie,  delle  quali  essi  aumentavano  gradatamente  il  numero  dei  lati  e delle 
zone,  in  modo,  da  riserrare  sempre  più  fra  gli  uni  e le  altre,  la  superficie  pro- 
posta. La  legge  di  continuità  loro  indicava  ancora  le  proprietà  di  questa  figura 
media  , ed  essi  le  verificavano  per  mezzo  della  riduzione  all' assurdo,  assicurandosi 
con  una  dimoitrazione  rigorosa,  che  qualunque  supposizione  contraria  conduceva 
infallibilmente  a qualche  contradizione. 

È iu  questa  guisa  che  Archimede  ha  dimostrato  che  la  superfìcie  convessa  di 
un  cono  retto,  è eguale  all’area  del  circolo  che  ha  per  raggio  la  media  propor- 
zionale, fra  il  lato  del  cono  e il  raggio  del  circolo  delia  base;  che  l'area  totale 
della  sfera  è quadrupla  di  uno  dei  suoi  circoli  grandi , e che  quella  di  una  qua- 
lunque delle  sue  zone,  è eguale  alla  circonferenza  del  grau  circolo,  moltiplicala 
per  1’  altezza  di  questa  zona. 

Per  mezzo  ancora  della  riduzione  all’assurdo  gli  antichi  estendevano  alle  quan- 
tità incommensurabili  i rapporti  che  essi  avevano  scoperti  fra  le  quantità 
commensurabili.  Questa  dottrina  è certamente  bellissima  e molto  preziosa;  essa 
porta  in  se  il  carattere  della  più  perfetta  evidenza,  e non  permette  che  si  perda 
di  vista  il  suo  oggetto:  questo  era  il  metodo  d'invenzione  degli  antichi,  esso  è 
ancora  utilissimo  al  giorno  d’oggi,  perchè  esercita  il  giudizio,  accostuma  al  ri- 
gore delle  dimostrazioni,  e contiene  il  germe  dell'analisi  infinitesimale. 

» 55.  Osservando  con  attenzione  i processi  del  metodo  di  esaustone  , vediamo 
che  essi  si  riducono  sempre  ad  introdurre  quanlità  ausiliari  nella  ricerca  delle 
proprietà  o delle  relazioni  di  quelle  che  sono  proposte:  queste  sono  considerale 
come  i termini  estremi  di  cui  i primi  ai  suppongono  avvicinarsi  continuamente , 
e la  legge  di  continuità  che  essi  seguono  in  questo  avvicinamento,  indica  le  mo- 
dificazioni con  le  quali  possiamo  passare  dalle  proprietà  conosciute  di  queste  au- 
siliari, alle  proprietà  fino  allora  incognite  delle  quanlità  proposte.  • 

Il  metodo  d' esaustone  ha  perciò  essenzialmente  il  medesimo  scopo,  e segue 
nel  suo  cammino  i medesimi  principii  dell'analisi  infinitesimale.  Ed  è aempre  il 
medesimo  sistema  ausiliare  di  quantità  conosciute,  legato  da  una  parte  a quello 
che  si  cerca  di  conoscere,  nel  mentre  che  da  un’altra  parte,  rimane  a questo  si- 
stema 'ess-d  d'  arbitrario  perchè  si  possa  a piacere  avvicinarlo  per  gradi  al  siste- 
ma proposto,  il  che  fa  conoscere  per  induzione  le  relazioni  cercale.  Non  rimane 
più  allora,  che  constatare  la  certezza  di  queste  relazioni,  e questo  è ciò  che  si 
ottiene  per  mezzo  della  riduzione  all'assurdo. 

«56.  Il  Newton  fece  fare  un  gran  passo  a questa  dottrina,  per  mezzo  della 
sua  teoria  delle^ prime  e dell' ultime  ragioni,  che  sono  esattamente  ciò  che  fa 
conoscere  la  legge  di  continuità  nel  ravvicinamento  graduale  del  sistema  ausi- 
liare col  sistema  indicato.  Con  questa  nuova  teoria  , egli  estese  i principii  del 
metodo  di  esaustone  e ne  rese  più  semplici  i suoi  processi,  sbarazzandolo  dalla 
necessità  che  si  era  imposto,  di  constatare  sempre  per  mezzo  della  riduzione 
all'assurdo,  l'esattezza  delle  relazioni  che  c>so  giunge  a scoprire,  e provando 
che  queste  relazioni  sono  sufficientemente  stabilite,  dal  modo  medesimo  impie- 
galo per  ottenerle.  Questo  è ciò  che  infatti  annunzia  il  Newton,  nel  terminare  di 
esporre  questa  teoria,  n Ho  cominciato,  dice  egli,  da  questi  lemmi  , per  evitare 
w di  dedurre  delle  lunghe  di  mostrar,  ioni  per  mezzo  dell’assurdo,  secondo  il  me- 
si todo  degli  antichi  geometri,  w 
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Questo  grami'  uomo  fece  fare  in  seguilo,  un  secondo  passo  molto  più  conside- 
Tabile  ancora  a questa  dottrina,  riducendo  il  suo  metodo  delle  prime  ed  ultime 
ragioni , in  un  algoritmo  regolare,  col  suo  calcolo  delle  flussioni.  Per  mezzo  di 
questo  calcolo,  esso  introdusse  nell' analisi  algebrica,  non  solamente  queste  prime 
ed  ultime  ragioni,  ma  ancora  i loro  termini  separatamente  presi,  vale  a dire, 
isolatamente  il  numeratore  e il  denominatore  della  frazione  che  rappresenta 
ciascuna  di  loro,  modificazione  della  più  alta  importanza,  a motivo  dei  nuovi 
mezzi  di  trasformazione  che  essa  somministra.  Sopra  a ciò  ritorneremo  in  se- 
guito. 11  Newton  non  ebbe  però  solo  questa  gloria,  esso  la  divise  col  Leihuiiio, 
il  quale  ebbe  di  più  il  vantaggio  di  pubblicate  il  suo  algoritmo  il  primo,  e ch« 
essendo  stato  potentemente  secondato  da  altri  geometri  celebri  che  abbracciarono 
subito  il  suo  metodo,  gli  fecero  fare  progressi  molto  più  rapidi,  che  non  potette 
farne  nei  medesimo  tempo  il  calcolo  delle  flussioni. 

II  Cavalieri  fu  il  precursore  dei  sapienti  ai  quali  dobbiamo  Panalisi  in- 
finitesimale ; egli  ne  aprì  loro  la  carriera  con  la  sua  Geometria  de &l'  indivi- 
sibili. 

Nel  metodo  degli  indivisibili,  si  considerano  le  linee  come  composte  di  punti, 
le  superficie  come  composte  di  linee,  i volumi  come  composti  di  superficie. 

Queste  ipotesi  sono  assurde  certamente,  e non  dobbiamo  impiegarle  che  con 
circospezione,  ma  bisogna  considerarle  come  mezzi  di  abbreviazione,  per  mezzo 
dei  quali  si  ottiene  prontamente  e facilmente,  in  molti  casi , ciò  che  non  si  po- 
trebbe scoprire  che  con  processi  lunghi  e spinosi,  seguendo  strettamente  il  me- 
todo di  esaustone.  Se  per  esempio  si  tratta  , di  prosare  che  due  piramidi  della 
medesima  base  e della  medesima  altezza  hanno  ancora  i medesimi  volumi.  Si 
considerano  come  composte  1’  una  e l'altra  di  un'infinità  di  superficie  piane 
egualmente  distanti,  che  ne  sono  gli  elementi;  ora,  siccome  questi  elementi  so- 
no eguali  ciascuno  a ciascuno,  e che  il  loro  numero  é il  medesimo  da  una  parie 
e dall'  altra  , se  ne  conclude  che  i volumi  delle  piramidi  che  sono  le  somme  re- 
respetlive  di  questi  elementi,  sono  eguali  fra  loro. 

«58.  Sia  AB  ( Tao.  CV,Jìg.  1 ) il  diametro  di  un  semicircolo  ACB;  sia  ÀBFD 
il  rettangolo  circoscritto,  CG  il  raggio  perpendicolare  a DF  ; siano  di  più  con- 
dotte le  due  diagonali  CD,  CF  , e finalmente  da  un  punto  qualunque  m della 
retta  AD,  si  conduca  la  rei  la  mnpg  perpendicolare  a CG  , la  quale  taglierà  la 
circou  fere  tua  al  giunto  n , e la  diagonale  CD  al  punto  p. 

Concepiamo  che  tutta  la  figura  giri  intorno  di  CG  come  asse,  il  quarto  di 
circolo  ACG  genererà  il  volume  della  sfera  dì  cui  il  diametro  e AB,  il  rettan- 
golo ADCG  genererà  il  cilindro  retto  circoscritto,  vale  a dire  avente  il  mede- 
simo diametro;  il  triangolo  isoscele  rettangolo  CGD  genererà  un  cono  rette 

avente  le  linee  eguali  CG,  DG,  per  altezza  e per  raggio  della  sua  base;  e fi- 

nalmente le  tre  rette  o segmenti  di  retta  mg , ng , pg , genereranno  ciascuna  un 
circolo  il  di  cui  centro  sarà  al  punto  g. 

Ora  il  primo  di  questi  tre  circoli  è 1' elemento  del  cilindro , il  secondo  é l'ele- 
mento della  semisfera  e il  terzo  del  cono. 

Di  più  1' aree  di  questi  circoli  essendo  come  i quadrali  dei  loro  raggi,  e que- 
sti tre  raggi  potendo  visibilmente  formare  l' ipotenusa  e i due  piccoli  lati  di  un 
triangolo  rettangolo,  è evidente  che  il  primo  di  questi  circoli  è eguale  alla  som- 
ma degli  altri  due:  vale  a dire,  che  l’elemento  del  cilindro  è eguale  alla  som- 

ma degli  elementi  corrispondenti  della  semisfera  e del  cono,  e siccome  segue  lo 
stesso  di  tutti  gli  altri  elementi,  ne  viene  ebe  il  volume  totale  del  cilindro;  è 
eguale  alla  somma  del  volume  totale  della  semisfera,  e del  volume  totale  del  cono. 

Ma  si  sa  d’  altra  parie  che  il  volume  del  cono  è il  terzo  di  quello  del  cilin- 
dro; dunque  quello  della  sfera  ne  è i due  terzi:  dunque  il  volume  della  sfera 
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intero  è i due  terzi  del  volume  del  cilindro  circoscritto,  come  fu  scoperto  ancora 
da  Archimede. 

i5q.  Il  Cavalieri  avvertì  ben  positivamente  che  il  suo  metodo  non  è che  un 
corollario  del  metodo  di  esa ustione  ; ma  egli  confessa  che  non  saprebbe  darne  una 
dimostrazione  rigorosa.  I gran  geometri  che  lo  seguirono  ne  compresero  ben  to- 
sto lo  spirito;  esso  fu  in  gran  voga  fra  loro,  fino  alla  scoperta  dei  nuovi  calcoli, 
e questi  non  tennero  conto  delP  obiezioni  che  si  elevarono  contro  di  esso  allora, 
come  i Beni  nulli  non  lo  tennero  di  quelle  che  si  elevarono  dopo  contro  P ana- 
lisi infinitesimale.  A questo  metodo  degl*  indivisibili  tono  debitori  Pascal  e il  Ro- 
berval  dei  successi  delle  loro  profonde  ricerche  sopra  la  cicloide,  ed  ecco  coma 
il  primo  di  questi  autori  famosi,  si  espresse  relativamente  a ciò: 

* Ho  voluto  fare  questo  avvertimento,  per  provare  che  lutto  ciò  che  è dimostrato 
n dalle  vere  regole  degl’  indivisibili,  si  dimostrerà  ancora  a rigore  e alla  maniera 
si  degli  antichi;  e che  uno  di  questi  metodi  non  differisce  dall1  altro  che  per  la 
w maniera  di  parlarne,  il  che  non  può  offendere  le  persone  ragionevoli,  quando 
rt  una  volta  sono  avvertite  di  quello  che  con  ciò  s'intende.  Ed  é per  questo  che 
n in  seguito  non  farò  alcuna  difficoltà  di  usare  di  questo  linguaggio  degl1  indivi- 
si sibili,  la  somma  delle  linee  o la  somma  dei  piani  ; non  farò  alcuna  diffi- 
di colli  di  usare  di  quest’espressione,  la  somma  dell'  ordinate , il  che  sembra 
« non  essere  geometrico,  a quelli  che  non  intendono  la  dottrina  degPiodivisi- 
rt  bili,  e che  a’  immaginano  che  sia  peccare  contro  la  geometria,  di  esprimere  un 
ss  piano  per  un  numero  indefinita  di  linee;  il  che  non  dipende  che  dalla  loro 
si  mancanza  d1  intelligenza,  poiché  con  ciò  non  s’  intende  altra  cosa,  se  non  che 
ss  la  somma  di  un  numero  indefinito  di  rettangoli  , fatti  da  ciascuna  ordinata 
ss  con  ciascuna  delle  piccole  porzioni  eguali  del  diametro,  di  coi  la  somma  é 
ss  certamente  un  piano.  Di  modo  che  quando  si  parla  della  somma  di  una  mo/- 
ss  titubine  indefinita  di  linee , si  ha  sempre  riguardo  ad  una  data  retta,  per  le 
ss  porzioni  eguali  e indefinite  della  quale  esse  siano  moltiplicate. 

ss  Ecco  certamente  più  di  quello  ebe  era  necessario,  per  fare  intendere  che  il 
ss  senso  di  queste  sorti  di  espressioni , la  somma  delle  linee  , la  somma  dei 
ss  piani , ec. , non  è che  rigorosamente  conforme  alla  pura  geometria,  ss 

160.  Questo  periodo  inerita  osservazione,  non  solamente  perche  prova  che 
i geometri  sapevano  benissimo  apprezzare  il  merito  del  metodo  degli  indivisi- 
bili, ma  anco- a perchè  prova  che  la  nozione  dell’ infinito  matematico  nel  senso 
medesimo  che  gli  si  attribuisce  al  giorno  d’oggi,  non  era  estraneo  a questi 
geometri;  poiché  è evidente  per  quello  abbiamo  citato  del  Pascal  , che  esso  at- 
taccava alla  parola  indefinito  l’ istcssa  significazione  che  noi  aliai  chiamo  alla  parola 
infinito y che  egli  chiamava  semplicemente  piccolo  ciò  che  per  noi  si  chiama  in/f- 
nitn  mente  piccolo , e che  trascuiava  senza  scrupolo  queste  piccole  quautilà  a fronte 
delle  quantità  finite:  mentre  si  vede  che  il  Pascal  riguardava  come  semplici  ret- 
tangoli i trapezii  o piccole  porzioni  dell  area  della  curva  comprese  fra  due  ordi- 
nale consecutive,  trascurando  per  conseguenza  i piccoli  triangoli  inistilinei  che 
hanno  per  basi  le  differenze  di  quote  ordinale.  Però  veruno  ha  tentato  di  rim- 
proverare al  Pascal  il  suo  difetto  di  severità. 

Il  Roberval  impiega  continuamente  1*  espressioni  egualmente  di  infinito  e 
«!'  infinitamente  piccolo , nel  senso  che  gli  diamo  al  giorno  d’oggi,  e dice  for- 
malmente che  si  deve  trascurare  le  quantità  infi  tritamente  piccole  a fronte  delle 
quantità  finite,  e queste  a fronte  delle  quantità  infinite. 

Si  sapeva  dunque  fin  da  quel  tempo  che  il  metodo  degl’ iodivisibili , e tutti 
quelli  del  medesimo  genere  che  si  potrebbero  immaginare,  non  erano  altro  che 
formule  di  abbreviazioue , utilissime  per  eludere  le  lunghezze  del  metodo  «li 
trsauslione  , senza  nuocere  in  alcun  modo  all1  esattezza  dei  suoi  risultamene. 
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I geometri  che  tono  venuti  in  seguito  se  ne  servivano  egualmente  da  lungo 
tempo,  quando  i calcoli  differenziale  e integrale  furono  immaginali.  Non  deve 
dunque  fare  stupore  che  il  Leibnizio  non  si  sia  dato  pena  di  dimostrare  rigo- 
rosamente un  principio  che  era  considerato  come  assioma.  Le  obiezioni  non 
si  sono  elevate  contro  questo  principio  che  quando  esso  è statof ridotto  in  algo- 
ritmo, come  se  si  fosse  avuto  dispiacere  che  le  strade  scientifiche  tanto  difficili 
a percorrersi,  fossero  diventate  tutto  ad  un  tratto  piane  e accessibili  a tutto  il 
mondo.  Termineremo  queste  osservazioni  con  uno  o due  esempii. 

i G s . L'algebra  ordinaria  insegna  a trovare  la  somma  di  un  seguito  qualunque 
di  termini  presi  nella  serie  dei  numeri  naturali;  la  somma  dei  loro  quadrali, 
quella  dei  loro  cubi,  ec.,  e questa  couoseetiza  dà  alla  geometria  degl'indivi- 
sibili il  mezzo  di  valutare  1'  area  di  un  gran  numero  di  figure  rettilinee  c cur- 
vilinee,  e i valori  di  un  gran  numero  di  corpi. 

Sia  per  esempio  un  triangolo:  abbassiamo  dal  suo  vertice  sopra  la  base  una 
perpendicolare,  dividiamo  questa  perpendicolare  in  un'infinità  di  parli  eguali, 
• conduciamo  da  ciascun  punto  di  divisione  una  retta  paralella  alla  base,  e che 
sia  terminata  ai  due  altri  lati  dei  triangolo. 

Seguendo  i principii  della  geometria  degl’indivisibili,  possiamo  considerare 
l'area  del  triangolo  come  la  somma  di  tulle  le  paralelle  che  si  considerano  come 
gli  elementi;  ora,  per  la  proprietà  del  triangolo  queste  rette  sono  proporzio- 
nali alle  loro  distanze  dal  vertice,  dunque  l'altezza  essendo  supposta  divisa  in 
parli  eguali,  queste  paralelle  crescono  in  progressiooe  aritmetica  o per  diffe- 
renza , di  cui  il  primo  termine  è zero. 

Ma  in  qualunque  progressioue  per  differenza  di  cui  il  primo  termine  sia  zero, 
la  somma  di  tutti  i termini  è eguale  all'  ultimo  moltiplicata  per  la  metà  del 
numero  di  questi  termini.  Ora,  qui  la  somma  dei  termini  è rappresentata  dall’area 
del  triangolo,  l’ultimo  termine  per  la  basa  e il  numero  dei  termini  per  l'al- 
tezza. Dunque  l’area  di  qualunque  triangolo  i eguale  al  prodotto  della  sua  base 
per  la  metà  della  sua  altezza. 

i6a.  Si  abbia  una  piramide  : abbassiamo  una  perpendicolare  dal  suo  vertice 
sopra  la  base,  dividiamo  questa  perpendicolare  in  un’  infinità  di  parti  eguali,  e 
per  ciascun  pnnto  di  divisione  facciamo  passare  un  piano  paralello  alla  base  di 
questa  piramide. 

Seguendo  i principii  della  geometria  degl’indivisibili,  l’intersezione  di  cia- 
scuno di  questi  piani  col  volume  della  piramide  sarà  uno  degli  elementi  di  questo 
volume,  e questo  non  sarà  altra  cosa  che  la  somma  di  tutti  questi  elementi. 

Ma  per  le  proprietà  della  piramide,  questi  elementi  stanno  fra  loro  come  i 
quadrati  delle  loro  distanze  al  vertice.  Chiamando  dunque  B la  base  della  pira- 
mide , H la  sua  altezza,  b uno  qualunque  degli  elementi  dei  quali  abbiamo  par- 
lato, li  la  sua  distanza  al  vertice,  c V il  volume  della  piramide,  si  avrà 

B : 6 : : H»  : A», 

dunque 


Dunque  V che  è la  somma  di  tutti  questi  elemeuti , è eguale  alla  costante 

B . , 

•jj—  moltiplicala  per  la  somma  dei  quadrali  A1;  e poiché  le  distanze  h crescono 

in  prngrejiione  per  differenza  di  cui  il  primo  termine  è zero  e l'ultimo  II, 
Uiz.  di  Mal.  Voi.  III.  65 


Digitized  by  Google 


514  DIF 

ville  a dire  come  i nomeri  naturali  eia  o fino  ad  H,  le  quantità  /<*  rappresen- 
teranno i loro  quadrati  da  o fino  ad  111. 

Ora  r algebra  ordinaria  insegna  che  la  somma  dei  quadrati  dei  numeri  natu- 
rali da  o fino  ad  H1  inclusi vaniente  è 


2H8-H3IP-+-IÌ 

6 


Ma  qui  il  numero  U essendo  infinito,  tutti  i termini  che  seguono  il  primo  nel 
numeratore  spariscono  a fronte  di  questo  primo  termine:  dunque  questa  somma 

«lei  quadrali  si  riduce  a — H3. 

p 

Moltiplicando  perciò  questo  valore  per  la  costante  — a trovata  di  sopra,  si  avrà 
per  il  volume  cercato 

V=  -i.  BU  ; 


vale  a dire,  che  il  volume  della  piramide  è il  terzo  del  prodotto  della  sua  base 
per  la  sua  altezia. 

Si  prova  con  un  metodo  simile,  che  in  generale,  Pare»  di  qualunque  curva 
che  ha  per  equazione 

aym  = xn , 
è 


m 

m-i-n 


.XT; 


Y rappresentando  l'ultima  ordinata,  X P ascissa  che  gli  corrisponde,  m,  ed  n 
degli  esponenti  qualunque,  interi,  frazionari,  positivi  o negativi. 

Cosi  il  metodo  degl'  indivisibili  supp]isce*in  certo  modo  al  calcolo  integrale; 
possiamo  considerarlo  come  corrispondente  alP  integrazione  dei  znonomii,  il  che 
era  certamente  una  gran  scoperta  al  tempo  del  Cavalieri. 

i63.  Esaminando  il  metodo  degl' indeterminati  del  Descartes,  sembra  che  esso 
toccasse  ben  da  vicino  Panatisi  infinitesimale,  o piuttosto  pare  che  P analisi 
infinitesimale  non  sia  altra  cosa  che  una  felice  applicazione  del  metodo  degl' in- 
determinati. , 

Il  principio  fondamentale  del  metodo  degl’  indeterminati , ossia  dei  coefficienti 
indeterminati,  consiste  in  ciò  che  se  si  ha  un'equazione  di  questa  forma 

À-+-Bx-+-Cxa-+-Dx5-+-  ec.  = o.  , 

nella  quale  i coefficienti  A,  B,  C,  ec.  siano  costanti,  e x una  quantità  varia- 
bile che  possa  supporsi  tanto  piccola  quanto  si  vuole;  bisogna  necessariamente 
«he  ciascuno  di  questi  coefficienti  preso  separatamente  sia  eguale  a zero;  vale  a 
dire,  che  si  abbia  sempre 

Aso,  B = o , C = o , ec., 

qualunque  sia  d'altronde  il  numero  dei  termini  di  quest'equazione. 

Infatti,  poiché  si  può  supporre  x tanto  piccolo  quanto  si  vuole,  potremo  an- 
cora rendere  tanto  piccola  quanto  vorremo  la  somma  di  tutti  i termini  che  han- 
no x per  fattore,  vale  a dire  la  somma  di  tulli  i termini  che  seguouo  il  primo. 
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Dunque  questo  primo  termine  A (inferisce  tanto  poco  quanto  si  vuole  da  7ero; 
ma  A essendo  una  costante,  non  può  differire  tanto  poco  quanto  ti  vuole  da  o, 
poiché  allora  essa  sarebbe  variabile:  dunque  essa  non  può  essere  che  o:  duuque 
si  ha  di  già  A =20,  riinane  dunque 

Bx-+-Cx1-+-Dx3-+-  ec.  = o 
si  divida  tutto  per  x,  viene 

B-+-Cx-+-Dxa-h  ec.  =.  o , 

donde  si  deduce  B = o,  col  medesimo  ragionamento  che  abbiamo  fatto  per  pro- 
vare che  si  aveva  A=o;  il  medesimo  ragionamento  proverà  ancoraché  si  ha  si- 
milmente 

C = o , D = o , ec. 

164.  Ciò  premesso,  si  abbia  un'equazione  a due  termini  solamente 

À-t-Bx  = o , 

nella  quale  il  primo  termine  sia  costante , e il  secondo  capace  di  esser  reso  tanto 
piccolo  quanto  si  vuole:  quest'equazione  non  potrà  sussistere  per  quello  che  ab- 
biamo dello,  se  non  che  nel  caso  in  cui  i termini  A e Bx  non  siano  ciascuno 
in  particolare  eguali  a zero.  Dunque  possiamo  stabilire  come  principio  generale, 
e come  corollario  immediato  del  metodo  drgl’ indeterminati  che,  se  la  somma 
o la  differenza  delle  due  pretese  quantità  è eguale  a zero,  e che  una  delle 
due  possa  supporsi  tanto  piccola  quanto  sì  vuole , nel  mentre  che  V altra  non 
contenga  alcuna  arbitraria , queste  due  pretese  quantità  saranno  ciascuna  in 
particolare  eguali  a zero . 

t65.  Questo  principio  basta  solo  per  risolvere  per  mezzo  dell’algebra  ordina- 
ria tutte  le  questioni  che  spettano  all'analisi  infinitesimale.  I processi  respettivi 
di  ambedue  i metodi,  portati  alla  semplicità  che  debbono  essere,  sono  assoluta- 
mente  i medesimi:  tutta  la  differenza  è nella  maniera  di  considerare  la  questio- 
ne: le  quantità  che  si  trascurano  nell'uno  come  infinitamente  piccole,  si  sot- 
tintendono  nell’ altro,  quantunque  considerate  come  finite,  perchè  è dimostrato 
che  esse  debbono  eliminarsi  da  se  medesime,  vale  a dire,  distruggersi  le  une  per 
mezzo  dell’ altre  nel  risultamento  del  calcolo. 

Infatti,  è facile  di  vedere  che  questo  risultamento  non  può  essere  che  un'equa- 
zione a due  termini  di  cui  ciascuno  in  partii  dare  è eguale  a zero:  possiamo 
dunque  sottintendere  anticipatamente  nel  corso  del  calcolo  tutti  i termini,  che 
si  riportano  a quella  di  queste  due  equazioni  delle  quali  non  vogliamo  fare  uso. 

Applichiamo  questa  teoria  degl'  indeterminati  ad  alcuni  esempi,  prendendo  per 
primo  esempio  quello  di  risolvere  il  problema  di  condurre  una  tangente  al  cir- 
colo , e cominciando  dal  risolverlo  per  mezzo  delle  considerazioni  che  possono 
aver  luogo  a stabilire  i principi!  del  calcolo  infinitesimale,  e quindi  risolvendolo 
per  mezzo  del  calcolo  degl'  indeterminati  che  ci  occupa. 

1C6.  Proponiamoci  di  condurre  una  tangente  al  punto  dato  M della  circonfe- 
renza MBD  (7W.  C V ,fig.  a). 

Sia  C il  centro  del  circolo,  DCB  l’asse;  supponiamo  l'ascissa  DP  = x,  l'ordi- 
nata corrispondente  MP=/,  e sia  TP  la  suLlangcnle  cercata. 

Per  trovarla,  consideriamo  il  circolo  come  un  poligono  di  un  grandissimo  nu- 
mero di  lati;  sia  MN  uno  di  questi  lati,  prolunghiamolo  fino  all’asse,  questa 
sarà  evidentemente  la  tangente  in  questione,  poiché  questa  linea  non  penetrerà 
nell'interno  del  poligono;  si  abbassi  di  più  la  pcrpeudicolare  MO  sopra  NQ, 
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parcella  ed  MP,  e si  chiami  a il  raggio  del  circolo:  premesso  ciò  avremo  cvi- 
denteaseli  la 

MO  : NO  ::  TP  : MP, 

ovvero 

MO  TP 
W ~ y ' 

Da  un’altra  parte,  I'  equazione  della  curva  essendo  perii  punto  M ,/*=  anx 
— x1,  essa  sarà  per  il  punto  N 

(r+AO)*  = juti+MOI-lx+MO)1, 

togliendo  da  quest’equazione  la  prima,  trovata  per  il  punto  M e riducendo, 
si  ha 

MO  aj"+-NO 

NO  ~ aa-ax-MO’ 


eguagliando  perciò  questo  valore  di  a quello  che  è stalo  trovato  di  sopra, 

c moltiplicando  per  y,  viene 

tp  — v(ar-<-N0) 

aa — ax — MO 


Se  dunque  MO  e NO  fossero  conoscinte,  si  avrebbe  il  valore  cercato  di  TP; 
ora  queste  quantità  MO , NO  sono  piccolissime,  poiché  ciascuna  è minore  del 
lato  MN,  che  per  ipotesi',  è piccolissimo.  Dunque  possiamo  trascurare  senza  er- 
rore sensibile  queste  quantità  a fronte  delle  quantità  a y e ax— ari  alle  quali 
esse  sono  aggiunte.  Dunque  1’  equazione  ti  riduce  a 


TP 


ciò  che  bisognerà  trovare. 

• G7.  Se  questo  risultamento  non  è assolutamente  esatto,  è almeno  evidente  che 
nella  pratica  può  passare  per  tale,  poiché  le  quantità  MO,  NO  sono  estrema- 
mente piccole;  ma  qualche  persona  che  non  avesse  alcun’idea  della  dottrina  de- 
gl’infiniti, rimarrebbe  forse  attonita,  se  le  fosse  detto  ebe  l’equazione 


non  solamente  si  avvicina  molto  alla  verità,  ma  é realmente  della  più  perfetta 
esattezza;  e questa  é però  una  cosa  della  quale  è facile  assicurarsi  cercando 
TP,  per  mezzo  del  principio  che  la  tangente  è perpendicolare  all’estremità  del 
raggio;  poiché  é evidente  che  i triangoli  simili  CPM,  MPT  danno  

CP  : MP  ::  MP  : TP; 

donde  si  deduce 


TP  = 


come  abbiamo  trovalo  di  sopra. 
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168.  Cominciamo  ora  dal  rodere  come  nell’  equazione 
Tp  /(ar-t-SO 
2rt — la — MO 

trovata  ( n.”  16G),  è i>otuto  succedere  che  trascurando  MO  ed  NO,  non  sia  pun- 
to alteralo  il  risultameuto , o piuttosto  come  questo  risulUmento  è divenuto 
esalto  con  la  soppressione  di  queste  quantità,  e perchè  non  lo  era  avanti. 

Ora,  possiamo  eoa  molla  semplicità  render  ragione  di  ciò  che  è succeduto  nella 
soluzione  del  problema  che  abbiamo  trattato  sopra,  osservando  che  l'ipotesi  don- 
de siamo  partiti  essendo  falsa,  poiché  è assolutamente  impossibile  che  un  circolo 
possa  esser  giammai  considerato  come  un  vero  poligono , qualunque  possa  essere 
il  numero  di  questi  lati,  ha  dovuto  resultare  da  quest'  ipotesi  un  errore  qualun- 
que nell’  equazione 

tp  _ rUr-t-NQ) 

2 a — 2jr  — MO  * 


c che  il  risultamento  TP  = — , essendo  nientedimeno  certamente  esatto,  co- 

ri— x 


me  si  prova  paragonando  i due  triangoli  C1*M,  MPT,  si  è potuto  trascurare  MO 
ed  NO  nella  prima  equazione,  ed  anzi  abbiamo  dovuto  farlo  per  rettificare  il 
calcolo,  e distruggere  l’errore  al  quale  aveva  dato  luogo  la  falsa  ipotesi  donde  era- 
vamo partiti.  Trascurare  le  quantità  di  questa  natura  è dunque  non  solamente  per- 
messo in  simili  casi;  ma  bisogna  farlo  e questa  è la  sola  maniera  di  esprimere 
esattamente  le  condizioni  del  problema. 


169.  Il  risulUmento  esatto  TP  = — - 

a — x 


non  è perciò  stalo  ottenuto  ebe  per 


mezzo  di  una  compensazione  di  errori,  e questa  compensazione  può  esser  resa 
più  sensibile  ancora,  trattando  l'esempio  riportato  di  sopra  in  una  maniera  un 
poco  differente  , vale  a dire  considerando  il  circolo  come  uua  vera  curva  , e non 
come  un  poligono. 

Per  eseguir  ciò,  da  un  punto  R,  preso  arbitrariamente  ad  una  distanza  qua- 
lunque dal  pulito  M,  si  conduca  la  liuea  RS  paralella  ad  MI1,  e per  i punti  R , 
ed  M si  tiri  la  secante  RT'  ; avremo  evidenteiueule 


e quindi  TrP  ovvero 


T'P  : MP  ::  MZ  : RZ, 


TP+T'TaMP 


MZ 

KZ 


Premesso  ciò,  se  immaginiamo  che  RS  si  muova  paralellamente  a se  medesima 
avvicinandosi  continuamente  ad  MP,  è evidente  che  il  punto  T'  si  avvicinerà 
nel  medesimo  tempo  sempre  più  al  punto  T,  e che  potremo  per  conseguenza  ren- 
dere la  linea  T'T  tanto  piccola  quanto  vorremo,  senza  che  la  proporzione  sta- 
bilita di  sopra  cessi  di  aver  luogo.  Se  dunque  si  trascura  questa  quantità  T'T 
nell'equazione  che  abbiamo  trovato,  oc  resulterà  per  verità  un  errore  nell'equa- 


zione TP  = MP  *— • alla  quale  la  prima  sarà  allora  ridotta;  ma  quest*  errore 
Il  tu 


potrà  fsitrc  diminuito  tanto  quanto  vorremo,  facendo  avvicinare  tanto  quanto 
Mià  neccuario  ili»  a MP:  vale  a dire  che  il  rapporto  dei  due  membri  di  que- 
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fi’  equazione  differirà  tanto  poco  quanto  vorremo  dal  rapporto  di  eguagliatila. 
Similmente  abbiamo 

MZ  _ ar-t-RZ' 

HZ  aa — ai-  MZ  1 


e quest’  equaiione  è perfettamente  esalta,  qualunque  aia  la  posizione  del  punto 
R,  sale  a dire  qualunque  siano  i valori  di  MZ  e di  RZ.  Ma  più  RS  avvicinerà 
ad  MP,  più  queste  linee  MZ  e RZ  saranno  piccole;  e pertanto,  se  si  tra- 
scurano nel  secondo  membro  di  quest’equazione,  l’errore  che  uè  risulterà  nel- 

)' equazione  — alla  quale  essa  sarà  ridótta  allora,  potrà  corno  nella 

’ RZ  a—x 

prima  esser  reso  tanto  piccolo  quanto  lo  giudicheremo  a proposito 

Ciò  essendo,  senza  aver  riguardo  a degli  errori  che  saremo  sempre  padroni 
di  diminuire  quanto  vorremo,  trattiamo  le  due  equazioni 


TP=MP^§-  e ^ 

RZ  RZ  a—x 

che  abbiamo  trovato,  come  se  1’ una  e l’altra  fossero  perfettamente  esatte;  sosti- 
tuendo perciò  nell5  ultima  il  valore  di  ricavato  dall’altra,  si  ha  per  risul- 


tamento 


TP  = 


r* 


a — x 


come  di  sopra. 

Questo  risullamento  è perfettamente  giusto,  poiché  è conforme  a quello  che 
abbiamo  ottenuto  dal  paragone  dei  triangoli  CPM  , MPT;  e tuttavia  1 equa- 
zioni 


MZ  MZ  r 

~y  RZ~  ® RZ  a — x’ 


donde  l’abbiamo  dedotto,  sono  certamente  false  tutte  due,  poiché  la  distanza  da 
ltS  a MP  non  è slata  supposta  nulla,  nè  piccolissima,  ma  bmsl  eguale  ad  una 
linea  qualunque  arbitraria.  Bisogna  dunque  per  conseguenza  necessariamente  che 
gli  errori  si  siano  compensati  scambievolmente,  nel  paragonare  le  due  equazioni 
erronee. 

170.  Reco  dunque  il  fatto  degli  errori  compensati  ben  compreso  e ben  provalo; 
si  tratta  ora  di  spiegarlo,  di  ricercare  il  segno  al  quale  si  riconosce  che  la  com- 
pensazione ha  luogo  nei  calcoli  simili  al  precedente,  e i mezzi  di  produrla  in 
ciascuno  caso  particolare. 

Ora,  basta  a ciò  1’ osservare  che  gli  errori  commessi  nell’ equazioni 


TP=r 


MZ 

RZ 


MZ 

RZ 


potendo  rendersi  tanto  piccoli  quanto  si  vuole , quello  che  avrebbe  luogo  quando 
se  uè  trovasse  uno  nell’ equazione  resultante 
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potrebbe  egualmente  esser  reso  tanto  piccolo  qoanto  si  volesse,  ed  esso  dipende- 
rebbe dalla  distanza  arbitraria  delle  linee  MP,  RS.  Ora  ciò  non  segue,  poiché 
il  punto  M di  dove  deve  passare  la  tangente  essendo  dato,  non  si  trova  alcuna 
delle  quantità  a,  x,  TP  di  quest’equazione  che  sia  arbitraria;  dunque  effet- 
tivamente non  può  esservi  alcun  errore  in  quest'  equazione. 

Segue  da  ciò  che  la  compensazione  degli  errori  che  si  trovavano  nell' equazioni 

_ MZ  MZ  r 

TP  — r MZ  ’ * RZ  = a - x ’ 


si  manifesta  nel  risultaraento,  con  l'assenza  delle  quantità  MZ,  RZ  che  ca- 
gionavano questi  errori;  e che  per  conseguenza  dopo  avere  introdotto  queste  quan- 
tità nel  calcolo  per  facilitare  l'espressione  delle  condizioni  del  problema,  e 
averle  trattate  nell'  equazioni  che  esprimevano  queste  condizioni  come  nulle  in 
paragone  alle  quantità  proposte,  per  render  più  semplici  quest'  equazioni , non 
vi  è che  da  eliminare  queste  medesime  quantità  dall' equazioni  ove  possano  tro- 
varsi ancora,  per  fare  sparire  gli  errori  che  avevano  cagionali,  e ottenere  un 
risultamento  che  sia  perfettamente  esatto. 

ijt.  L'inventore  ha  pervio  potuto  essere  condotto  alla  sua  scoperta  con  un 
ragionamento  beo  semplice  : egli  avrà  potuto  dire  , se  in  luogo  di  una  quantità 
proposta,  impiego  nel  calcolo  un'altra  quantità  che  non  le  sia  eguale,  ne  resul- 
terà un  errore  qualunque;  ma  se  la  differenza  delle  quantità  impiegate  l'una  per 
l'altra  è arbitraria,  e che  sia  padrone  di  renderla  tanto  piccola  quanto  vorrò, 
quest'  errore  non  sarà  pericoloso;  potrò  ancora  nel  medesimo  tempo  commettere 
più  errori  simili  senza  che  ne  segua  alcun  inconveniente,  poiché  rimarrei  sempre 
padrone  del  grado  di  esattezza  che  vorrei  dare  ai  miei  risultamenti. 

V»  è di  più  ancora,  ed  è che  potrebbe  succedere  che  questi  errori  s»  compen- 
sassero scambievolmente,  e che  cosi  i miei  risultamenti  diventassero  perfettamente 
esalti.  Ma  come  operare  questa  compensazione,  e in  tutti  i casi?  Questo  é ciò 
che  un  poco  di  riflessione  avrà  potuto  fare  scoprire  ; i ufa Iti , l’ inventore  avrà  po- 
tuto dire,  supponiamo  per  un  istante  che  la  compensazione  desiderata  abbia  luo- 
go, e vediamo  da  qual  segno  essa  deve  manifestarsi  nel  risultamento  del  calcolo. 
Ora,  ciò  che  deve  naturalmente  esser  succeduto,  è che  le  quantità  che  cagiona- 
rono questi  errori  essendo  scomparse,  gli  errori  sono  scomparsi  egualmente;  men- 
tre queste  quantità  come  MZ,  RZ  avendo  per  ipotesi  valori  arbitrari,  esse  non 
debbono  più  entrare  in  queste  formule  o risultamenti  che  non  lo  sono,  e che 
essendo  diventati  esatti  per  supposizione,  dipendono  unicamente,  non  dalla  vo- 
lontà del  calcolatore,  ma  dalla  natura  delle  cose  delle  quali  ci  si  era  proposti  di 
trovare  la  relazione  espressa  da  questi  risultamenti.  Dunque  il  segno  che  annun- 
zia che  la  compensazione  desiderata  ha  luogo,  é l'assenza  delle  quantità  arbitra- 
rie che  producevano  questi  errori;  e pertanto,  non  si  tratta,  per  operare  questa 
compensazione,  che  di  eliminare  queste  quantità  arbitrarie. 

172.  Risolviamo  ora  il  medesimo  problema  di  condurre  una  tangente  al  circolo 
per  mezzo  del  calcolo  degl'  indeterminati,  e riprendiamo  1'  equazione  che  abbia- 
mo trovata  ( n.°  169) 


TP-hT'T=r 


MZ 

RZ 


e 


MZ 

RZ 


2/-+-RZ 
aa— 2x — MZ  ’ 


equazioni  perfettamente  esatte  l’una  e l'altra,  qualunque  siano  i valori  di  MZ 

MZ 

c di  RZ;  ricavando  dunque  il  valore  di  ■ dalla  prima  di  queste  equazioni  0 
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sostituendolo  nella  seconda  si  ha 


TP-t-TT'  _ ay-t-RZ 
y io— ax — MZ  ’ 

equazione  esatta  e che  «leve  aver  lungo,  qualunque  sia  la  distanza  che  vorremo 
mettere  fra  le  linee  RS  ed  MP. 

Ora,  con  faciliti  si  vede  che  quest’equazione  si  può  mettere  sotto  la  forma 
seguente  : 


/TP  y \ r T'T  rMZ+oRZ-iRZ  -i_ 

\ y a — x J l.  y (a— x)(aa — ax — MZ)  J 

nella  quale  il  primo  termine  non  contieoe  che  quantità  date  o determinate  dalle 
condizioni  del  problema,  e di  cui  il  secondo  contiene  dell’ arbitrarie , e può 
supporsi  tanto  piccolo  quanto  si  vuole,  senza  niente  cangiare  alle  quantità  che 
sono  contenute  nel  primo  termine,  poiché  siamo  padroni  di  supporre  RS  tanto 
prossima  quanto  si  vuole  a MP.  Dunque  seguendo  la  teoria  degl'indeterminati, 
ciascuno  dei  termini  di  quest'equazione,  preso  separatamente,  dev’essere  eguale 
a zero;  vale  a dire,  che  quest’equazione  può  decomporsi  nelle  due  altre 

TP  y T'T  rMZ-+-oRZ-xRZ 

=o  e —ao, 

y <* — x y (a— x)(aa — -ix — MZ) 

delle  quali  la  prima  non  contiene  che  quantità  indicate,  e la  seconda  contiene 
dell’ arbitrarie.  Ma  noi  non  abbiamo  bisogno  che  della  prima,  poiché  è quella 
che  ci  dà  il  valore  cercato  di  TP,  tale  come  1’  abbiamo  di  già  trovato  avanti. 
Dunque  quando  ancora  si  fossero  commessi  degli  errori  nel  corso  del  calcolo, 
purché  quest’ errori  non  cadessero  che  sull*  ultima  equazione,  l’esattezza  del  ri- 
sultamenlo  cercato  non  ne  avrebbe  punto  sofferto;  ed  è effettivamente  ciò  che 
sarebbe  succeduto  se  si  fossero  trattate  MZ,  RZ  , e T'T  come  nulle  in  paragone 
alle  quantità  proposte  a,  x,y,  nell’ equazioni  primitive;  per  verità  avremmo, 
commesso  degli  errori  nell'espressione  delle  condizioni  del  problema,  ma  questi 
errori  si  sarebbero  distrutti  da  se  medesimi  per  compensazione,  e il  risullamento 
del  quale  abbiamo  bisogno  non  sarebbe  stato  in  alcun  modo  alterato. 

i?3.  L'analisi  infinitesimale,  riguardata  sotto  questo  rapporto,  non  é dunque 
altra  cosa  che  un'applicazione,  o,  se  vogliamo,  un’ estensione  del  metodo  degl’ in- 
determinati; poiché,  seguendo  questo  metodo,  si  dice,  clic  quando  si  trascura 
una  quantità  infinitamente  piccola,  non  si  fa,  a parlar  propriamente,  che,  sot- 
tintenderla, e non  supporla  nulla,  per  esempio,  quando  iuvece  delle  due  equa- 
zioni esatte 


TP-hT'T  = MPX 


MZ 

RZ 


MZ  _ a y-t-RZ 
RZ  su— ax — MZ 


trovate  (n.°  1O9),  s’impiegano  le  due  equazioni  imperfette 


TP  = MP* 


MZ 

RZ 


MZ 

RZ~ 


r 

a — x 
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>i  » mollo  tane  che  ti  commette  un  errore,  e si  mettano,  per  cosi  dire  , men- 
talmente tolto  questa  forma 


MZ 

RZ 


X MP  = TP-t- 


T 


MZ 

RZ 


-t-  y 


y e y’  essendo  quantità  necessarie  perchè  queste  equaiioni  abbiano  luogo  esatta- 
mente: egualmente  nell’equazione 

TP  y 

MP  ~ a-x  ' 


resultante  dalle  due  equazioni  imperfette  di  sopra  , ci  ti  sottintende  la  quantità 
y" , tale  che 


f TP 
V MP 


r 

a — x 


■) 


sia  un'equazione  esatta;  ina  si  riconosce  ben  tosto  che  quest1  ultima  quantità  f" 
è eguale  a zero,  perchè  se  essa  non  fosse  nulla,  essa  non  potrebbe  essere  clic  in- 
finitamente piccola,  nel  mentre  che  nel  primo  termine  non  ri  entra  alcuna  quan- 
tità infinitesimale;  ora  ciò  è impossibile,  a meno  che  ciascuno  di  questi  termini, 
preso  separatamente,  non  aia  rguale  a zero;  donde  si  conclude  che  si  ha  esat- 
tamente 


TP 

MI* 


r 

a — x ’ 


e pertanto,  le  quantità  v,  y"  , sono  siate,  non  soppresse  come  nulle  , ma 
semplicemente  sottintese  per  rendere  più  semplice  il  calcolo. 

i?4-  Proponiamoci  per  secondo  esempio  di  prorare  che  1’  area  di  un  circolo  è 
eguale  al  prodotto  della  sua  circonferenza  per  la  metà  del  raggio;  sale  a dire, 
che  chiamando  R questo  raggio,  p il  rapporto  della  circonferenza  a queslo  mede- 
simo raggio,  e per  conseguenza  pR  questa  circonferenza,  S la  superficie  del  cir- 
colo, si  deve  avere 

5=-  pR*. 
a 

Perciò,  s’inscriva  al  circolo  un  poligono  regolare,  poi  si  raddoppi  successi  varaente 
il  numero  di  questi  lati  fino  a tanto  che  1’  area  di  questo  poligono  difieriara 
tanto  poco  quanto  vorremo  dall'area  del  circolo.  Nel  medesimo  tempo  il  perime- 
tro del  poligono  differirà  tanto  poco  quanto  vorremo  dalla  circonferenza  pR  , e 
)'  apotema  tanto  poco  quanto  vorremo  dal  raggio  R.  Donqne  I’  area  S differirà 

ancora  tanto  poco  quanto  vorremo  da  -^-pR3;  dunque  se  facciamo 


S s — ■ pRJ+p  , 

a 

la  quantità  y , se  non  è zero,  potrà  almeno  supporsi  tanto  piccola  quanto  vor- 
remo. Premesso  ciò,  metto  quest’  equazione  tolto  la  forma 

(s-lpR3)-.,=o, 

Dii.  di  Miai.  Voi.  HI.  60 
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equazione  a «lue  termini,  di  cui  il  primo  non  contiene  alcun'arbitraria , e di 
cui  il  secondo,  al  contrario,  può  supporsi  tanto  piccolo  quanto  si  vuole *,  dunque, 
per  la  teoria  degl*  indeterminati  , ciascuno  di  questi  termini  in  particolare  è 
eguale  a zero:  dunque  abbiamo 

S -pR**=:o,  ovvero  S = — pRa; 

2 a 


ciò  che  bisognava  dimostrare. 

175.  Sia  proposto  ora  di  trovare  qual  è il  valore  che  bisogna  dare  ad  x,  per- 
ché la  sua  funzione  ax — xx  sia  un  maximum. 

Il  caso  del  maximum  deve  aver  luogo  evidentemente,  quando  aggiungendo 
all*  indeterminata  x un  valore  arbitrario  x' , I*  aumentazione  corrispondente  alla 
funzióne  proposta  ax — xa  potrà  rendersi  tanto  piccola  quanto  si  vorrà,  rapporto 
a x/ , diminuendo  questa  sempre  più. 

Ora  se  si  aggiunge  a x la  quantità  x',  si  avrà  per  l'aumentaiione  delle  fun- 
zione proposta 

o(x~+-x') — 

ovvero  riducemlo 

(a  — 2x)xr  —x'%  ; 


e questo  c il  rapporto  di  questa  quantità  a x\  ovvero 

a — ix— x' 

ciò  che  si  deve  poter  supporre  tanto  piccolo  quanto  si  vuole.  Sia  questa  quan- 
tità eguale  0»,  avremo  dunque 

a — ax — x , 

ovvero 

(a — ax)  — (xr  -t-o  ) = o ; 


equazione  a due  termini,  di  cui  il  primo  non  contiene  alcun*  arbitraria  e dì  cui 
il  secondo  può  supporsi  tanto  piccolo  quanto  si  vuole:  dunque  per  la  teoria  de- 
gl* indeterminati,  ciascuno  di  questi  termini  preso  separatamente  è eguale  a zero. 
Dunque  abbiamo 


o— ax  = o,  ovvero  x= — a, 
a 

ciò  che  bisognava  trovare 

176.  Sia  proposto  di  provare  che  due  piramidi  delle  medesime  basi  e delle  me- 
desime altezze,  sono  eguali  fra  loro. 

Concepiamo  queste  piramidi  divise  in  un  medesimo  numero  di  strati  tutti  della 
medesima  altezza.  Ciascuno  di  questi  strati  potrà  evidentemente  esser  considerato 
come  composto  di  due  parti,  di  cui  I*  una  sarà  un  prisma  aveute  per  base  la 
più  piccola  delle  due  che  terminano  lo  strato,  e l'altra  sarà  la  specie  d'unghia 
che  circonda  questo  prisma. 

Se  dunque  si  chiamano  V,  V',  i volumi  delle  due  piramidi,  P,  I* , le  somme 
rrspettive  dei  prismi  dei  quali  abbiamo  parlato,  qy  q'  le  somme  respettive  del- 
1* unghie,  avremo 

V=P-+-g,  Vf  = P'4-/; 

ma  è evidente  che  P = P',  dunque 

V— 9=  V' — 7' , ossia  (V— Vf)— (q — /)=*0. 
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Ma  il  primo  termine  di  quest'equazione  non  contiene  alcun’  arbitraria,  e il 
secondo  può  evidentemente  supporsi  tanto  piccolo  quanto  si  vuole.  Dunque  per 
la  teoria  degl’  indeterminati , ciascuno  di  questi  termini  in  particolare  è eguale 
a zero.  Dunque  si  ha  V — V'  = o,  ovvero  V = Vf;ciò  che  bisognava  dimostrare. 

1 77.  Sia  proposto  finalmente  di  trovare  il  volume  di  una  piramide  la  di  cui 
base  è B e l'altezza  H. 

Concepiamo  questa  piramide  divisa  in  un'  infinità  di  strali  della  medesima 
grossezza,  sia  x la  distanza  di  uno  qualunque  di  questi  strati  al  vertice  della  pi- 
ramide, e xr  la  grossezza  di  questo  strato.  Nella  piramide,  le  aree  delle  sezioni 
fatte  paralcllamente  alla  base  stanno  come  i quadrati  delle  loro  distanze  al  vertice’, 
dunque  la  base  superiore  o piccola  base  dello  strato  lontano  dal  vertice  della  di- 

g 

stanza  x , è — x*.  Dunque  il  volume  di  questo  strato,  astrazione  fatta  dal- 


l'unghia è x*x' \ dunque  il  volume  totale  della  piramide  astrazione  fatta 

dall’  unghie,  è la  somma  di  tutti  questi  elementi.  £ poiché  xr  può  supporsi  tanto 
piccola  quanto  si  vuole,  ciascun'  unghia  può  egualmente  supporsi  tanto  piccola 
quauto  si  vuole,  relativamente  al  volume  dello  strato,  la  somma  d»  tulli  gli  eie- 
B 

menti  differisce  perciò  tanto  poco  quanto  si  vuole  dal  volume  cercato 


della  piramide.  Chiamiamo  dunque  V questo  volume  , avremo  esattamente 

g 

V = «ora  — — x’x'-t-?  , 

H* 


f indicando  una  quantità  che  può  supponi  tanto  piccola  quanto  si  vuole. 

Ma  poiché  B , H c 2/  sono  quantità  costanti,  vale  a dire,  le  medesime  per 
tutti  gli  strali,  è chiaro  che 


som 


H“ 


é la  medesiofa  cosa  di 


Bx'* 

W 


Ora—,  è evidentemente  il  numero  degli  strali  compresi  dal  vertice  fino  ad  x, 


dunque  som^^^  per  la  piramide  intera,  è la  somma  dei  quadrali  dei  numeri 


naturali  da  0 fino  ad 


H 

x>  ' 


Ma  si  sa  che  questa  serie  dei  quadrati  dei  numeri  naturali  i 


1 /2H5  3H»  H 

6 VP»"  + x'1  + x', 


sostituendo  questa  somma  nell’ equazione  trovata  di  sopra  avremo 

_ B*'*/»H»  3H1  H\ 

v=  + 
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ovvero,  trasformando  per  separare  i termini  arbitrari  da  quelli  che  non  lo  sono, 
/.r  i _„\  r Bx'3  / 3Ha  H\  1 

equazione  rigoroiamente  esali*  a due  termini,  di  cui  il  primo  noD  contiene  che 
quantità  designale  o non  arbitrarie,  e di  cui  il  secondo  può  rendersi  tanto  piccolo 
quanto  si  vuole.  Dunque  ciascuno  di  questi  termiui  preso  separatameDte  è eguale 
a zero  : dunque  abbiamo  per  il  primo 

V—  y BH  = o ossia  V=~Bl, 


ciò  che  bisognava  dimostrare. 

La  soluzione  data  è analoga  al  metodo  degl'  indivisibili  , o piuttosto  è il  me- 
todo medesimo  degl'  indivisibili  reso  rigoroso  da  alcune  leggere  modificazioni,  per 
mezzo  del  metodo  degl'  iudetermioati  : andiamo  ora  ad  applicare  questo  alla  me- 
desima questione,  impiegando  la  notazione  dell'analisi  infinitesimale,  per  lar  ve- 
dere come  tutti  questi  metodi  sono  collegati  insieme,  o piuttosto  come  tutti  non 
sono  che  un  solo  e medesimo  metodo  osservato  sotto  differenti  aspetti 

Conservando  le  denominazioni  di  sopra,  abbiamo  d\  per  l'elemento  della  pi- 
ramide. Di  più,  abbiamo  per  valore  del  medesimo  elemento,  trascurando  l'un- 
ghia , 


— xxdx ■ 
H*  ’ 


dunque  abbiamo  esattamente 

dV=  i x*dx-+.f, 

a esprimendo  una  quantità  che  può  supporsi  tanto  piccola  quanto  si  vuole  rela- 
tivamente a ciascuno  degli  altri  termini. 

Prendendo  da  una  parte  e dall'altra  la  somma  esatta  degli  elementi,  avremo 
P equazione  rigorosa 

P 

V = som  -j— - x*dx-t-  som  ? ....  (i). 


Ora  P integrale  ordinario 


/B 


del  primo  termine  del  secondo  membro  è ( Vedi  I*teg»iie  ) 

B 


3H* 


C esprimendo  una  costante  ; ma  la  differenziale  esalta  di  quest'  integrale 
non  è 


essa  è 


w xVx> 


. 3HT  (*+*')  ~ m?  ~ -ÌT?  x'd*+  àin  (S*rf*M-*r,)s 


H» 


3H» 
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vale  a dire  che  abbiamo  esattamente 


rf(  3^f*  ■r’"+'C)  = "W*  ***,*+5S»  {Ixdx'+à**) 

dunque  prendendo  da  una  parie  e dall'  altra  la  somma  esatta,  avremo 
(3V  + C^  = iom-i  x*dx  -+-  som  i (ixdx*-+-dx*) , 
ovvero  trasponendo 

Som  ~ ,Vx  = ( **-+-  C ^ — sora  { Zxdx*  -Hfx*  ). 

Sostituendo  nell' equazione  (i),  avremo  esattamente 

Te(siI,+C  ^ — [som  3 ?J-  (3x</*»-4-</**)  — som»  J, 

equazione  nella  quale  1'  ultimo  termine  solo  contiene  quantità  arbitrarie,  e può 
supporsi  tanto  piccolo  quanto  si  vuole.  Facciamo  dunque  per  abbreviare  questo 
termiue  eguale  y'  -,  1’  equazione  diventerà  trasportando 


x*-+-C 


o. 


equazione  di  cui  per  i principii  del  metodo  degl'  indeterminati  ciascun  termine 
preso  separatamente  i eguale  a zero,  il  ebe  dà 


/ 


V=s 


B 

3H» 


x*-t-  C. 


Per  determinare  C,  non  dobbiamo  fare  che  ara 
que  Caso,  dunque  1’  equazione  ai  riduce  a 

Vs—  -5-  x* 

3H*  ’ 


:o,  allora  si  ha  V=uo,  don- 


vale  a dire,  che  il  volume  della  piramide  dal  vertice  lino  all’  altezza  x è ; 

dunque  per  avere  il  volume  totale  della  piramide , non  rimane  che  da  supporre 
x=H,  il  che  darà  finalmente 

V='  BH. 

178.  Questa  soluzione,  come  1’  abbiamo  veduto,  non  è altra  cosa  che  quella 
che  si  otterrebbe  con  i processi  dell'analisi  infinitesimale,  non  trascurando  nien- 
te, e l’analisi  infinitesimale  ordinaria  non  è che  un’abbreviazione  di  questi  pro- 
cessi, poiché  essa  non  trascura  che  le  quantità  y , y'  le  quali  non  cadono  nel 
risultaraento  del  calcolo,  ebe  sopra  quella  dell’eqnazioni  della  quale  noD  abbia- 
mo bisogno,  fra  le  due  in  cni  essa  si  decompone.  Ora  ciò  che  l’analisi  infinite- 
simale trascura  cosi  per  semplice  finzione  sotto  il  nome  di  quantità  infinitamente 
piccole,  si  può  semplicemente  sottintenderlo  per  conservare  il  rigore  geometrico 
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in  tutto  i!  cono  del  calcolo:  si  vede  dunque  che  il  calcolo  degl’  indeterminati 
dà  una  dimostrazione  rigorosa  del  calcolo  infinitesimale,  e che  esso  dà  nel  me- 
desimo tempo  i mezzi  di  supplirvi}  se  vogliamo}  con  l'analisi  ordinaria.  Sarebbe 
•tato  desiderabile,  che  si  fosse  giunti  per  questa  via  ai  calcoli  differenziale  e in- 
tegrale ; il  che  era  ancora  naturale  quanto  il  cammino  che  abbiamo  preso,  e ciò 
avrebbe  prevenuto  tutte  le  difficoltà. 

179.  Il  metodo  delle  prime  ed  ultime  ragioni  o dei  limiti  , prende  ancora  la 
sua  origine  dal  metodo  d'  esaustione ; e a parlar  propriamente  non  è,  che  uno 
sviluppo  e un  metodo  reso  più  semplice  di  questo.  Al  Newton  dobbiamo  que- 
st1 utile  perfezionamento,  e per  istruirsi  sopra  di  ciò  convirn  leggere  il  suo  libro 
dei  Prineipii  : per  il  nostro  oggetto  sarà  sufficiente  di  darne  soltanto  una  suc- 
cinta idea. 

Allorquando  due  quantità  qualunque  si  suppongano  avvicinarsi  continuamente 
l'una  all’altra,  in  modo  che  il  rapporto  o quoziente  differisca  continuamente 
meno  e tauto  poco  quanto  si  vnole  dalPtinilà;  queste  due  quautità  si  dice  che 
hanno  per  ultima  ragione  una  ragione  d'  eguaglianza . 

In  generale,  allorquando  supponiamo  che  diverse  quantità  si  avvicinino  re- 
spetti va  mente  ad  altre  quantità  che  si  considerano  come  fìsse,  fino  a differirne 
tutte  nel  medesimo  tempo  di  tanto  poco  quanto  si  vuole;  i rapporti  che  hanno 
fra  loro  queste  quantità  fìsse,  sono  le  ultime  ragioni  di  quelle  che  si  suppongono 
avvicinarsi  respettivamente  e simultaneamente;  e queste  quantità  fìsse  esse 'me- 
desime si  chiamano  limiti  o ultimi  valori  di  quelle  che  si  avvicinano  così. 

Questi  ultimi  valori  e ultime  ragioni  si  chiamano  ancora  primi  valori  e pri- 
me ragioni  delle  quantità  alle  quali  esse  si  riferiscono,  secondo  che  le  variabili 
si  considerano  come  avvicinandosi  o allontanandosi  dalle  quantità  considerate  co- 
me fisve  le  quali  servono  loro  di  limite. 

180.  Questi  limiti  o quantità  , considerate  come  fìsse,  possono  però  essere  va- 
riabili come  sarebbero  per  esempio,  le  coordinate  di  una  curva;  vale  a dire 
che  possono  essere  non  date  dalle  condizioni  della  questione,  ma  solamente  de- 
terminate dall'ipotesi  susseguenti  sopra  delle  quali  il  calcolo  è stabilito.  Così, 
per  esempio,  quantunque  le  coordinate  di  una  curva  siano  comprese  fra  le  quan- 
tità che  si  chiamano  variabili,  perchè  esse  non  sono  del  numero  delle  quantità 
date;  se  ci  proponiamo  una  questione  da  risolvere  sopra  la  curva  di  cui  si  trat- 
ta , come  quella  di  condurle  una  tangente,  bisognerà  per  stabilire  i nostri  ra- 
gionamenti ed  il  nostro  calcolo,  cominciare  dall1  attribuire  valori  determinati  a 
queste  coordinate,  e continuare  a considerarle  come  fìsse  fino  alla  (ine  del  nostro 
calcolo.  Ora  queste  quantità  considerate  come  fìsse,  sono  comprese  come  i dati 
medesimi  del  problema,  fra  quelle  che  si  chiamano  limiti. 

181.  Questi  limiti  sono  esattamente  le  quantità  di  cui  si  cerca  il  rapporto; 
quelle  che  si  suppongono  avvicinarsene  gradatamente  non  sono  che  quantità  au- 
siliari , che  s1  introducono  per  facilitare  Y espressione  delle  condizioni  de!  pro- 
blema, ma  che  non  possono  restare  nel  calcolo,  e che  necessariamente  bisogna 
eliminare  per  ottenere  i risultamene  cercati;  esse  sono  per  conseguenza  quelle 
che  abbiamo  chiamato  quantità  non  designate , nel  mentre  che  i loro  limili  o 
ultimi  valori,  sono  le  quantità  delle  quali  vogliamo  ottenere  il  rapporto,  e che 
si  chiamano  quantità  designate. 

Si  vede  cosi  P analogia  che  deve  esistere  fra  la  teoria  delle  prime  o ultime 
ragioni  , e il  metodo  infinitesimale.  Poiché  quelle  che  in  questo  si  chiamano 
quantità  infinitamente  piccole,  non  sono  evidentemente  altra  cosa,  per  la  defi- 
nizione che  se  ne  dà  in  questo  calcolo,  che  la  differenza  di  una  quantità  qua- 
I unque  al  suo  limite,  ovvero,  se  vogliamo,  una  quantità  il  di  cui  limile  è zero; 
• le  quantità  che  hanno  per  ultima  ragione  una  ragione  di  eguaglianza,  non  souo 
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altra  cosa  che  qnelle  che,  nell'analisi  infinitesimale,  ai  chiamano  quantità  infi* 
nitamenle  poco  differenti  1'  una  dall’altra. 

182.  Da  ciò  si  vede  ancora  che  la  nozione  di  quantità  infinitamente  piccola 
non  è meno  chiara  di  quella  di  limite,  poiché  essa  non  è altra  cosa  che  la  dif- 
ferenza di  questo  medesimo  limite  alla  quantità  di  cui  essa  esprime  V ultimo 
valore.  Ma  la  differenza  che  vi  è in  ciò  che  propriamente  si  chiama  metodo  dei 
limiti  e quello  che  si  chiama  metodo  infinitesimale,  consiste  in  ciò,  che  nel 
primo,  non  si  ammette  di  fatto  nel  calcolo,  che  i limiti  essi  medesimi  che  sono 
sempre  quantità  designate;  invece  che  nel  metodo  infinitesimale,  si  ammettono 
ancora  le  quantità  non  designate,  che  si  suppongono  avvicinarsi  continuamente, 
e le  differenze  di  queste  quantità  non  designate  ai  loro  limili:  il  che  dà  al  me- 
todo infinitesimale,  più  mezzi  per  variare  le  sue  espressioni  e le  sue  trasforma- 
zioni algebriche  , senza  che  possa  esservi  la  minima  differenza  nel  rigore  dei 
processi. 

183.  La  facoltà  che  si  procura  rosi  il  metodo  infinitesimale,  lo  rende  capace 
ancora  di  un  nuovo  grado  di  perfezione  molto  più  importante,  e questo  è di 
poter  esser  ridotto  in  un  algoritmo  particolare.  Poiché  queste  differenze  fra  la 
quantità  non  designate  e i loro  limiti,  sono  ciò  che  abbiamo  distinto  sotto  il 
nome  di  differenziati  di  questi  medesimi  limiti  , e le  semplicità  alle  quali  dà 
luogo  l' ammissione  di  queste  quantità  nel  calcolo,  sono  esattamente  quelle  che 
danno  all'analisi  infinitesimale  dei  mezzi  tanto  potenti. 

Tuttavia  il  metodo  dei  limiti  , quantunque  ristretto  dalla  facoltà  di  cui  esso 
ai  priva  d' introdurre  nel  calcolo  le  quantità  ausiliari  di  cui  questi  limiti  non 
tono  che  gli  ultimi  valori;  questo  metodo  supera  non  ostante  molto  per  la  faci- 
lità dei  calcoli  il  semplice  metodo  di  esaustone;  perché  esso  si  affranca  almeno 
della  riduzione  all'assurdo  per  ciascun  caso  particolare;  operazione  la  più  penosa 
fra  quelle  che  costituiscono  il  metodo  d' esaustione ; nel  mentre  che  nell'altro 
metodo,  per  stabilire  1’  eguaglianza  di  due  quantità  qualunque,  basta  provare  che 
esse  sono  tutte  due  limiti  di  una  terza  quantità. 

184.  Non  vi  è veruna  disiinzione  da  fare  fra  il  metodo  dei  limiti  e quello  delle 
prime  ed  ultime  ragioni;  il  Newton  non  ne  fa  veruna,  esso  impiega  indifferen- 
temente il  nome  di  limile  di  una  quantità  o ultimo  valore  di  questa  quantità; 
limite  del  rapporto  di  due  quantità  o ultima  ragione  di  queste  due  quantità.  Si 
fa  quest'osservazione,  perchè  vi  sono  persone  che  credono  vagamente  che  esista 
qualche  differenza  fra  il  metodo  dei  limiti,  come  il  D’  Alembert  lo  ha  spiegato 
all' articolo  Differenziale  dell'Enciclopedia,  e il  metodo  delle  prime  e ultime  ra- 
gioni, come  il  Newton  lo  ha  spiegato  nel  libro  dei  Principii.  Ed  è assolutamente 
la  medesima  cosa,  e il  D' Alembert  dichiara  positivamente  in  quest'  articolo, 
che  esso  non  è che  1'  interprete  del  Newton.  Questo  metodo  essendo  conosciutis- 
simo servirà  darne  un'  esempio. 


È evidente  per  quello  che  abbiamo  detto  ( n.°  169),  che  quantunque 


MZ 

KZ* 


sia  punto  eguale  a - — ; tuttavia  la  prima  di  queste  quantità  differisce  tanto 
meno  dalla  seconda,  quanto  AS  è più  vicina  ad  MP,  vale  a dire  che 


MZ  _ TP 
HZ  “ MP 
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è un' equazione  imperfetta;  ma  (indicando  con  L l'eapreuione  del  limite  o del- 
I’  ultimo  valore) 

MZ  TP 

L Ez  = mp 


è un'equazione  perfetta,  o rigorosamente  esatta. 
Egualmente  si  proverà  che 


. MZ  _ y 
L E/7  “ JHx 


è ancora  un’equazione  perfetta,  o rigorosamente  esatta;  eguagliando  dunque 


questi  due  valori  di  L 


MZ 

RZ' 


viene 


ovvero 


r 

a — * 


TP 


ra 

a — x 


come  sopra.  Così  in  questo  nuovo  calcolo  non  sono  più  le  quantità  infinitamente 
piccole  MZ  ed  RZ  che  ci  entrano  separatamente,  neppure  il  loro  rapporto 

MZ  , . . _ MZ  . 

, ma  solamente  il  suo  limite  o ultimo  valore  L — — , che  e una  quantità 


finita. 

» 85.  Se  questo  metodo  fosse  sempre  tanto  facile  a mettersi  in  uso  quanto  l’ana- 
lisi influitesi  male  ordinaria,  esso  potrebbe  comparire  preferibile;  poiché  avrebbe 
il  vantaggio  di  condurre  ai  medesimi  risultamenti  per  una  strada  diretta  e sem- 
pre luminosa. 

Ma  bisogna  convenire,  come  1’  abbiamo  di  già  osservato  di  sopra , che  il  me- 
todo dei  limiti  è soggetto  ad  una  difficoltà  considerabile  che  non  ha  luogo  nel- 
1’ analisi  infinitesimale  ordinaria,  ed  è che  non  polendo  separare,  come  in  questo, 
le  quantità  infinitamente  piccole  I*  una  dall'altra,  e queste  quantità  trovandosi 
sempre  legate  due  a due  non  possiamo  far  entrare  nelle  combinazioni  le  pro- 
prietà che  appartengono  a ciascuna  di  loro  in  particolare,  né  far  subire  all’ equa- 
zioni ove  esse  s’incontrano,  tutte  le  trasformazioni  che  potrebbero  aiutare  ad 
eliminarle. 

Esaminiamo  ora  io  ciò  che  consiste  il  metodo  delle  flussioni. 

186.  Il  Newton  considera  una  curva  come  generata  dal  moto  uniforme  di  un 
punto;  egli  decompone  a ciascuno  istante  la  velocità  costante  di  questo  punto  in 
due  altre,  1'  una  parafila  all'asse  delle  ascisse  e l’altra  parafila  all’asse  del- 
I'  ordinale.  Queste  velocità  sono  ciò  che  esso  chiama  flussioni  di  queste  coordi- 
nate , nel  mentre  che  la  velocità  arbitraria  del  punto  che  descrive  la  curva  é la 
flussione  dell'arco  descritto. 

Viceversa  quest’arco  descritto  si  chiama  la  fluente,  ossia  1*  integrale,  della  ve- 
locità con  la  quale  esso  é descritto  dal  punto  mobile,  1’ asrissa  corrispondente  si 
chiama  fluente  della  velocità  di  questo  punto  valutala  nel  senso  di  queste  ascisse, 
v.  r ordinata  si  chiama  fluente  della  velocità  di  questo  medesimo  punto  valutata 
nel  senso  di  quest’  ordinata. 


/ 
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Poiché  la  flussione  dell1  arco  si  suppone  costante,  è evidente  che  nel  solo^caso 
che  il  cammino  dei  punto  descrivente  non  si  faccia  in  linea  retta  le  flussioni 
dell’ascissa  e dell’ordinata  saranno  variabili , e che  il  loro  rjpporto  a ciascun 
istante  dipenderà  dalla  natura  della  curva,  vale  a dire  dal  rapporto  medesimo  di 
queste  coordinale. 

Viceversa  il  rapporto  delle  coordinate  dipende  necessariamente  da  quello  che 
esiste  a ciascun  istante  fra  le  flussioni  di  queste  coordinate.  Possiamo  dunque  do- 
mandare qual'é  il  mezzo  di  scoprire  il  rapporto  che  esiste  fra  le  flussioni, 
quando  si  conosce  quello  ohe  esiste  fra  le  coordinate;  e viceversa  qual’ è quello 
di  scoprire  il  rapporto  che  esiste  fra  le  coordinate,  quando  si  conosce  quello  che 
esiste  fra  le  flussioni  sole,  o combinate  con  le  coordinate  esse  medesime.  La 
prima  parte  di  questo  problema  è ciò  che  si  chiama  metodo  diretto  delle  flussio- 
ni , e la  seconda  metodo  inverso  delle  flussioni. 

187.  Ma  queste  prime  nozioni  possono  rendersi  più  generali;  poiché  a misura 
che  il  ponto  descrivente  percorre  la  curva,  non  solamente  l’ascissa  e l’ordinata 
cangiano,  ma  ancora  la  sutlangenle,  la  normale,  il  raggio  di  curvatura,  ec.  vale  a 
dire  che  queste  quantità  crescono  o diminuiscono  più  o meno  rapidamente  come 
le  coordinate  esse  medesime.  Tutte  queste  quantità  hanno  dunque  delle  flussioni 
i di  cui  rapporti  sono  egualmente  determinali  dal  moto  del  punto  che  unifor- 
memente descrive  la  curva;  così  queste  quantità  son  esse  medesime  delle  fluenti. 
Ora  consiste  nell’arte  di  determinare  le  relazioni  di  tutte  queste  fluenti  mediante 
r iu  ter  posizione  delle  loro  flussioni  impiegate  come  ausiliari , ciò  che  si  chiama 
metodo  diretto  e inverso  delle  flussioni , o metodo  delle  flussioni  e finenti. 

Questo  metodo  applicasi  non  solamente  alle  linee  curve,  ma  per  analogia  si 
estende  all’ aree  che  contengono  queste  curve,  alle  superfìcie  curve  e ai  volumi 
che  esse  terminano,  alle  forze  che  mettono  i corpi  in  moto,  e agli  efletti  che 
producono;  in  una  parola  la  teoria  delle  flussioni  si  applica  a tutto  ciò  che  fa 
l’oggetto  delle  matematiche  e delle  scienze  fisico-matematiche , come  il  metodo 
di  esauslione  esso  medesimo  e tutti  i modi  di  calcolo  che  ne  derivano. 

188.  Il  metodo  delle  flussioni  non  ammette,  come  vediamo  nel  calcolo,  che  quan- 
tità finite:  poiché  queste  flussioni  non  sono  altra  cosa  che  velocità  le  quali  sono 
quantità  finite.  Possiamo  ancora  prendere  queste  velocità  respettive  con  le  quali  le 
coordinate  crescono,  per  coordinale  di  una  nuova  curva,  le  quali  avranno  ancora 
]e  loro  flussioni,  che  saranno  similmente  quantità  finite;  e queste  ancora  po- 
tranno esser  prese  per  coordinate  di  una  terza  curva , e così  di  seguito  , senza 
che  giammai  entri  nel  calcolo  altra  cosa  che  quantità  finite. 

189.  Si  sceglie  una  flussione  principale  a piacere,  ma  una  volta  adottata  essa 
regola  tutte  le  altre:  possiamo  scegliere  quella  che  si  vuole;  abbiamo  supposto 
che  fosse  la  velocità  assoluta  del  punto  descrivente,  che  abbiamo  considerala 
come  uniforme:  ma  possiamo  supporre  egualmente  che  questa  sia  la  velocità  nel 
senso  dell'ascissa,  o qualunque  altra  che  sia  uniforme  e che  serva  di  termine  di 
paragone. 

190.  11  metodo  delle  flussioni  e fluenti  deriva  naturalmeote  da  quello  delle 
prime  e ultime  ragioni  ; poiché  la  velocità  variabile  di  un  punto,  non  è il  cammino 
descritto  da  questo  punto  in  un  tempo  dato,  diviso  per  questo  tempo;  ma  la 
prima  o V ultima  ragione  di  questo  rapporto,  vale  a dire  la  quantità  alla  qualo 
questo  rapporto  si  avvicina  continuamente,  a misura  che  questo  tempo  si  sup- 
pone più  corto. 

19».  Quest"  osservazione  è stata  il  prelesto  di  un’  obieziene  elevata  contro  il 
metodo  delle  flussioni;  poiché,  è stato  detto,  che  questo  è introdurre  nella  geo- 
metria che  appartiene  alle  matematiche  pure,  la  nozione  delie  velocità  che  uon 
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appartengono  che  alle  malemaliche  miste,  e definire  un'idea  che  de?’ esser  sem- 
plice, per  meno  di  un'altra  che  è complessa. 

Ma  quest'obiezione  è assai  frivola;  poiché  la  vera  cosa  da  considerare,  è di 
sapere  se  la  teoria  è più  facile  ad  apprendersi  in  questo  modo  piuttosto  che  in 
un  altro.  La  cassazione  che  facciamo  delle  scienze  è assai  arbitraria.  Si  mette 
la  geometria  avanti  la  meccanica  nell' ordine  della  semplicità,  ma  le  pajti  tra- 
scendenti della  prima  son  molto  più  astratte  di  quelle  della  seconda;  e come  lo 
ha  detto  il  Lagrange.  y>  Ciascuno  ha  o crede  avere  un'idea  esatta  della  velocità,™ 
non  è dunque  prendere  un  cammino  contrario  allo  spirito  delle  matematiche,  di 
definire  le  flussioni  per  mezzo  delle  velocità. 

192.  Abbiamo  veduto  che  le  velocità  che  si  chiamano  flussioni*  sono  le  ultime 
ragioni  degli  spazj  percorsi  e dei  tempi  impiegali  a percorrerli  ; ma  se  si  para- 
gonano insieme  due  di  queste  velocità  o flussioni,  per  esempio  la  flussione  del- 
l'ascissa con  quella  dell'ordinata,  queste  flussioni  avranno  esse  medesime  fra 
loro  una  ragione,  che  non  è altra  cosa  che  il  limite  del  rapporto  delle  differen- 
ziali di  queste  coordinate.  Così  il  metodo  delle  flussioni  non  è ancora,  come  si 
vede,  che  il  metodo  infinitesimale,  e per  conseguenza  il  metodo  di  esauslione 
considerato  sotto  un  uuovo  punto  di  vista,  e con  facilità  si  vede  il  legame  che 
Unisce  tutti  questi  metodi  gli  uni  agli  altri. 

193.  I processi  del  metodo  delle  flussioni  non  differiscono  da  quelli  dell'  ana- 
lisi  infinitesimale,  che  per  la  notazione.  Invece  della  caratteristica  d*  della  quale 
ci  si  serve  iu  questa,  si  punteggia  le  lettere  nel  metodo  delle  flussioni;  vale  a dire 

che  la  flussione  della  variabile  o fluente  x,  per  esempio,  è rappresentata  da  x, 

ma  con  questa  distinzione , che  x rappresenta  una  quantità  finita  che  è la  velo- 
cità del  punto  descrivente  nel  senso  dell' ascisse,  nel  mentre  che  </x,  nel  cal- 
colo differenziale,  rappresenta  una  quantità  infinitamente  piccola,  che  è P accre- 
scimento istantaneo  di  questa  medesima  ascissa 

Egualmente  se  si  conoscesse  una  nuova  curva , le  di  cui  coordinate  siano  flus- 
sioni respettive  di  r e y*  le  flussioni  di  queste  nuove  coordinate  saranno  flussioni 
di  flussioni,  e dovranno,  per  la  uotazione  indicata,  essere  espresse  nel  calcolo 

con  x,  y\  e queste  x*yt  saranno  ancora  quantità  finite,  nel  roenlre  che  le 
differenziali  seconde  ddx , ddy  t che  gli  corrispondono  nel  metodo  infiuitesiroate 
sono  quantità  infinitamente  piccole  del  second' ordine  : così  di  seguito. 

19$.  Non  appartiene  a noi  di  pronunziare  fra  il  Newton  e il  Leibnizio  sopra 
la  priorità  dell'  invenzione.  Ci  sembra  però  che  la  metafisica  di  uno  di  questi  me- 
todi sia  tanto  differente  da  quella  dell'altro  che  è più  che  probabile  che  cia- 
scuno abbia  inventato  il  suo.  L*  istoria  delle  scienze  matematiche  è ripiena  di 
simili  incontri;  perchè  la  verità  essendo  una,  bisogna  sempre  che  si  giunga  a l 
essa;  e tosto  che  ne  abbiamo  sentore,  ciascuno  ci  si  precipita  per  quel  cammino 
ohe  gli  è stalo  tracciato.  Bisogna  fare  attenzione  che  all'  epoca  dei  Newton  e del 
Leibnizio  una  folla  d'  idee  analoghe  a quelle  di  questi  due  grand'  uomini  circo- 
lavano da  tutte  le  parti  negli  scritti  dei  sapienti.  Ed  era  realmente  un  frutto  ma- 
turo. II  Cavalieri,  il  Fermat,  il  Pascal,  avevano  sotlo|>oslo  al  calcolo  le  quantità 
infinitamente  piccole;  il  Descartes  aveva  trovato  il  metodo  degl' indeterminati,  il 
Koberval  aveva  immaginato  di  decomporre  la  velocità  del  punto  che  descrive  una 
curva,  in  due  altre  respel tivamente  paralelle  alle  due  coordinate  ; il  Barrovv  aveva 
considerato  le  curve  come  poligoni  di  uu* infinità  di  lati;  1'  Wallis  aveva  inse- 
gnato a calcolare  le  serie.  Non  mancava  altro  che  di  assoggettare  tutte  le  sco- 
perte del  medesimo  genere  ad  un  modo  uniforme  per  mezzo  'li  un  algoiitino; 
non  e pcicio  più  ita  lui  ale  di  pensare  che  il  Newton  e il  Leibnizio  abbiano  cia- 
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scudo  troiaio  il  suo  per  strade  opposi  udirne , piuttosto  che  supporre  che  uno  «li 
onesti  due  uomini  di  già  giuslameute  celebri  per  tanti  titoli,  sia  stato  plagiario 
dell*  altro? 

195.  La  maggior  parte  dei  sapienti,  per  conciliare  la  semplicità  della  Dota- 
zione Leibniziana  col  rigore  geometrico,  prendono  il  partito  di  considerare  lo 
quantità  infinitamente  piccole,  come  assolutamente  nulle.  La  metafìsica  del  cal- 
colo infinitesimale  è sviluppata  sotto  questo  punto  di  rista  con  molta  chiarezza 
nella  prefazione  del  Calcolo  differenziale  dell1  Eulero,  n il  calcolo  differenziale  v 
dice  questo  gran  geometra , é 1*  arte  di  trovare  il  rapporto  degli  accresci- 
w menti  evanescenti,  che  prendono  funzioni  qualunque,  quando  si  attribuisce 
rt  alla  quantità  variabile  di  cui  essi  sono  funzioni,  un  accrescimento  evanescente.  ■»» 
Il  Newton  aveva  di  già  ammesso,  nel  suo  libro  dei  Principii,  la  nozione  delle 
quantità  evanescenti.  « Bisogna,  dice  egli,  intendere  per  V ultima  ragione  delle 
" quantità  evanescenti,  la  ragione  che  hanno  fra  loro  quantità  che  diminui- 
vi scono,  non  avanti  di  annullarsi,  nè  dopo  che  esse  sono  annullate,  ma  al  mo- 
li mento  medesimo  che  esse  si  annullano,  n 

Il  D’  AUmbert  rigetta  questa  spiegazione,  quantunque  d’altra  parte  egli  adoni 
completamente,  la  dottrina  del  Newton  sopra  i limiti  o prime  e ultime  ragioni 
delle  quantità. 

n Questo  metodo,  dice  il  Lagrange,  ha  il  grande  inconveniente  di  considerare 
•n  le  quautità,  nello  stato  in  cui  esse  cessano  per  così  dire  di  essere  quantità: 
m poiché  quantunque  si  concepisca  sempre  bene  il  rapporto  di  due  quantità  , 
n (intanto  che  esse  rimangono  finite,  questo  rapporto  non  offre  più  allo  spirilo 
n un'idea  chiara  ed  esatta,  subito  che  i suoi  termini  diventano  l'uno  e l'altro 
•n  nulli  nel  medesimo  tempo,  w 

Pare  tuttavia  che  le  quantità  infinitamente  piccole  essendo  variabili,  niente 
impedisca  che  si  possa  attribuir  loro  il  valore  zero,  come  qualunque  altro  valore. 

E vero  che  allora  il  loro  rapporto  è che  può  egualmente  supporsi  a o ò. 


come  qualunque  altra  quantità. 

196.  La  considerazione  di  queste  quantità  evanescenti  sarebbe  quasi  inutile,  se  ci 
si  limitasse  a trattarle  nel  calcolo  come  quantità  semplicemente  nulle,  poiché  esse 
non  offrirebbero  più  che  il  rapporto  di  o a o , il  quale  tanto  é eguale  a 2 a 3 
quanto  a qualunque  altra  quantità;  ma  non  bisogna  perdered»  vista,  che  queste  quan- 
tità nulle  hanno  qui  delle  proprietà  particolari,  come  ultimi  valori  delle  quantità 
indefinitamente  decrescenti  di  cui  esse  sono  limiti,  e che  non  gli  si  dà  la  deno- 
minazione particolare  di  evanescenti,  che  col  fine  di  avvertire  che  di  tutti  i rap- 
porti o relazioni  delle  quali  esse  sono  capaci  in  qualità  di  quantità  nulle,  non  vo- 
gliamo considerare  nè  far  entrare  nelle  combinazioni,  che  quelli  che  sono  assegnali 
loro  dalla  lejrge  di  continuità,  quando  s'immagina  il  sistema  delle  quantità  ausi- 
liari, che  si  avvicina  per  gradi  insensibili  al  sistema  delle  quantità  designate:  ed 
è precisamente  questo  che  intende  il  Newton,  quando  dire,  che  le  quantità  eva- 
nescenti sono  quantità  considerate,  nou  avanti  che  esse  si  annullino,  non  dopo 
che  esse  sono  annullate,  ma  nell'istante  medesimo  che  esse  si  annullano. 

Nel  caso  trattalo  (n.°  169),  per  esempio,  (intanto  che  RS  non  coincide  con 

MZ  . TP  

MP,  la  frazione  e maggiore  di  ; queste  frazioni  non  diventano  egua- 
li Z / 

li  che  nel  momento  io  cui  MZ  e IlZ  si  riducono  a zero.  È vero  che 


al|ora  è ancora  eguale  a qualunque  altra  quantità  diversa  da  , poiché 

RZ  / 
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— è una  quantità  assolutamente  arbitraria,  raa  fra  i diversi  valori  che  postiamo 

o 

MZ  TP 

attribuire  a , è il  solo  che  sia  sottoposto  alla  legge  di  continuità,  è 

R/  y 

determinalo  da  essa;  poiché  te  ti  costruiva  una  curva  la  di  cui  ascissa  fosse  ia 

MZ 

quantità  indefinitamente  piccola  MZ,  e l'ordinata  proporzionale  a — - , quella 


che  risponderebbe  all’ascissa  nulla,  sarebbe  rappresentata  da  — - , e non  da  una 

quantità  arbitraria  : ora  questo  è ciò  che  distingue  le  quantità  che  ai  chiamano 
evanescenti  da  quelle  che  sono  semplicemente  nulle. 

Cosi  , quantunque  io  generale  si  abbia. 

o =3  aX°  = 3Xo  = =ec. 

non  possiamo  dire  di  una  quantità  evanescente  come  MZ, 

MZ  = aMZ  = 3MZ  = 4MZ  = ec.  ; 


poiché  la  legge  di  continuità  non  può  assegnare  fra  MZ  ed  MZ  altro  rapporto 
che  quello  di  eguaglianza,  ne  altra  relazione  che  quella  d’  identità. 

197.  Abbiamo  veduto  che  introducendo  nel  calcolo  delle  quantità  infinitamente 
piccole  e trascurandole  a fronte  delle  quantità  finite,  l'eqnazioni  diventavano  im- 
perfette, e che  gli  errori  ai  quali  si  dava  luogo  non  si  compensavano  che  nel  ri- 
sulta mento  cercato.  Ora  possiamo  evitare  te  vogliamo,  questa  specie  d*  inconve- 
niente per  mezzo  delle  quantità  evanescenti,  che  non  essendo  altra  cosa  che  gli 
ultimi  valori  delle  quantità  indefinitamente  piccole  corrispondenti,  possono  come 
tutti  gli  altri  valori,  essere  attribuiti  a queste  quantità  indefinitamente  picco- 
le ; e che  da  un’altra  parte , essendo  assolutamente  nulle,  possono  trascurarsi 
quando  esse  si  trovano  aggiunte  ad  alcune  quantità  effettive,  senza  che  il  cal- 
colo cessi  di  essere  perfettamente  rigoroso. 

>98.  Possiamo  dunque  considerare  l’analisi  infinitesimale  sotto  due  punti  di 
vista  differenti,  considerando  le  quantità  infinitamente  piccole  o come  quantità 
effettive,  o come  quantità  assolutamente  nulle.  Nel  primo  raso  1'  analisi  infinite- 
simale non  è altra  cosa  che  un  calcolo  di  errori  compensati;  e nel  secondo  è I'  arte 
di  paragonare  le  quantità  evanescenti  fra  loro  e con  altre,  per  dedurre  da  questi 
paragoni  i rapporti  e le  relazioni  qualunque  che  esistono  fra  delle  quantità  pro- 
poste. 

Come  eguali  a zero,  queste  quantità  evanescenti  debbono  trascurarsi  nel  calcolo, 
quando  esse  si  trovano  aggiunte  a qualche  quantità  effettiva  o che  esse  ne  sono  sot- 
tratte; ma  nulladimeno  esse  hanno  però,  come  l'abbiamo  veduto,  dei  rapporti  inte- 
ressantissimi a conoscersi,  rapporti  che  sono  determinati  dalla  legge  di  continuità 
alla  quale  è sottoposto  il  sistema  delle  quantità  ausiliari  nel  suo  cangiamento. 
Ora,  per  comprendere  facilmente  quc'ta  legge  di  continuità,  è facile  di  sentire 
che  siamo  obbligati  di  considerare  le  quantità  in  questione  , a qualche  distanza  dal 
termine  in  cui  esse  si  distruggono  intieramente,  se  no  esse  non  offrirebbero  che 
il  rapporto  indefinito  di  zero  a zero;  ma  questa  distanza  è arbitraria,  e non  ha 
altro  oggetto  che  di  fare  giudicare  più  facilmente  i rapporti  che  esistono  fra 
queste  quantità  evanescenti  : sono  questi  rapporti  che  abbiamo  in  vista  considerando 
le  quantità  infinitamente  piccole  come  assolutamente  nulle,  e non  quelli  che  esi- 
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fieno  fra  le  fjtianlilà  ohe  non  sono  ancora  giunte  al  ler.nine  del  loro  annienta- 
mento. Queate,  che  sono  state  chiamate  indefinita  mene  piccole,  non  sono  per  nulla 
destinate  ad  eutrare  esse  medesime  nel  calcolo  considerato  sotto  il  punto  di 
-vista  di  cui  ji  tratta  in  questo  momento,  ma  impiegate  solamente  per  aiutare 
l’ immaginaiione,  e indicare  la  legge  di  continuità  che  determina  i rapporti  e 
le  relazioni  qualunque  delle  quautità  evanescenti  alle  quali  esse  rispondono. 

Cosi,  dopo  quest'ipotesi,  nella  proporzione  MZ  : RZ  ::  TI*  : MP,  le  quan- 
tità rappresentate  da  MZ  e RZ  si  suppongono  assolutamente  eguali  a zero  , ma 
siccome  abbiamo  bisogno  del  loro  rapporto,  è necessario  per  riconoscere  la  sua  egua- 


glianza con 


TP 

t considerare 


le  quautità  indefinitamente  piccole  che  corrispon- 


dono a queste  quantità  nulle,  non  col  fine  d'  introdurle  esse  medesime  nel  cal- 
colo, ma  per  farci  entrare  sotto  la  denominazione  di  MZ  e di  RZ,  le  quantità 
evanescenti  che  ne  sono  gli  ultimi  valori* 

199.  Quest1  espressioni  MZ,  RZ  rappresentano  dunque  qui  delle  quantità  nulle, 
e non  s’impiegano  sotto  le  forme  MZ,  RZ,  piuttosto  che  sotto  la  forma  comune 
zero,  che  per  il  motivo  che  se  s*  impiegassero  infatti  sotto  quest'attinia  forma,  non 
si  potrebbe  più  distinguere,  nell1  operazioni  ov1  esse  si  troverebbero  mescolate, 
le  loro  diverse  origini,  vaia  a dire,  quali  sono  le  diverse  quantità  indefinitamente 
piccole  che  gli  corrispondono.  Ora,  la  considerazione,  almeno  mentale , di  queste 
è necessaria  per  comprendere  la  legge  di  continuità  che  determina  il  rapporto 
cercato  delle  quantità  evanescenti  che  esse  hanno  per  limiti,  e per  conseguenza 
è essenziale  di  non  perderle  di  vista,  e di  distinguerle  per  mezzo  di  espressioni 
che  impediscano  di  confonderle. 

200.  Le  quantità  evanescenti  che  fanno  il  soggetto  del  calcolo  infinitesimale  con- 
siderato sotto  questo  nuovo  punto  di  vista,  sono  per  verità  esseri  della  ragione; 
ma  ciò  non  impedisce  che  esse  non  abbiano  delle  proprietà  matematiche,  e che  non 
si  possa  paragonarle  tanto  bene  quanto  si  paragonano  le  quantità  immaginarie  le 
quali  non  esistono  di  più  delle  quantità  evanescenti.  Ora  persona  non  mette  in 
dubbio  l'esattezza  dei  risultamene  che  si  ottengono  dal  calcolo  degli  immaginari, 
quantunque  essi  non  siano  che  forme  algebriche  e geroglifici  dì  quantità  assurde;  a 
più  forte  ragione  non  possiamo  dare  l'esclusione  alle  quantità  evanescenti,  che  sono 
almeno  limiti  delle  quantità  effettive,  e toccano  per  così  dire  all'esistenza.  Che 
imporla  infatti  che  queste  quantità  siano  o non  siano  esseri  chimerici,  se  i loro 
rapporti  non  lo  sono,  e che  questi  rapporti  siano  la  sola  cosa  che  c'  interessa  ? 
Siamo  dunque  interamente  padroni,  sottoponendo  al  calcolo  le  quantità  che  ab- 
biamo chiamale  infinitesimali,  di  considerare  queste  quantità  come  effettive  o come 
assolutamente  nulle;  e la  differenza  che  si  trova  fra  questi  due  modi  di  considerare 
la  questione,  consiste  in  ciò  che  considerando  queste  quautità  come  nulle  le  proposi- 
zioni, equazioni  e risultamene  qualunque,  rimangano  esatti  e rigorosi  per  tutto 
il  calcolo,  ma  si  rapportano  a quantità  che  sono  esseri  della  ragione,  ed  esprimono 
relazioni  esistenti  fra  quantità  che  in  sostanza  non  esistono  da  se  medesime;  in- 
vece che  considerando  le  quantità  infinitamente  piccole  come  qualche  cosa  di  ef- 
fettivo, le  proposizioni,  equazioni  e risultameuti  qualunque  hanno  per  soggetto 
delle  vere  quantità;  ma  queste  proposizioni,  equazioni  c risultaroenli  sono  falsi, 
o piuttosto  essi  sono  imperfetti,  e non  diventano  esatti  alla  fine  che  per  la  com- 
pensazione dei  loro  errori,  compensazione  però  che  è un  seguito  necessario  ed  in- 
fallibile delle  operazioni  del  calcolo. 

201.  La  metafisica  che  abbiamo  esposto  risponde  facilmente  a tutte  le  obiezioni 
che  sono  stale  fatte  contro  l'analisi  infinitesimale,  della  quale  alcuni  geometri 
hanno  creduto  il  principio  difettivo  c capace  d'indurre  in  errore  ; ma  essi  sono 
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stati  oppressi,  se  rosi  possiamo  esprimerri , «Issila  moltitudine  dei  prodigi  e dallo 
splendore  delle  verità  che  uscivano  in  folla  da  questo  principio. 

Queste  obiezioni  possono  ridursi  a questa:  o le  quantità  che  si  chiamano  in- 
finitamente piccole  sono  assolutamente  nulle,  o non  lo  sono;  poiché  è cosa  ridi- 
cola di  supporre  che  esistano  esseri  che  tengano  un  posto  medio  fra  la  quantità 
e lo  zero.  Ora,  se  esse  sono  assolutamente  mille,  il  loro  paragone  non  conduce 
a niente;  e se  esse  sono  quantità  effettive,  non  possiamo  senza  errore  trattarle 
come  nulle,  come  lo  prescrivono  le  regole  deir  analisi  infinitesimale. 

La  risposta  è semplice:  ben  lungi  infatti  dà!  non  potere  considerare  le  quan- 
tità infinitamente  piccole,  nè  come  qualche  cosa  di  reale,  nè  come  niente,  pos- 
siamo dire  al  contrario  che  possiamo  a piacere  considerarle  come  nulle  o come 
vere  quantità,  poiché  quelli  che  vorranno  considerarle  come  nulle,  possono  ri- 
spondere che  ciò  che  essi  chiamano  quantità  infinitamente  piccole  non  sono  quan- 
tità nulle  qualunque,  ma  quantità  nulle  assegnate  da  una  legge  di  continuità 
che  ne  determina  la  relazione;  che  fra  tutti  i rapporti  dei  quali  queste  quan-  ; 
lità  sono  capaci  come  zero,  essi  non  considerano  che  quelli  che  sono  determi- 
nati da  questa  legge  di  continuità;  e che  finalmente  questi  rapporti  non  sono 
vaghi  e arbitrari,  poiché  questa  legge  di  continuità  non  assegna,  per  esempio, 
più  rapporti  differenti  alle  differenziali  dell'ascissa  e dell'  ordinata  di  una 
curva  quando  queste  differenziali  svaniscono,  ma  uno  solo,  che  è quello  della 
sutlangente  all’ ordinata*  Da  un'altra  parte,  quelli  che  considerano  le  quantità 
infinitamente  piccole  come  vere  quantità,  possono  rispondere  che  ciò  che  essi 
chiamano  infinitamente  piccolo  non  è che  una  grandezza  arbitraria  e capace  a sup- 
porsi tanto  piccola  quanto  si  vuole,  senza  niente  cangiare  alle  quantità  proposte; 
poiché  allora  senza  supporla  nulla,  possiamo  però  trattarla  come  tale,  senza  che 
ne  segua  alcun  errore  nel  risultamenlo,  poiché  quest’errore,  se  avesse  luogo, 
sarebbe  arbitrario  come  la  quantità  che  lo  avrebbe  cagionato.  Ora  è evidente 
che  un  simile  errore  non  può  esistere  che  fra  quantità  di  cui  qualcheduna  al- 
meno sia  arbitraria.  Dunque  quando  saremo  giunti  ad  un  risultaraento  che  non 
ne  contiene  più,  e che  esprime  una  relazione  qualunque  fra  le  quantità  date  e 
quelle  che  sono  determinate  dalle  condizioni  del  problema,  possiamo  assicurare 
che  questo  risultamento  è esatto,  e che  per  conseguenza  gli  errori  che  si  sareb- 
bero commessi  esprimendo  queste  condizioni , hanno  potuto  compensarsi  e sparire 
per  mezzo  di  un  seguito  necessario  e infallibile  dell'  operazioni  del  calcolo. 

2oa.  Altri  geometri , imbarazzati  apparentemente  dall'  obiezione  che  abbiamo 
discusso,  si  sono  attaccali  semplicemente  a provare  che  il  metodo  dei  limiti,  i di 
cui  processi  sono  rigorosamente  esalti  in  tutti  i punti,  doveva  necessariamente 
condurre  ai  medesimi  risultamene  dell' analisi  infinitesimale.  Ma  convenendo  che 
il  principio  di  questo  metodo  è assai  luminoso,  non  possiamo  dissimulare  che  essi 
non  fanno  che  eludere  la  difficoltà  .senza  risolverla;  poiché  il  metodo  dei  limiti 
i»«n  conduce  ai  risultamene  dell'analisi  infinitesimale  che  per  mezzo  di  un  cam- 
mino difficile  e remoto;  e che  finalmente  questo  metodo  f lungi  dall’ essere  il 
medesimo  di  quello  del  calcolo  dell'infinito,  non  è al  contrario  che  l'arte  di 
pacarsene  e di  supplirci  col  calcolo  algebrico  ordinario:  alla  qual  cosa  si  riusci- 
rebbe in  un  modo  più  semplice,  a quello  che  mi  pare,  col  metodo  degl' indeter- 
minati. 

2o3.  Segue  da  quanto  abbiamo  detto,  che  possiamo  a piacere  considerare  le 
quantità  infinitamente  piccole  o come  assolutamente  nulle  , o come  vere  quan- 
tità; un  motivo  però  ci  farebbe  preferire  quest'ultimo  metodo  di  considerare 
l'analisi  infinitesimale;  e il  motivo  è che  quelli  che  la  considerano  così,  pare 
clic  trattino  la  questione  in  un  modo  più  generale  degli  altri.  Poiché  quelli  at- 
tribuendo alle  quantità  infinitamente  piccole  il  valore  zero,  fanno  un'opeiazioue 
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inutile;  essi  sembrano  considerare  questa  determinazione  come  necessaria,  e pen- 
sare che  senza  di  essa  non  potrebbero  ottenere  ciò  che  cercano;  ora  questo  è ciò 
che  non  è,  poiché  queste  quantità  possono  tutte  eliminarsi  senza  condizione, 
vale  a dire  senza  attribuir  loro  alcun  valore  determinato.  La  questione  sembra 
dunque  risoluta  in  un  modo  più  generale,  allorquando  si  loscia  nell' indetermi- 
nazione le  quantità  che  non  siamo  obbligati  di  determinare. 

20).  Alcuno  dei  metodi  praticati  o proposti  ftoo  a questo  giorno,  per  supplire 
al  metodo  di  esaustione  degli  antichi,  c per  ridurlo  in  algoritmo  regolare  non  è 
sembralo  al  Lugrange  che  riunisca  in  un  grado  desiderabile  e soddisfacente, 
l'esattezza  c la  semplicità  richiesta  nelle  scienze  matematiche.  Egli  ha  pensato 
però  che  non  era  impossibile  di  giungere  a questo  scopo  importante,  e le  sue  ri- 
cerche a questo  riguardo  ci  hanno  dato  la  grand'  opera  che  esso  ha  pubblicalo 
sotto  il  titolo  di  Teoria  delie  funzioni  analitiche , contenente  i principii  del 
calcolo  differenziale  , scevri  da  qualunque  considerazione  d'  infinitamente 
piccoli,  di  evanescenti , di  limiti  e di  flussioni , e ridotti  all' analisi  algebrica 
delle  quantità  finite.  Il  Lagrange  ha  di  più  dato,  sul  medesimo  soggetto, 
un'altra  opera  considerabile,  intitolata:  Lezioni  sul  calcolo  delle  funzioni  , la 
quale  è un  commentario  e un  supplemento  della  prima. 

Questi  scritti  sono  segnali  col  conio  del  genio  originale  e profondo  al  quale  -li 
già  dobbiamo  il  calcolo  delle  variazioni  e la  meccanica  analitica;  ma  siccome  essi 
debbono  trovarsi  fra  le  mani  di  tutti  quelli  che  vogliono  approfondire  la  scienza 
del  calcolo,  qui  non  ne  diremo  che  una  parola. 

Per  conservare,  in  tutto  il  corso  delle  sue  operazioni,  rcsattezza  rigorosa,  della 
quale  si  è fatto  una  legge  di  giammai  allontanarsi,  il  Lagrange,  che  fa  ancora 
uso  delle  differenziali,  sotto  un'altra  denominazione  e sotto  un'altra  notazione, 
le  considera  come  quantità  finite,  indeterminate.  In  conseguenza,  esso  non  tra- 
scura alcun  termine,  e prende  le  sue  differenziali,  come  si  fa,  nel  calcolo  alle 
differenze  finite.  Questo  è a quello  che  giunge  col  teorema  del  Taylor,  del  quale 
fa  la  base  della  sua  dottrina,  c che  dimostra  direttamente  per  mezzo  dell’ ana- 
lisi ordinaria,  nel  mentre  che  avanti  di  esso,  non  si  era  ancora  dimostrato  che 
col  soccorso  del  medesimo  calcolo  differenziale. 

L' autore  giunge  così  ad  esprimere,  con  equazioni  rigorosamente  esatte,  le 
condizioni  di  qualunque  questione  proposta.  Quest'  equazioni  sembrano  certa- 
mente do\cr  essere  più  difficili  a stabilirsi  e più  complicate  di  quelle  che  si  ot- 
tengano con  i processi  ordinari  dell’analisi  infinitesimale;  vale  a dire,  quando 
ci  permettiamo  di  trascurare  le  quantità  infinitamente  piccole  a fronte  delle 
quantità  finite.  Ma  siccome  le  une  e le  altre  di  quest'  equazioni  non  possono 
giammai  condurre  che  ai  medesimi  risultameli , cosi  sentiamo  che  debbano  ne- 
cessariamente esistere  per  le  prime,  dei  mezzi  più  semplici  che  le  riportino  al- 
P altre.  Questo  è ciò  che  infatti  ha  lungo  : P autore  con  un  seguilo  di  trasfor- 
mazioni ingegnose,  giunge  a spogliare  il  suo  calcolo  di  tutto  ciò  che  l’imbarazzava 
inutilmente.  Ed  è cosi  che  quest' equazioni  ritornano  da  se  medesime,  e senza 
che  siamo  obbligali  a niente  trascurare  nel  corso  dell'  operazioni , alla  semplicità 
di  quelle  che  si  sarebbero  potute  ottenere  immediatamente  con  i processi  ordi- 
nari dell'  analisi  infinitesimale. 

2o5.  Quantunque  il  Lagrange  prenda  le  sue  differenziali  rome  se  queste  fos- 
sero differenze  finite,  esse  hanno  un  carattere  rhc  le  distingue  essenzialmente  «la 
queste;  ed  è che  esse  rimangano  sempre  indeterminate,  dimodoché  si  rimane 
padroni,  in  tutto  il  corso  del  calcolo,  di  renderle  tanto  piccole  quanto  si  vuole, 
senza  niente  cangiare  al  valore  delle  quantità  delle  quali  «i  cerca  la  relazione; 
ciò  clic  somministra  mezzi  di  eliminazione  » quali  non  appartengono  punto 
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al  calcolo  ordinario  delle  differenze  finite,  nel  quale  queste  differenze  sono 
fine. 

2ofl.  È facile  di  osservare  l’analogia  che  esiste  fra  la  teoria  delle  funzioni  ana- 
litiche, quella  del  calcolo  infinitesimale  ordinario,  e il  metodo  degli  indetermi- 
nati del  qnate  abbiamo  parlato.  Infatti,  le  differenze  prese  senza  niente  trascurare, 
come  si  fa  nella  teoria  delle  funzioni  analitiche,  con  la  formula  del  Taylor,  sono 
delle  serie.  Ora,  come  l1  osserva  il  Lagrange  medesimo,  tutti  i problemi  per  la 
di  cui  soluzione  ai  esige  il  calcolo  differenziale,  dipendono  unicamente  dal  primo 
termine  di  ciascuna  di  queste  serie,  e tutti  i metodi  non  hanno  altro  scopo,  che 
di  staccare  e isolare,  per  così  dire,  questo  primo  termine  dal  resto  della  serie. 
Il  calcolo  differenziale  ordinario  adempie  immediatamente  a quest1  oggetto,  trascu- 
rando, fin  dal  primo  momento  tutti  gli  altri,  come  se  fossero  nulli;  nel  metodo 
degl’  indeterminati , si  sottintendono  solamente,  come  dovendo  necessariamente 
distruggersi  gli  uni  con  gli  altri  nel  risultamento  del  calcolo;  nella  teoria  delle 
funzioni  finalmente,  si  fanno  realmente  entrare  nell1  espressione  delle  condizioni 
del  problema,  e si  distaccano  quindi  con  diverse  trasformazioni,  fondate  sul 
principio  che  tutti  questi  termini  hanno  per  fai tor  comune  un  accrescimento  della 
variabile,  che  siamo  padroni  di  supporlo  tanto  piccolo  quanto  si  vuole  ; nel  men- 
tre che  il  primo  termine  della  serie  ne  è indipendente:  il  che  rientra  evidente- 
mente nel  metodo  degl1  indeterminati , col  quale  siamo  condotti  a equazioni  in 
cui  ciascuno  dei  termini  preso  separatamonte  è eguale  a zero. 

207.  Il  vero  ostacolo  all1  adozione  di  nn  metodo  tanto  luminoso,  è la  novità 
dell'  algoritmo,  per  il  quale  bisognerebbe  abbandonare  quello  che  una  lunga  abi- 
tudine ha  consacrato,  e col  quale  sono  redatte  tutte  le  opere  originali  che  sono 
comparse  da  più  di  un  secolo;  cosi,  per  esempio,  bisognerebbe  rifondere  tutte 
le  collezioni  accademiche,  tutti  gli  scritti  dell1  Eulero  fe  quegli  del  Lagrange 
medesimo.  Questo  pensiero  ero  il  suo,  quando  pubblicò  Ih  nuova  edizione  della 
sua  Meccanica  analitica  ; esso  non  impiegò  il  suo  algoritmo,  ed  ecco  come  si 
espresse  a questo  soggetto  nell1  avvertimento  che  messe  al  principio  di  que- 
st* ultima  opera  : 

w Abbiamo  conservato  la  notazione  ordinaria  del  calcolo  differenziale,  perchè 
n essa  risponde  al  sistema  degl1  infinitamente  piccoli  adottato  in  questo  trattato, 
n Quando  abbiamo  ben  concepito  lo  spirito  di  questo  sistema,  e che  ci  siamo 
n convinti  dell1  esattezza  dei  suoi  risultamene  col  metodo  geometrico  delle  prime 
* e -ultime  ragioni,  o col  metodo  analitico  delle  funzioni  derivate;  possiamo 
n impiegare  gl1  infinitameute  piccoli  come  un  instrumento  sicuro  e comodo  per 
r>  abbreviare  e rendere  più  semplici  le  dimostrazioni. w 

208.  Dopo  alcuni  anni,  Giovanni  Landen  sapiente  geometra  inglese,  aveva  ten 
lato  con  tuccessso,  di  riportare  il  calcolo  infinitesimale  all*  algebra  ordinaria.  Il 
Lagrange  che  si  compiaceva  a far  risaltare  il  merito  altrui,  perchè  si  sentiva 
abbastanza  ricco  delle  sue  proprie  scoperte , cita  onorevolmente  Giovanni  Landen. 

209.  I diversi  melodi  dei  quali  abbiamo  dato  l’idea,  non  sono  a parlare  pro- 
primcnte  che  un  solo  e medesimo  metodo,  presentato  sotto  diversi  punti  di  vista. 
Ed  è sempre  il  metodo  di  esaustone  degli  antichi,  reso  più  o meno  semplice, 
appropriato  più  o meno  felicemente  ai  bisogni  del  calcolo,  e finalmente  ridotto 
in  un  algoritmo  regolare. 

Ma  quest'algoritmo  è di  un'alta  importanza,  esso  è per  il  metodo  di  esali- 
si ione,  ciò  che  l’algebra  ordinaria  è per  la  sintesi;  gli  antichi  non  conoscevano 
che  la  sintesi  e il  metodo  di  esaustene,  che  esso  medesimo  non  è che  un  ramo 
della  sintesi:  i moderni  immaginando  l1  algebra  ordinaria  c 1’  algoritmo  ''infinite- 
simale , si  sono  procurali  vantaggi  immensi.  Questo  è un  istrumento  col  quale 
i abbreviano  e facilitano  il  lavoro  dello  spirilo,  fiducendolo  per  così  dire  a lavoro 
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meccanico.  1 simboli  algebrici  non  sono  solamente,  ciò  che  è la  scrittura  al  pen- 
siero. un  mezzo  di  dipingerlo  e di  stabilirlo;  essi  resistono  al  peusiero  medesimo, 
essi  lo  dirigono  fino  ad  un  certo  punto,  e basta  trasportargli  sulla  carta,  scgueudo 
cert«;  regole  assai  semplici,  per  giungere  infallibilmente  a nuove  verità. 

aio.  I simboli  algebrici  fanno  ancora  più:  essi  introducono  nelle  combinazioni, 
forme  puramente  immaginarie,  esseri  fìttizii  che  nou  possono  esistere  uè  com- 
prendersi , e che  ciò  uon  ostante  sono  utili.  S' impiegano  ausiliarmente  come 
termini  di  paragoue , per  facilitare  l' avvicinamento  delle  vere  quantità  dello 
quali  vogliamo  ottenere  la  relazione,  e quindi  si  eliminano  con  trasformazioni 
che  esse  medesime,  per  cosi  dire,  non  sono  che  1'  opera  della  mano. 

Quest'  ammirabile  istrumento  delle  scienze  esatte  non  ha  potuto  essere  che  il 
prodotto  di  ricerche  accumulate  dai  più  profondi  genii , e forse  da  alcuni  felici 
azzardi.  Ma  non  bisogna  perdere  di  vista  che  questo  uon  è che  un  istrumento 
fatto  per  secondare  gli  sforzi  dell1  immaginazione,  e non  per  rallentarne  il  vigore, 
di  è sempre  un  mezzo  indiretto  inventato  per  supplire  alla  debolezza  del  nostro 
spirito;  non  dobbiamo  perciò  impiegarlo  che  con  riserva,  e per  vincere  le  diffi- 
coltà o render  generali  le  questioni,  ed  è un  abuso  il  ricorrerci  senza  verun  bi- 
sogno,  come  nei  primi  elementi  delle  scienze,  ove  cagiona  più  imbarazzo  di 
quello  che  gettare  vera  luce. 

alt.  Beo  lungi  dall*  impiegare  l'analisi  a stabilire  le  verità  elementari,  dob- 
biamo distaccarle  da  tutto  ciò  che  c'impedisce  di  conoscerle  il  più  distintaraeute 
possibile,  e di  riconoscere  il  cammino  che  ci  conduce  a queste.  Quelli  che  rie- 
scono a fare  vedere  quasi  intuitivamente  risultamenti  ai  quali  non  eravamo  giunti 
uvaoti  di  loro,  che  col  soccorso  di  un'analisi  complicata,  questi  non  ci  procu- 
rano sempre  taoto  piacere  quanto  sorpresa?  purché  ciò  nou  sia  giammai  che  in  un 
modo  semplice,  e senza  aumentare  le  difficoltà. 

aia.  Fa  regola  da  tenersi,  mi  sembra  che  debba  essere  di  prendere  sempre  il  cam- 
mino più  semplice,  c a difficoltà  eguali  prendere  il  più  luminoso:  alcun  mezzo  non 
deve  essere  esclusivo.  Così  per  ritornare  al  nostro  oggetto,  fra  i metodi  dei  quali 
abbiamo  parlato,  bisogna  per  l'uso  abituale,  scegliere  quello  che  conduce  in  ge- 
nerale allo  scopo,  per  il  cammino  il  più  corto  ed  il  più  facile,  ma  senza  riget- 
tarne alcuno  degli  altri,  perchè  questi  sono  io  primo  luogo  in  se  medesimi  belle 
speculazioni  per  lo  spirito,  c quindi  perché  non  ve  ne  è uno,  forse  che  non 
possa  condurre  a qualche  verità  fin  allora  incognita  , o procurare  in  certi  casi 
un  risultameuto  inatteso,  o una  soluzione  più  elegante  di  tutte  le  altre. 

ai3.  Ma  fra  tutti  questi  metodi  che  hanno  la  loro  coraun’ origine  nel  metodo 
di  esaustone  degli  antichi,  qual  è quello  che  offre  maggior  vantaggio  per  1’  uso 
abituale  ? mi  sembra  che  geueralmcnte  sia  couvenuto  che  questo  sia  quello  del- 
1'  analisi  teibniziana. 

I lavori  del  Descartes,  del  Pascal,  del  Fermai,  dell'  Huyghens,  del  Barrow,  del 
Hoberval  , dell'  Wallis,  del  Newton  , soprattutto,  provano  che  da  lungo  tempo  ci 
si  avvicinava  a questa  grande  scoperta,  allorquando  essa  fu  proclamata  dal  Leib- 
nizio;  e possiamo  giudicare  che  non  vi  fosse  alcuno  di  questi  illustri  geometri 
che  non  l'avesse  fatta  , se  egli  avesse  sospettato  che  ci  fosse  a questo  riguardo 
una  grande  scoperta  da  fare;  vale  a dire  che  non  ve  ne  sarebbe  stato  uno  fra  di 
loro  che  non  avesse  trovato  un  mezzo  per  ridurre  in  algoritmo  il  metodo  di 
esaustone,  se  l’idea  gli  fosse  venuta  di  cercarlo,  e che  avesse  previsto  tutta  In 
fecondità  di  cui  potrebbe  essere  qualche  giorno  un  simile  mezzo.  Forse  ancora 
fra  i diversi  algoritmi  creali  da  tanti  genii  originali,  se  ne  sarebbe  trovato  qual- 
cheduno che  avrebbe  ottenuto  la  preferenza  sopra  quello  del  Leibnizio,  che  1 abi- 
tudine ha  consacralo  fra  di  noi,  uon  meno  che  i preziosi  e immensi  lavori  ebo 
sono  al  giorno  di  oggi  rivestiti  delle  forme  di  questo  algoritmo. 

Da  di.  Mal.  Poi*  ///.  ^ 
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21 4.  1-*  Possiamo,  dice  il  Lagrange,  considerare  il  Fermat  come  il  primo  in- 
V ventore  dei  nuovi  calcoli. 

n II  Barrow  immaginò  di  sostituire  alle  quantità  che  debbono  supporsi  nulle 
ti  secondo  il  Fermat,  quantità  reali,  ma  infinitamente  piccole,  e diede,  nel  1674, 
r il  suo  metodo  delle  tangenti,  ove  considera  la  curva  come  un  poligono,  di 
v un'infinità  di  lati;  ma  questo  calcolo  non  era  ancora  che  abbozzato,  poiché 
n non  si  applicava  che  all1  espressioni  razionali. 

fi  Rimaneva  dunque  a trovare  un  algoritmo  semplice  e generale,  applicabile 
r>  a tutte  le  sorti  di  espressioni,  col  quale  ai  potesse  passare  direttamente  e senza 
n alcuna  riduzione,  dalle  formule  algebriche  alle  loro  differenziali.  Questo  è ciò 
n che  il  Leibnizio  ha  dato  dieci  anni  dopo.  Pareva  che  il  Newton  fosse  giunto, 
n nel  medesimo  tempo  o un  poco  avanti,  alle  medesime  abbreviazioni  di  calcolo 
r>  per  le  differenziazioni.  Ma  il  gran  merito  e la  forza  principale  dei  nuovi  cal- 
li coli  consistono  nella  formazione  dell1  equazioni  differenziali  e nella  loro  iute- 
si  grazione;  e sopra  questo  punto  sembra  che  la  gloria  dell’ invenzione  si  debba 
n quasi  unicamente  al  Leibnizio  e soprattutto  ai  Bernoulli  » 

ai5.  Sembrerebbe  ben  difficile  ora  di  abbandonare  il  cammino  che  ci  è stalo 
aperto  da  questi  illustri  geometri;  di  darsi  a una  nuova  maniera  di  vedere,  a 
una  nuova  notazione,  a nuove  locuzioni.  II  Lagrange  medesimo  riconosceva  come 
l1  abbiamo  detto,  che  il  metodo  infinitesimale , come  s'impiega  al  giorno  d’oggi, 
è un  mezzo  sicuro  di  abbreviazione  e di  semplicità,  ed  ha  creduto  doverlo  adat- 
tare nella  sua  Meccanica  analitica  , a preferenza  di  quelli  che  aveva  proposti 
esso  medesimo  nella  sua  Teoria  delle  funzioni  analitiche. 

216.  Qnesto  profondo  pensatore  diceva,  che  il  vero  secreto  dell’analisi  consi- 
steva nell’  arte  di  comprendere  i diversi  gradi  d’  indeterminazione  dei  quali  la 
quantità  è capace;  idea  che  porta  a considerare  il  metodo  degl’ indeterminati  del 
Descartes,  come  il  più  importante  corollario  del  metodo  di  esaustione. 

Infatti  , in  tutti  i rami  dell’analisi  presa  generalmente,  vediamo  che  i snoi 
processi  sono  sempre  fondati  sopra  i diversi  gradi  d’indeterminazione  delle  quau- 
tità  che  essa  paragona.  Un  numero  astratto  è meno  determinato  di  un  numero 
concreto,  perchè  questo  specifica  non  solameute  il  quanto  del  numero;  ma  ancora 
le  qualità  dell’ oggetto  sottoposto  al  calcolo:  le  quantità  algebriche  sono  più 
indeterminate  che  i numeri  astratti , poiché  esse  non  specificano  neppure  il 
quaoto|:  fra  quest’  ultime,  le  variabili  sono  più  indeterminate  delle  costanti,  per- 
chè queste  si  considerano  come  fisse  in  un  più  lungo  periodo  di  calcolo;  le 
quantità  infinitesimali  sono  più  indeterminate  delle  semplici  variabili  , perchè 
esse  rimangano  ancora  capaci  di  mutazione  , ancora  quando  abbiamo  di  già  con- 
venuto di  considerare  le  altre  come  fisse;  finalmente  le  variazioni  sono  più  in- 
determinate delle  semplici  differenziali,  perchè  queste  son  sottoposte  a variare 
secondo  una  legge  data,  nel  mentre  che  la  legge  secondo  la  quale  si  fa  cambiare  le 
altre  è arbitraria.  Nulla  termina  questa  scaja  dei  diversi  gradi  d’indeterminazione, 
ed  è esattamente  in  questa  riunione  di  quantità  più  o meno  definite,  più  o me- 
no arbitrarie,  che  consiste  il  principio  fecondo  del  metodo  generale  degl’inde- 
terminati, di  cui  il  calcolo  infinitesimale  non  è,  parlando  sinceramente,  che  una 
felice  applicazione. 

Queste  quantità  , che  da  una  parte  son  legate  allo  stato  della  questione  , nel 
mentre  che  dall’altra  si  rimane  libero  di  attribuir  loro  valori  più  o raeuo  gran- 
di, queste  quantità,  dico,  che  sono  in  qualche  maniera  semi-arbitrarie,  ci  fanno 
sentire  la  necessità  della  distinzione  che  abbiamo  stabilita  fra  le  quantità  indicate, 
e le  quantità  non  indicate;  distinzione  che  non  è la  medesima  di  quella  che  esi- 
ste fra  le  costanti  e le  variabili;  poiché  le  quantità  indicate  comprendono  le  co- 
stanti e le  variabili  delle  quali  si  cerca  la  relazione  , o che  ne  sono  funzioni 
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esclusi  re;  Tale  a dire,  tutte  quelle  che  possano  entrare  nel  risultamento  del 
calcolo,  nel  mentre  che  le  quantità  non  indicate  ne  sono  necessariamente  escluse. 
Queste  non  possono  perciò  entrare  che  come  ausiliari,  esse  non  servono  che  a 
render  più  faaile  l'espressione  delle  condizioni  del  problema;  dopo  di  che  tutte 
le  cure  del  calcolatore  debbono  esser  dirette  Terso  la  loro  eliminazione,  che  è 
indispensabile  in  tutti  i casi,  e che  quando  essa  è fatta,  annunzia  sempre,  che 
questo  calcolo  perde  fin  d' allora  il  suo  primo  carattere  di  calcolo  infinitesimale, 
per  rientrare  nel  dominio  dell’  algebra  ordinaria. 

317  II  metodo  dei  limiti  o delle  prime  e ultime  ragioni , non  dispensa  dalla 
distinzione  almeno  tacita,  di  queste  quantità  indicate  e non  indicate;  poiché  il 
limite  di  una  quantità  non  è altra  cosa  che  il  termine  a cui  quest' altra  quantità 
si  suppone  avvicinarsi  continuamente,  fino  a differirne  tanto  poco  quanto  si 
vuole.  Questo  limite  è dunque  considerato  come  fisso,  e per  conseguenza  come 
una  quantità  designata,  nel  mentre  che  l'altro  potendo  avvicinarsi  a questo  li- 
mite tanto  quanto  si  vuole,  rimane  sempre  arbitrario  o non  indicato,  e non  può 
entrare  nel  risultamento  del  calcolo. 

318.  Vediamo  da  ciò  che  1' espressione  del  limite  non  è nè  più  nè  meno  diffi- 
cile a definirsi  esattamente , che  quella  di  quantità  infinitamente  piccola  , e che 
per  conseguenza  è un  errore  di  credere  che  il  metodo  dei  limiti  sia  più  rigoroso 
di  quello  dell'analisi  infinitesimale  ordinaria;  poiché  per  procedere  a rigore  col 
metodo^dei  limiti,  bisogna  prima  dì  ogni  altra  cosa  definire  ciò  che  significa  nn 
limite:  ora  la  differenza  di  una  quantità  qualunque  al  suo  limite,  è esattamente 
ciò  che  si  chiama  o ciò  che  si  deve  chiamare  una  quantità  infinitamente  piccola; 
I'  una  non  è dunque  più  difficile  a comprendersi  dell’  altra,  e se  il  metodo  del 
limiti  è esatto,  come  non  si  potrebbe  dubitarne,  non  vi  è alcuna  ragione  perche 
l’analisi  infinitesimale  non  lo  sia. 

319.  Ma  questa  ha  sopra  la  prima  dei  grandissimi  vantaggi,  ciò  segne  perchè 
nel  metodo  dei  limiti  non  è permesso  di  fare  entrare  separatamente  nel  calcolo 
queste  quantità  semi-arbitrarie  che  si  chiamano  quantità  non  designate,  ne  è 
permesso  neppure  di  ammetterci  i loro  rapporti,  ma  solamente  i limiti  di  questi 
rapporti,  i quali  sono  quantità  designate.  Mediante  Ciò  siamo  privati  dei  mezzi 
di  combinazione  e di  trasformazione,  che  procurano  all'analisi  infinitesimale,  la 
facoltà  che  si  dà  e che  dimostra  avere  il  diritto  di  darsi,  di  operare  isolatamente 
sopra  queste  quantità  ausiliari , facoltà  che  costituisce  uno  dei  principali  vantaggi 
del  suo  algoritmo.  L’  analisi  infinitesimale  è dunque  un  perfezionamento  del  me- 
todo dei  limiti,  ed  è un  uso  più  esteso,  più  ardito,  del  primo,  e il  quale  non 
è nè  meno  esatto  nè  meno  luminoso. 

230.  Del  rimanente,  il  vantaggio  del  metodo  infinitesimale  sopra  toltigli  altri, 
non  è neppure  nell’espressione  dei  suoi  principii  che  può  farsi  sentire.  Tolti 
sono  quasi  egualmente  chiari  in  ciò;  ma  non  è egualmente  facile  di  applicarli 
alle  questioni  particolari.  La  principale  difficoltà  è allora  di  mettere  i problemi 
in  equazione,  il  che,  al  contrario,  è generalmente  facilissimo  nel  metodo  infini- 
tesimale: perchè  fin  da  quando  ci  si  rifiuta  di  ammettere  francamente  nel  cal- 
colo, la  specie  delle  quantità  che  abbiamo  chiamate  infinitamente  piccole;  i mezzi 
di  paragone  si  trovano  ristretti , e siamo  obbligati  a prendere  delle  strade  non 
dirette  per  giungere  al  medesimo  scopo. 

321.  Bisogna  osservare  che  nelle  ricerche  matematiche,  l’immaginazione,  st 
fìssa  naturalmente  sopra  le  quantità  chiamate  infinitamente  piccole,  e non  sopra 
1 limiti  dei  loro  rapporti.  Se  vien  dimandato  il  volume  di  un  corpo  terminato 
da  ona  superlìaie  curva,  s’immagina  realmente  questo  volume  diviso  in  un  gran 
numero  di  strati  ovvero  ancora  di  particelle.  Questi  strali  o queste  particelle 
esse  medesime  sono  ciò  che  si  considera , e non  i diversi  rapporti  che  esse  pos- 
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»nno  avere  fra  loro,  e mollo  mono  i limili  ili  quelli  rapporti.  La  nostra  imm.i- 
f inazione  terra  un  oggetto  sensibile,  delle  forme  puramente  algebriche  non  le 
offrirebbero  niente  se  non  che  vagamente.  La  divisione  del  volume  in  strali  o 
particelle  ci  offre  un  quadro,  illumina  il  nostro  spirilo,  lo  guida,  e facilita  la 
soluzione.  Si  considera  una  di  queste  particelle  come  I’  elemento  della  quanlitit 
totale,  che  infatti  si  considera  come  la  somma  di  lutti  questi  elementi:  si 
cer'a  dunque  1’  espressione  differenziale  che  deve  rappresentare  questa  particrlla 
trascurando  ciò  che  le  regole  del  calcolo  ci  autorizzano  ad  omettere.  Si  applicano 
allora  a quest'espressione  differenziale,  te  formule  conosciute  dal  calcolo  integrale, 
e con  ciò  si  giunge  senza  molta  pena  a risolvere  quel  problema  che  avrebbe 
forse  resistito  a tutti  gli  sforzi  del  metodo  di  eiaustioue  , o di  qualunque  altro 
nel  quale  non  si  potesse  far  uso  dei  mezzi  di  abbreviazione  e di  semplicità  , che 
somministra  il  metodo  infinitesimale. 

232.  È permesso  di  considerare  le  quantità  infinitamente  piccole,  o come  vere 
quantità,  o come  assolutamente  nulle;  ma  l' immaginazione  ai  accomoda  ancora  me- 
glio, al  metodo  che  considera  gl’oggetti  come  effettivi , che  a quello  ebe  gli  riguarda 
come  ridotti  a zero.  La  legge  di  continuità  medesima, che  sola  può  fissare  in  ciascuno 

o , 

ca»o  il  valore  di  ciascuna  delle  frazioni  , le  quali  senza  ciò  resterebbero  in- 
determinate, obbliga  a paragonarle  avanti  ebe  esse  si  annullino  interamente. 
D'altra  parte  tutte  queste  quantità  debbono  essere  eliminate;  e possono  esserlo 
senza  attribuir  loro  alcun  valore  determinato:  ed  è dunque  almeno  una  cosa 
superflua  di  supporle  eguali  a zero;  ed  è rendere  particolare  la  questione  quando 
possiamo  dispensarcene,  e per  conseguenza , è la  stessa  cosa  che  risolverla  in  uu 
modo  meno  elegante. 

223.  Il  merito  essenziale,  sublime,  possiamo  dirlo,  del  metodo  infinitesimale , è 
di  riunire  la  facilità  dei  processi  ordinari  di  un  semplice  calcolo  di  approssima- 
zione, all'  esattezza  dei  risultaraenti  dell'analisi  ordinaria.  Questo  vantaggio  im- 
menso sarebbe  perduto,  o almeno  assai  diminuito,  se  a questo  metodo  puro  e 
semplice,  tale  come  ce  lo  ha  dato  il  Leibnizio,  si  volesse,  sotto  l'apparenza  di 
un  maggior  rigore  sostenuto  in  tutto  il  corso  del  calcolo,  sostituirne  altri  meno 
naturali,  meno  comodi,  meno  conformi  al  cammino  probabile  degl1  inventori.  Se 
questo  metodo  è esatto  nei  risultaraenti,  come  veruno,  al  giorno  d'oggi,  ne  du- 
bita , se  è ad  esso  che  sempre  bisogna  ritornare  nelle  questioni  difficili  , come 
pare  che  tutti  ne  convengano,  perchè  ricorrere  a mezzi  indiretti  e complicati 
per  supplirlo  ? Perchè  contentarsi  di  appoggiarlo  sopra  induzioni  e sopra  la  con- 
formità dei  suoi  risultaraenti  con  quelli  che  danno  gli  altri  metodi,  quando 
possiamo  dimostrarlo  direttamente  e generalmente,  più  facilmente,  forse,  di  cia- 
scuno di  questi  metodi  essi  medesimi?  L' obiezioni  che  sono  state  fatte  contro 
di  esso  si  aggirano  tutte  sopra  questa  falsa  supposizione,  che  gli  errori  com- 
messi nel  corso  del  calcolo,  trascurandoci  le  quantità  infinitamente  piccole,  sono 
rimasti  nel  risullaraento  di  questo  calcolo  , per  quanto  piccoli  che  si  possano 
supporre:  ora  questo  è ciò  che  non  è vero  : 1' eliminazione  se  gli  porta  seco  tutti 
necessariamente , ed  è singolare  che  non  si  sia  veduto  fin  da  principio  in  questa 
condizione  indispensabile  dell'  eliminazione,  il  vero  carattere  delle  quantità  in- 
finitesimali, e la  risposta  diramante  a tutte  le  obiezioni. 

224.  Termineremo  quest'  articolo  con  citare  le  seguenti  opere,  alle  quali  gli 
studiosi  potranno  ricorrere  con  successo  per  approfondire  lo  studio  di  questa 
parte  delle  matematiche,  una  delle  più  importanti,  e quella  che  le  facilita  mol- 
tissimo tutte. 

Eulero  (Leonb.  ) institutiones  calculi  dìfferentialis , 2 voi.  Petrop  i^55  et 


I)  1 F 541 

Ticini  1 787  in~4  i Varignon  (Pierre)  eclaircissemens  sur  l'analyse  de s infini- 
mens  pelila,  du  Marquis  de  1 Hópita l,  Paris  ija5  in— 4 i Boisut,  Calcili  diffe- 
rential  et  integrai , Parigi  *798,  voi.  a in-8  ; Couiin,  ( A. J) , traile  du  calcul 
dfférential  et  integrai , Parigi  1796,  a voi.  i n -4  ; Brunacci , Matematica  subli- 
me, voi.  4 , Firenie  i8o3  e segg.  Dubourgnet,  Traités  ri c menta i res  de  calcul 
differentiel  et  de  caìcul  integrai,  3 voi.  ia-8,  Parigi  1810-11;  Lubbe , Traiti! 
élémentaire  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integrai,  traduit  de  P alternanti 
par  M.  Kartscher  in-8,  Paris  i83a;  Duh.irael,  Cours  d'analyse  de  l'e'cole 
polytéchnique , a voi.  in-8,  i84o-4i,  Boucharlat,  étémens  de  calcul  differentiel  et 
de  calcul  integrai  in-8,  Paris,  i838;  Lagrange,  Théorie  des  fonctions  analy- 
tiques , in-4,  Paris,  i8i3  ; idem,  Lecons  sur  le  calcul  des  fonctions  in-4 , Pa- 
ris, 1808;  Garnier,  Lecons  de  calcul  differentiel  et  intégral , a voi.  in-8;  Pari», 
1811-12;  La  Croia,  Traiti  compiei  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  intégral, 
3 voi.  in-4 , Paris,  1810-19;  Paoli  (Pietro),  Elementi  d'  algebra  con  supple- 
mento, 3 voi.  in-8,  Pisa,  >8o3-4;  Bordoni  (Antonio),  Lesioni  di  calcolo  su- 
blime, a voi.  in-8,  Milano,  i83i  ; Moigno.  Lecons  de  calcul  dfférentiel  et  de 
calcul  intégral  rédigées  d'  aprìs  les  méthodes  et  les  ouorages  pubtiés  ou  inè- 
dita de  AI.  A.  L.  Cauchy  , a voi.  in-8 , Paris  , i84o-4a  ; Navier,  Résumé  des 
lecons  d'analyse  suivi  de  notes,  par  AI.  J.  Liouville,  a voi.  in-8  , Paris, 
1840;  ec.  ec.  ec. 
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dà  « dx  = i -+.  A , 


C y b 

B bcd-i-  -j  d-+~  y b 

ballerà  osser?are  che  allora  le  differenze 
A,àru  = ll Jxi7, 

= ixàybi , ec. 

si  ottengono  ponendo  come  fattori,  avan- 
ti la  caratteristica  4,  le  variabili  che  nou 
ci  figurano  come  indici. 

Il  Laplace  ha  osservalo  che  questa  pro- 
prietà^ si  estendeva  a un  ordino  qualun- 
que, il  che  sarà  sulle  sue  tracce  dimo- 
strato all’articolo  (Fuwziowi  GoNuasi-mici). 

A_Ve  — i / dà  e dx  —i-t-b 


4q5  a5  Fx  =;  Fx-t-A,  y x-f-  ec. 


Fj=;Fx+  A 
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